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Vorwort. 


Auch  in  diesem  Bande  wurde  besonders  auf  eine  klare, 
exakte  und  scUichte  Sprache  geachtet.  Durch  mehr  als  hundert 
Figuren,  die  ich  sämtlich  neu  gezeichnet  habe,  soll  der  Text 
verständlicher  und  belebter  werden.  Im  übrigen  gilt  in  äußer- 
lieber  Hinsicht  das,  was  das  Vorwort  des  ersten  Bandes  besagt. 
Insbesondere  war  es  aus  den  schon  damals  mitgeteilten  Gründen 
nötig,  den  ganzen  Text  neu  zu  schreiben. 

Der  Inhalt  des  zweiten  Bandes  ist  mit  wenigen  Ausnahmen 
derselbe  geblieben  wie  in  der  zweiten  Auflage,  vermehrt  um 
manche  dort  fehlende,  aber  durchaus  notwendige  Beweise: 

Im  1.  Kapitel  mußte  der  Nachweis  des  Integrals  als  Grenz- 
wertes einer  Summe  vervollständigt  werden.  Im  2.  Kapitel, 
wo  schon  gelegentlich  die  Integration  im  komplexen  Bereiche 
angewandt  wird,  mußte  gezeigt  werden,  daß  die  reellen  Er- 
gebnisse, zu  denen  sie  führt,  auch  wirklich  richtig  sind. 

Das  3.  Kapitel  hat  sich  eine  besonders  gründliche  neue 
Bearbeitung  gefallen  lassen  müssen;  z.  B.  fehlte  der  Beweis 
dafür,  daß  ein  Integral,  dessen  Integrand  einen  Parameter  ent- 
hält, eine  stetige  Funktion  der  oberen  Grenze  und  des  Para- 
meters ist.  Wenn  ferner  die  Theorien  dieses  Kapitels  auf 
Beispiele  angewandt  werden,  ist  es  zwar  bequem  zu  sagen: 
„man  überzeugt  sich  leicht,  daß  für  die  folgenden  Beispiele  die 
Forderungen  (^nämlich  der  Konvergenz  der  Integrale)  erfüllt 
sind",  aber  dem  Leser  wird  es  doch  nicht  so  leicht.  Es  war 
deshalb  nötig,  dem  Studierenden  hierbei  durch  ausführlichere 
oder  knappere  Andeutungen  zu  helfen. 

Im  4.  Kapitel  über  die  Eulerscheu  Integrale  fehlten  manche 
Zwischenglieder  der  Entwicklung.  Eine  besondere  Schwierigkeit 
lag  hier  ferner  darin,  daß  die  ursprüngliche  Anlage  des  Werkes 
nicht  so  streng  zwischen  Reellem  und  Komplexem  schied,  wie 
es  durch  die  in  der  2.  Auflage  getroffene  neue  Anordnung  be- 
dingt wurde. 

In  das  5.  Kapitel  über  Quadratur  und  Rektifikation  habe 
ich  die  Theorie  des  Polarplanimeters  aufgenommen,  die  in 
der  2.  Auflage  an  späterer  Stelle  gebracht  wurde.     Serret  hat 
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einen  Paragraphen  algebraischen  Kurven  gewidmet,  die  sich 
durch  Kreisbogen  rektifizieren  lassen;  es  war  jedoch  aus  der 
bisherigen  Ausdrucksweise  gar  nicht  zu  erkennen,  wie  eigent- 
lich der  Ansatz  zur  Lösung  des  Problems  zustande  kam.  Durch 
Zurückgehen  auf  die  Serrefsche  Originalabhandlung  war  es 
natürlich  leicht,  auch  hier  die  eigentlich  selbstverständliche 
Forderung  zu  erfüllen,  dem  Leser  nur  solche  Dinge  vorzutragen, 
die  man  selbst  durchdacht  hat. 

Im  6.  Kapitel  ist  die  Definition  des  Doppelintegrals  und 
der  zugehörige  Existenzbeweis  ausführlich  gegeben  worden. 
Ich  denke,  daß  jetzt  auch  die  Transformationstheorie  für  Doppel- 
integrale exakter  als  früher  ist,  denn  die  früher  dafür  gegebene 
Ableitung  war  in  Hinsicht  auf  die  Grenzen  der  Integrale  nicht 
einwandfrei. 

Das  7.  Kapitel  begann  früher  mit  Betrachtungen  über 
mehrdeutige  Funktionen  und  ihre  stetige  Fortsetzung:  jedoch 
wurde  dabei  nicht  deutlich  genug  gesagt,  was  unter  der  stetigen 
Fortsetzung  verstanden  werden  sollte.  Diese  Betrachtungen 
habe  ich  auf  das  8.  Kapitel  verschoben.  Dagegen  wurden 
manche  fehlende  Entwicklungen  über  die  Integrale  vollständiger 
Differentiale  und  über  Kurvenintegi'ale  eingeschaltet. 

Das  8.  Kapitel,  das  den  Funktionen  einer  komplexen  Ver- 
änderlichen gewidmet  ist,  habe  ich  durchaus  ändern  müssen, 
wobei  sich  auch  die  Grelegenheit  bot,  den  Begi'iff  der  konformen 
Abbildung  einzuführen. 

Die  neue  Gestaltung  des  7.  und  8.  Kapitels  brachte  den 
Vorteil,  daß  erst  ganz  zuletzt,  in  §  5  des  8.  Kapitels,  der  Be- 
griff der  mehrdeutigen  Funktion  eingeführt  zu  werden  brauchte. 
Bis  dahin  ist  in  diesem  ganzen  Buche  ebenso  wie  im  ersten 
Bande  nur  von  eindeutigen  Funktionen  die  Rede,  abgesehen 
von  wenigen  Stellen,  wo  auf  die  Mehrdeutigkeit  besonders  bezug 
genommen  wurde. 

Der  Umfang  des  Buches  ist  durch  die  vielen  bisher  fehlenden 
und  neu  zu  gebenden  Beweise  natürlich  etwas  vergrößert  worden. 
Fortgelassen  wurden  außer  geringfügigen  Einzelheiten  nur  die 
Betrachtungen  über  elliptische  Funktionen,  über  die  Lagrangesche 
Reihe  und  über  Funktionen  von  mehreren  komplexen  Ver- 
änderlichen. Sie  sollen,  soweit  es  unbedingt  nötig  ist,  im 
dritten  Bande  Aufnahme  finden.  Xeu  eingeschaltet  wurde 
dagegen  noch  eine  Reihe  von  Einzelheiten,  so  die  Rektifikation 
ohne  Integration,  die  Guldinschen  Regeln,  der  BegTifi"  des  Raumes 
von  n  Dimensionen  und  ein  Beweis  des  Gaußischen  Fundamental- 
satzes der  Algebra. 

Diesen  zweiten  Band  des  Serretschen  Werkes  ziert  ein  von 
Harnack  herrührender  Anhang  über  die  Fouriet'sche  Reihe  und 
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das  Fouriersche  Integral,  der  in  der  Geschichte  der  Mathematik 
eine  solche  Bedeutung  erlangt  hat,  daß  es  angemessen  erschien, 
ihn  nach  dem  Originaldrucke  in  der  ersten  Auflage  unverändert 
wiederzugeben.  Dabei  wurden  Vorkehrungen  getroffen,  die 
es  ermöglichen,  Stellen  des  Originaldruckes  auch  nach  diesem 
neuen  Abdrucke  zu  zitieren.  Die  Anmerkungen,  die  ich  dem 
Harnachschen  Anhange  hinzugefügt  habe,  sind  nicht  für  den 
bewanderten  Fachmann  bestimmt,  sondern  für  diejenigen,  die 
das  Serretsche  Werk  studieren  und  auch  diesen  nicht  leicht 
zu  lesenden  Anhang  verstehen  wollen.  Die  Verantwortung  für 
für  den  Inhalt  des  Anhanges  muß  jedoch  seinem  Verfasser 
überlassen  bleiben. 

Wer  die  neue  Bearbeitung  des  zweiten  Bandes  des  Serret- 
schen  Werkes  mit  der  früheren  vergleicht,  wird  hoffentlich 
finden,  daß  ich  überall  meine  Pflichten  als  Herausgeber  sorg- 
fältig zu  erfüllen  versucht  habe.  Die  Arbeit  war  aber  schwer, 
namentlich  deshalb,  weil  es  sich  darum  handelte,  innerhalb  eines 
schon  gegebenen  Rahmens  Verbesserungen  vorzunehmen.  Man 
möge  bei  der  Beurteilung  der  neuen  Bearbeitung  auf  diesen 
Zwang  billig  Rücksicht  nehmen. 

Auch  diesem  Bande  ist  ein  ausführliches  alphabetisches 
Sachregister  beigegeben. 

Ich  hatte  die  Freude,  beim  Lesen  der  Korrektur  in  bereit- 
willigster und  gewissenhaftester  Weise  durch  meinen  verehrten 
Freund,  Herrn  Geh.  Hofrat  Prof.  Dr.  Friedrich  Dingeldey  in 
Darmstadt  unterstützt  zu  werden,  und  ein  Teil  des  Werkes 
verdankt  auch  der  gütigen  HiKe  des  Herrn  Oberlehrer  Prof. 
Dr.  Jakob  Kraus  in  Darmstadt  eine  Reihe  von  kleineren  Ver- 
besserungen. Beiden,  sowie  dem  Verlagshause  für  ihre  Mit- 
wirkung meinen  besten  Dank  zu  sagen,  ist  mir  eine  angenehme 
Pflicht.  Ferner  möchte  ich  nicht  unerwähnt  lassen,  daß  eine 
Anzahl  von  Berichtigungen  zum  ersten  Bande  Herrn  stud. 
W.  Flügel  in  Berlin  zu  verdanken  ist. 

Steglitz,  im  Juli  1907. 

Georg  Scheffers. 
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§  1.  Die  Integration  als  Umkehrung  der  Differentiation. 

399.    G-rundaufgabe    der    Integralrechnung-.      Die 

Grundaufgabe  der  Differentialrechnuno;  ist  das  Berechnen  der 
Ableitungen  gegebener  Funktionen,  vgl.  Nr.  32  und  44.  Dagegen 
wird  in  der  Integralrechnung  die  umgekehi-te  Aufgabe  gestellt: 
Ist  eine  Funktion  f{x)  von  einer  Veränderlichen  x  gegeben,  so 
soll  eine  solche  Funktion  F{x)  von  x  berechnet  werden,  deren 
Ableitung  die  gegebene  Funktion  f{x)  ist;  in  Formel: 

dF{x) 


dx 


f{^), 


worin  f(x)  gegeben  ist  und  F(x)  gesucht  wird.  Jede  Funktion  F(x), 
die  dieser  Formel  genügt,  heißt  aus  einem  später  (in  Nr.  410) 
anzugebenden  Grunde  ein  Integral  der  gegebenen  Funktion /"(ic) ; 
ihre  Berechnung  heißt  Integration  oder  Integrieren  von  f{x). 
Wie  es  im  ersten  Bande  in  den  zehn  ersten  Kapiteln  ge- 
schah, wollen  wir  uns  auch  jetzt  bis  auf  weiteres  auf  reelle 
Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen  beschränken. 

400.  Gesamtheit  der  Integrale  einer  gegebenen 
Funktion.  Wenn  F[x)  und  ^{x)  zwei  in  einem  Intervalle 
a  ^x  ^h  definierte  Funktionen  von  x  sind  und  in  diesem  Inter- 
valle an  jeder  Stelle  x  übereinstimmende  Ableitungen  haben, 
so  ist  die  Differenz  ^  {x)  —  F{x)  nach  Satz  8,  Nr.  29,  überall 
im  Intervalle  konstant.  Ist  f'{x)  die  gemeinsame  Ableitung 
von  F{x)  und  ^(x),  so  sind  F{x)  und  0{x)  Integrale  von 
f{x^.  Die  Differenz  irgend  zweier  Integrale  von  fix)  ist  dem- 
nach  in   dem  Intervalle   konstant.     Anders  ausgesprochen:   Ist 
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F{x)  ein  Integral  von  f(x),  so  hat  jedes  andere  Integral  von 
f(oc)  die  Form  ^{x)  =  F(x)  +  konst. 

Umgekehrt:  Wenn  F{x)  ein  Integral  von  f(x),  also 
F\x)  =  fXx)  istj  so  folgt: 

^[Fix)  ^  konst]  ^F'{x)=  fix), 

d.  h.  auch  F{x)  +  konst,  ist  ein  Integral  von  f(x). 

Satz  1:  Ist  Fix)  in  dem  Intervalle  a  ^x  <-h  ein  Integral 
der  Funliion  fix),  so  hat  fix)  unzählig  viele  Integrale.  Sie 
ergeben  sich  sämtlich  aus  Fix)  durch  Addition  einer  willkürlichen 
Konstanten. 

Alle  Integrale  einer  gegebenen  Funktion  fix)  unterscheiden 
sich  demnach  nur  um  additive  Konstanten  voneinander;  und 
wenn  man  nur  eines  von  ihnen  kennt,  so  kennt  man  alle. 

Unter  diesen  Integralen  Fix)  -\-  konst.  von  fix)  ist  ins- 
besondere nur  eines  vorhanden,  das  für  einen  bestimmten  Wert 
von  X,  der  dem  Intervalle  angehört,  z.  B.  für  x  =  a,  einen 
vorgeschriebenen  Wert  Ä  hat.  Denn  man  mnß,  um  dies  Integral 
Fix)  +  G  ausfindig  zu  machen,  die  Konstante  C  so  bestimmen, 

^^^  Fia)  +  G^A 

ist.     Hieraus  folgt  C  =  A  —  Fia),  so  daß 

Fix)-\-G  =  Fix)  -  Fia)  +  A 

das  gesuchte  Integral  ist.  Soll  das  Integral  insbesondere  für 
X  =  a  den  Wert  Null  haben,  so  ist  es  gleich  Fix)  —  Fia). 

Den  W^ert,  den  das  Integral  am  Anfange  x  =  a  des  Inter- 
valles  hat,  nennt  man  den  Anfangswert  des  Integrals. 

Satz  2:  Hat  die  Funktion  fix)  im  Intervalle  a-^x^h 
Integrale,  so  hat  sie  ein  und  nur  ein  Integral,  dessen  Anfangswert 
eine  vorgeschriebene  Größe  A  hat.  Ist  nämlich  Fix)  irgend  ein 
Integral  von  fix),  so  hat  das  in  Rede  stellende  Integral  den  Wert 
Fix)  —  Fia)  -f  A.  Insbesondere  ist  Fix)  —  Fia)  dasjenige 
Integral  von  fix),  dessen  Anfangswert  gleich  Null  ist. 

401.  Über  den  Zusammenhang  zwischen  dem  Diffe- 
renzieren und  Integrieren.    Hat  fix)  in  einem  Intervalle  das 

Integral  Fix),  so  ist  F'ix)  nach  der  Definition  des  Integrals 
gleich  fix).  Wenn  man  also  eine  Funktion  fix)  zuerst  integriert 
400,  401] 
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und  alsdann  das  Ergebnis  differenziert,  so  geht  wieder  die  ur- 
sprüngliche Funktion  fix)  hervor.  Die  beiden  Operationen  des 
Integrierens  und  Differenzierens  heben  einander  daher  auf,  d.  h. 
das  Integrieren  ist  die  zum  Differenzieren  inverse  Operation. 

Allerdings  findet  die  gegenseitige  Aufhebung  nicht  voll- 
ständig bei  der  umgekehrten  Reihenfolge  beider  Operationen 
statt.  Denn  wenn  man  eine  gegebene  Funktion  t\x)  zuerst 
differenziert,  wodurch  man  zu  ihrer  Ableitung  f{x)  gelangt, 
und  alsdann  wieder  f\x)  integriert,  d.  h.  irgend  ein  Integral 
von  f{pc)  sucht,  so  gelangt  man  nach  Satz  1  nicht  notwendig 
zu  F{x)  zurück,  sondern  zu  F(cc)  +  C,  wo  G  eine  willkürliche 
Konstante  bedeutet.  Das  Differenzieren  ist  eben,  sobald  es 
überhaupt  möglich  ist,  eine  eindeutige  Operation,  das  Integrieren 
dagegen  nicht. 

Außer  diesem  Unterschiede  ist  insbesondere  noch  einer 
hervorzuheben:  Beschränken  wir  uns  auf  den  Bereich  der- 
jenigen Funktionen  von  einer  Veränderlichen,  die  allein  aus 
den  in  Nr.  44  erwähnten  elementaren  Funktionen  zusammen- 
gesetzt sind,  so  wissen  wir,  daß  auch  die  Ableitungen  dieser 
Funktionen  elementar  zusammengesetzte  Funktionen  sind.  Wenn 
wir  das  Differenzieren  durch  das  Integrieren  ersetzen,  so  gilt 
jedoch  nichts  Entsprechendes.  Man  kann  vielmehr  zeigen, 
daß  manche  elementar  zusammengesetzte  Funktionen  Integrale 
haben,  die  keine  elementar  zusammengesetzte  Funktionen  sind. 
Dieser  Unterschied  läßt  sich  weiterhin  verfolgen,  wenn  wir 
den  Bereich  der  zu  betrachtenden  Funktionen  noch  mehr  ein- 
schränken: Wir  wissen,  daß  die  Ableitung  einer  rationalen 
Funktion  ebenfalls  eine  rationale  Funktion  ist.  Entsprechendes 
gilt  nicht  stets  für  die  Integrale  einer  rationalen  Funktion, 
z.  B.  die  rationale  Funktion  1  -.x  hat  das  Integral  hxx  -\-  konst. 

Integrale  kann  man  leicht  in  beliebiger  Anzahl  so  bilden: 
Man  nehme  irgend  eine  Funktion  F{x)  an  und  differenziere 
sie.  Ist  f{oc)  die  hervorgehende  Ableitung,  so  weiß  man,  daß 
die  Integi-ale  der  bekannten  Funktion  f\x)  den  bekannten  Aus- 
druck F{x)  +  konst.  haben.  Natürlich  ist  dies  keine  ausreichende 
Methode  zur  Berechnung  von  Integralen. 

Im  ersten  Bande  haben  wir  tatsächlich  schon  häufig 
Integrale    berechnet,    ohne    es    auszusprechen.      Beispielsweise 

1*  [401 
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lehrt  der  Satz  11  von  Nr.  192,  daß  die  von  einer  Kurve 
y  ==-/"(«;)  begrenzte  Fläche  ii  die  Ableitung  dw.dx  =  f{x)  hat, 
wofür  wir  jetzt  sagen  können:  Diese  Fläche  u  ist  ein  Integral 
von  fix).  Infolge  hiervon  sind  alle  Aufgaben,  die  Flächen- 
berechnungen betreffen,  Aufgaben  der  Integralrechnung.  In  der 
Tat  haben  wir  namentlich  im  achten  Kapitel  des  ersten  Bandes 
vielfach  Fliehen  berechnet,  indem  wir  davon  ausgingen,  daß 
uns  schon  Funktionen  bekannt  waren,  deren  Ableitungen  die 
vorgelegten  Funktionen  y  =  f{x)  waren,  vgl.  z.  B.  Nr.  219. 
Ebenso  ist  die  Aufgabe  der  Rektifikation,  d.  h.  der  Berechnung 
der  Bogenlänge  einer  Kurve,  uach  Formel  (4)  in  Nr.  193  eine 
Aufgabe  der  Integralrechnung.  Wir  werden  Anlaß  haben, 
hierauf  noch  einmal  zurückzukommen. 

Ebenso  wie  man  der  Ableitung  einer  Funktion  F{x)  eine 
besondere  Bezeichnung,  nämlich  dF:dx  oder  F'{pc),  gegeben 
hat,  liegt  das  Bedürfnis  vor,  die  Integrale  einer  Funktion  f{x) 
durch  ein  Zeichen  darzustellen,  und  zwar  benutzt  man  das 
Zeichen 

(1)  Jtlx)dx 

als  Ausdruck  irgend  eines  Integrals  von  f{x).  Es  wird  gelesen: 
Integral  von  f{x)  oder  Integral  über  f{x)dx.  Das  Integral- 
zevJien  f  ist  eigentlich  ein  laug  gezogenes  S  und  soll  andeuten, 
daß  die  Integrale  als  Summen  aufgefaßt  werden  können,  was 
wir  jedoch  erst  im  nächsten  Paragraphen  auseinanderzusetzen 
imstande  sind.  In  (1)  steht  unter  dem  Integralzeichen  das 
Produkt  f{x)dx,  und  dies  ist  das  Differential  des  Integrals. 
Denn   wenn   das  Integral  (1)  die  Funktion  F(x)  ist,   so  ist  ja 

-II^  =  /'(^)'     ^-^^     dF{x)^f{x)dx. 

Die  Funktion  f{x),  die  in  (1)  integriert  werden  soll,  heißt  der 
Integrand. 

Ist  uns  irgend  eine  bestimmte  Funktion  F{x)  schon  be- 
kannt, deren  Ableitung  die  vorgelegte  Funktion  f{x)  ist,  so 
hat  das  Integral  von  f[x)  nach  Satz  1,  Nr.  400,  die  Form 
F{x)  -\-  kon.'5t.,  so  daß  also 

(2)  ff(x)dx  =  F{x)  +  konst. 
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ist.     Schließlich  sei  noch  ausdrücklich  hervorgehoben,  daß 

(3)  ^Jf{x)dx^f{x) 

ist. 

402.    Die  einfachsten  Integrale.     Bekanntlich  gelten 

die  folgenden  Formeln  der  Differentialrechnuog: 

d  ^""^ 

=  e«^  (für  m  +  0), 

(für  re  <  0)  , 


d   a;«  +  i  _ 

-  X" 

(für  n  =t= 

dx  n  -\-  1 

dlnx         1 
dx          X 

(für  X 

>0), 

d{ —  cosx) 
dx 

=  sina; 

j 

deinx 

— y- —  =  cos  X 
dx 

} 

d  arc  sin  x 

dx  dx 

d  arc  tg  a;        d{ —  arc  ctg  x) 


(3) 


dx  dx  1  -\-  x'^ 

Aus  ihnen  ergeben  sich  sofort  die  grundlegenden  Integrale: 

(1)  j  x"dx=^-^-^G(ivixn^-\),     I  e'-^dx^~-\-C(fürm^O), 

(2)  f~  =  In^  +  C  (für  X  >  0),       /^  =  ln(-a;)  +  C(für^<0), 

/  sin  xdx  =  —  cos  x  +  C ,  1  ^-g-  =  —  ctga;  +  C, 

I  cos  xdx  =  sinx  -{-  C ,  1  — ^—  -=  tgx  -\-  C, 

\J  J  cos  X 

(/^  I  =  arc  sin  ä;  +  C  =  —  arc  cos  x  +  C, 

(^)  /  np^  =  arc  tga;  +  C=  —  arc  ctga;  +  C , 

worin  C  und  C  willkürliche  Konstanten  bedeuten. 

Hierbei  sind  jedoch  einige  Anmerkungen  zu  machen:  Die 
Differentiationsformeln,  aus  denen  sich  das  Integral  (4)  ergibt, 
enthalten  eine  Quadratwurzel.  Nach  Satz  29,  Nr.  53,  bat  diese 
Wurzel  dasselbe  Vorzeichen  wie  der  zu  arc  sin  x  gehörige 
Kosinus  bzw.  der  zu  arc  cos  x  gehörige  Sinus.  Wenn  wir  also 
die  Quadratwurzel  in  (4)  positiv  annehmen,  so  bedeutet  arc  sin  x 
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einen  Winkel,  dessen  Kosinus  positiv  ist,  und  arc  cos  x  einen 
Winkel,  dessen  Sinus  positiv  ist.  Wir  können  daher  z.  B.  die 
Voraussetzung  hinzufügten,  daß  arc  sin  a;  zwischen  —  f  ^  und 
4-  |-;r  und  arc  cos  x  zwischen  0  und  7t  liegen  soll.  Alsdann  ist 
auch  die  Summe  beider  Arkus Funktionen  gleich  jTC,  also 
arc  sin  .t;  =  l^  —  arc  cos  x,  wodurch  es  sich  aufklärt,  daß  wir 
in  (4)  für  ein  Integral  zwei  Ausdrücke  haben.  Daß  sich  auch 
das  Integral  (5)  auf  zwei  Arten  ausdrücken  läßt,  liegt  daran, 
daß  stets  arc  tg  a;  +  arc  ctg  x  gleich  einem  positiven  oder 
negativen  ungeraden  Vielfachen  von  -|jr  ist. 

Ferner  haben  wir  in  (2)  für  ein  Integral  verschiedene  Aus- 
drücke aufgestellt,  je  nachdem  die  Veränderliche  x  positiv  oder 
negativ  ist.  Dies  mußte  geschehen,  weil  die  erste  Formel  (2) 
augenscheinlich  für  negatives  x  und  die  zweite  Formel  (2) 
für  positives  x  unbrauchbar  wird,  d^nn  negative  Zahlen  haben 
keine  reellen  Logarithmen.  Der  Integrand  1  :  x  ist  für  x  =  0 
unstetig,  so  daß  also  die  Veränderliche  entweder  auf  das  Intervall 
0  <  a?  <  +  oc  oder  auf  das  Intervall  —  oo  <C  x  <  0  zu  be- 
schränken ist. 

403.  Das  Ziel  der  nächsten  Betrachtungen.  Wir 
sind  noch  nicht  imstande,  die  Frage  zu  beantworten,  ob  über- 
haupt eine  in  einem  Intervalle  stetige  Funktion  f(x)  Integrale 
hat.  Den  Existenzbeweis  erbringen  wir  im  nächsten  Abschnitte 
auf  folgendem  Wege:  Wir  erinnern  uns  daran,  daß  die  Fläche  u 
einer  Kurve  y  =  f{x)  nach  Satz  11  in  Xr.  192  ein  Integral  von 
fix)  ist,  wie  schon  in  Nr.  401  hervorgehoben  wurde.  Aber  wir 
sagten  auch  in  Nr.  192  ausdrücklich,  daß  eine  exakte  Definition 
des  Begriffes  einer  Jcrummlhiig  begrenzten  Fläche  noch  aus- 
steht. Deshalb  gehen  wir  zunächst  daran,  eine  solche  Definition 
zu  gewinnen.  Dadurch  werden  wir  zugleich  zu  einer  neuen 
Auffassung  des  lutegTalbegrifies  gelangen,  die  äußerst  wichtig 
ist  und  uns  auch  das  Integralzeichen  f  erklärlich  machen  wird. 

Trotzdem  wir  im  nächsten  Paragraphen  von  geometrischen 
Überlegunoren  auso-ehen,  werden  wir  aber  wohlbemei'kt  bei  der 
Feststellung  der  neuen  Auffassung  des  lutegralbegriflfes  die 
in  Nr.  7  ausgesprochene  Forderung  befriedigen,  nämlich  die 
Beweise  analytischer  Sätze  von  den  Hilfsmitteln  der  Ver- 
anschaulichung unabhängig  machen. 
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404.  Folygouflächeu.  Es  sei  f{x)  eine  im  Intervalle 
^0  ^  ^  ^  ^  stetige  Funktion  von  x.  Ob  sie  differenzierbar  ist 
oder  nicht,  bleibt  für  die  folgende  Betrachtung  völlig  gleich- 
gültig; nur  bei  der  Veranschaulichung  unserer  Betrachtung 
durch  Figuren  setzen  wir  voraus,  daß  f{x)  eine  Ableitung  habe, 
also  y  =  f(x)  durch  eine  Kurve  dargestellt  sei  (vgl.  Nr.  167). 
Es  genügt  bei  den  analytischen  Betrachtungen,  daß  f{x)  stetig 
ist,  d.  h.  y  =  fix)  durch  eine  lückenlose  Kette  von  Punkten 
versinnlicht  wird. 

Ehe  wir  nun  zu  der  noch  fehlenden  exakten  Definition 
der  Fläche  gelangen,  die  einerseits  von  dem  Bilde  dieser  stetigen 
Funktion  y  =  f{x),  andererseits  von  der  Abszissenachse  und 
ferner  von  den  zu  x  =  Xq  und 
iC^X  gehörigen  Ordinaten  AC 
und  BD  begrenzt  wird,  siehe 
Fig.  1,  ersetzen  wir  das  Bild 
von  y  =  f{x)  durch  einen  ge- 
brochenen Linienzug.  Wir  teilen 
nämlich  die  Strecke  ^B  in  be- 
liebiger Weise  ein,  etwa  in  wTeile 
AP„  P,P„  ...  P„_,B.  Es 
seien  P^M^,  P^^^^)  ■■■  ^n-i-^^n-i  ^^^  ^^^  ^^®'^  w  —  1  Teilpunkten 
gehörigen  Ordinaten.  Wir  legen  nun  durch  C  die  Parallele  zur 
ic- Achse  soweit,  bis  sie  die  Ordinate  P^M^  etwa  in  N^  trifft, 
dann  ebenso  durch  31^  die  Parallele  zur  a-'-Achse  soweit,  bis  sie 
die  Ordinate  P^M^  etwa  in  N^  trifft,  usw.  Schließlich  wird  die 
Parallele  zur  a:- Achse,  die  wir  durch  ili^„_i  legen,  die  letzte 
Ordinate  BD  in  einem  Punkte  N^  schneiden.  Nunmehr  ersetzen 
wir  das  Bild  der  Funktion  y  =  f(x)  durch  den  gebrochenen 
treppenförmigen  Linienzug 

der  aus  lauter  creradlinicren  Stücken  besteht  und  den  wir  kurz 
ein  dem  Bilde  der  Funktion  y  =  f{oc)  eingeschriebenes  Polygon 
nennen.  Es  ist  dabei  sehr  wohl  möglich,  daß  die  Strecken 
dieses  Polygons  teils  auf  der  einen,  teils  auf  der  anderen  Seite 
des  Bildes  von  f{x)  verlaufen,  wie  es  in  Fig.  1  der  Fall  ist. 
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Unter  der  Fläche  dieses  eingeschriebeneii  Polygons  ver- 
stehen wir  ferner  diejenige  Fläche,  die  zwischen  dem  Polygon, 
der  a;- Achse  und  AC  und  BD  liegt,  oder,  besser  gesagt,  die 
Summe  der  Flächen  derjenigen  Rechtecke,  deren  Grundseiten 
die  Teile  AP^,  Pi^^f  ■  '  Pn-i^  ^^^  Intervalles  X  —  Xq  auf 
der  Abszissenachse  und  deren  Höhen  die  zugehörigen  Ordinaten 
des  Polygons  sind.     Bezeichnen  wir  die  Abszissen  von 

1*^,^21  '   ■  ■  ^n-l     ^i^    ^'l)^2>  ■  ■  '  ^n-l>    ^0     siud 

die  Grundseiten  imd 

fix^),        f(x,),     ■   ■    •    f(Xn-l) 

die    Höhen    der   llechtecke,    so    daß    die   Fläche   des   Polygons 
durch  die  Summe 

(1)  J=^f{Xo)(x^~XQ)-^f(Xi)(X2-Xj)  H \-f(Xn-l)(X—Xn-l) 

dargestellt   wird.     Flächeneinheit   ist    dabei   natürlich  das  Qua- 
drat über  der  Längeneinheit  der  Figur. 

Das  allgemeine  Glied  der  Summe  (Ij  hat  die  Form 
f{x)  ^x,  wenn  nämlich  x  die  Abszisse  des  Anfangspunktes 
irgend  eines  der  Teilintervalle  AP^,  ^i-Pg?  "  '  '  Pn—iB  und 
^x  die  Länge  des  betreöenden  Teilintervalles  bezeichnet.  Da- 
her schreiben  wir  die  Summe  (1)  kürzer  symbolisch  so: 

(2)  J=^f(x)^x. 

Die  Indizes  Xq  und  X  sollen  dabei  andeuten,  daß  sich  die 
Summe  auf  das  ganze  Intervall  von  x  =  Xq  bis  x  =  X  erstreckt. 
Wir  werden  von  dieser  Fläche  J  des  eingeschriebenen 
Polygons  zur  krummlinig  begrenzten  Fläche  durch  einen 
Grenzübergang  gelangen,  indem  wir  nämlich  alle  Teilintervalle 
^x  nach  Null  streben  lassen,  wobei  natürlich  ihre  Anzahl  n 
nach  Unendlich  streben  muß.  Wir  werden  beweisen,  daß  J 
bei  diesem  Grenzübergange  in  der  Tat  einen  bestimmten  end- 
lichen Grenzwert  hat.  Aber  da  wii*  uns  die  Art  der  Teilung 
von  X  —  Xq  in  kleinere  Teile  völlig  willkürlich  denken  können, 
so  muß  außerdem  gezeigt  werden,  daß  dieser  Grenzwert  völlig 
unabhängig  davon  ist,  von  welcher  x'Vrt  der  Teilung  von  X  —  Xq 
man  auch  ausgehen  mag.  Bei  diesen  beiden  Beweisen  bedienen 
404] 
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wir  uns  eines  einfachen  Satzes  über  stetige  Funktionen,  der  in 
der  nächsten  Nummer  abgeleitet  werden  soll.  Alsdann  werden 
wir  in  Nr.  406  den  ersten,  in  Nr.  407  den  zweiten  der  beiden 
Beweise  bringen. 

405.  Schwankung  einer  stetigen  Funktion.  Unter 
der  Schwankung  einer  Funktion  innerhalb  eines  solchen  Inter- 
valles,  in  dem  die  Funktion  stetig  ist,  verstehen  wir  die 
Differenz  zwischen  dem  größten  und  dem  kleinsten  Werte  der 
Funktion  innerhalb  des  Intervalles,  also  eine  ihrer  Natur  nach 
stets  positive  Größe.     Es  gilt  der 

Satz  3:  Ist  f{x)  in  dem  Intervalle  Xq  ^  x  ^  X  stetig,  so 
gibt  es,  wie  Hein  man  auch  eine  positive  Zahl  x  wählen  mag, 
stets  eine  positive  Zahl  6  derart,  daß  die  Schwankung  der 
Funktion  Meiner  als  x  in  jedem  solchen  Intervalle  ist,  das  dem 
Gesamtintervalle  angehört  und  nicht  länger  als  6  ist. 

Denn  nach  Satz  3,  Nr.  20,  gibt  es,  wenn  x^  beliebig  im 
Intervalle  von  Xq  bis  X  gewählt  wird,  eine  positive  Zahl  h 
derart,  daß  für 

x-y  —  h  <^  x  <i  Xy  +  h  auch  |  f{x)  —  f{x^)  \  <  \x 

ist,  falls  T  beliebig  klein,  aber  positiv  gewählt  worden  ist. 
Sind  X  und  x'  irgend  zwei  Stellen  dieses  Intervalles  von  der 
Länge  2/<,  so  ist  also 

I  fix)  -  f{x,)  :  <  \r  und     f{x)  -  f(x,)  |<  f  r, 
woraus  wegen 

fix)  -  fix)  =  [fix)  -  fix^]  -  [fix')  -  fix,)] 
nach  Satz  2,  Nr.  4,  sofort  folgt: 

\fix)-fix')\<x. 

Erreicht  fix)  insbesondere  für  den  angenommenen  Wert 
X  das  größte  Maximum  und  für  den  angenommenen  Wert  x' 
das  kleinste  Minimum  im  Intervalle  von  x,  —  h  bis  x,  -\-  h, 
so  zeigt  diese  Ungleichung,  daß  die  Schwankung  von  fix)  inner- 
halb dieses  Intervalles  um  x,  herum  kleiner  als  x  ist.  Die 
Größe  2h  des  Intervalles  kann  mit  x,  veränderlich  sein.  Wenn 
X,  in  eine  der  beiden  Grenzen  x^^  und  X  rückt,  kommt  nur 
das    halbe   Intervall    h    in    Betracht.     Deshalb    bedeute    6  eine 
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positive  Zahl,  die  kleiner  als  alle  vorkommenden  positiven 
Zahlen  h  ist.  In  jedem  Intervalle  von  der  Länge  6  ist  die 
Schwankung  alsdann  kleiner  als  r,  wie  es  der  Satz  behauptet. 

406.  Existenz  eines  Grenzwertes  des  Folygou- 
iuhaltes.  Wieder  sei  f(x)  eine  im  Intei-valle  x^^  ^  x  ^  X 
stetige  Funktion.  Ferner  möge  irgend  eine  unbegrenzte  Folge 
von  lauter  beständig  abnehmenden  positiven  Zahlen  t^^Tj,  •  •  • 
ausgewählt  sein,  die  nach  Null  strebt,  wie  z.  B.  die  Folge 
1,  Yg,  Yg,  •  •  -.  Nach  dem  letzten  Satze  gibt  es  dann  zu  jeder 
dieser  Zahlen  r^  eine  positive  Zahl  6-  derart,  daß  die  Schwankung 
von  f[x)  in  jedem  Teilintervalle,  das  kürzer  als  (>,  ist,  geringer 
als  T,-  wird. 

Wir  wollen  nun  das  Gesamtintervall  X  —  Xq  zunächst  in 
solche  Teile  zerlegen,  die  sämtlich  kürzer  als  (5^  sind.  Zu 
dieser  Zerlegung  gehört  nach  Nr.  404  ein  gewisses  Polygon 
und  ein  gewisser  Polygoninhalt  J^.  Alsdann  wollen  wir 
jedes  einzelne  der  Teilintervalle  weiterhin  in  lauter  Teile  zer- 
legen, von  denen  jeder  kürzer  als  6.2  ist.  Zu  dieser  neuen, 
feineren  Zerlegung  gehört  ein  neuer  Polygoninhalt  J,-  ^i^ 
teilen  fernerhin  jedes  einzelne  der  neuen  Intervalle  in  lauter 
solche  Teile,  die  kürzer  als  6^  sind,  so  daß  wir  zu  einem  neuen 
Polygoninhalte  J.,  kommen,  usw.  Wir  behaupten,  daß  die 
Inhalte  J^,  J,,  J^,  ■  ••  einem  bestimmten  endlichen  Grenzwerte 
zustreben. 

Um  dies  zu  beweisen,  stellen  wir  eine  Reihe  von  Un- 
gleichungen auf.  Es  seien  zunächst  z/^,  z/g  •  •  •  z/„  die  Teil- 
intervalle  der  ersten  Zerlegung,  so  daß 

X  -  Ä^o  =  z^i  +  z/2  +  •  •  •  +  ^„ ,     -^1  <  <?i,  •  •  •  ^„  <  <?i 

ist.  Ferner  seien  \,  /.g,  •  •  •  A'„  bzw.  g-^jg^j  ■  ■  ■  9„  di©  jeweils 
kleinsten  bzw.  größten  Werte  von  f(x)  in  den  Intervallen 
z/^,  z/.,,  •  •  •  z/^.  Der  Polygoninhalt  J^  ist  eine  Summe  von 
n  Rechtecksinhalten.  Der  Inhalt  des  zu  z/,  gehörigen  Rechtecks 
liegt  zwischen  l\^i  und  g^^^,  der  Inhalt  des  zu  z/g  gehörigen 
Rechtecks  zwischen  A^z/g  und  g^^^j  ^^^• 
Demnach  ist 
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Nach  Satz  3  der  vorigen  Nummer  ist  ferner: 

d.  h.  die  Differenz  der  beiden  Grenzen,  zwischen  denen  -7^  nach 
(1)  liegt,  ist  kleiner  als 

T,z^,  4- h  r,zJ„  =  T,(z/i  H h  ^J  =  t,(X  -  Xq). 

Ist  ferner  K  der  kleinste  und  G  der  gi-ößte  Wert,  den 
f{x)  im  Gesamtintervalle  X  —  Xq  erreicht,  so  ist 

K£l;,     ...K£]c,^xind  g,<G,     ■■■g,£G, 

also  die  untere  Grenze  in  (1 )  größer  als  KiX  —  Xq)  oder 
wenigstens  ebenso  groß  imd  die  obere  Grenze  in  (1)  kleiner 
als  G(X  —  Xq)  oder  höchstens  ebenso  groß. 

Wir  haben  also  zweierlei  erkannt: 

Erstens:  Der  Polygoninhalt  J^  liegt  nach  (1)  zwischen  zwei 
Grenzen 

^1  =  h^l  +  •  •  •  +  A-„z/„,       n  =  ö'l^l   H +  9n^n- 

Diese  Grenzen  sind  die  Summen  aus  den  Produkten  der  be- 
nutzten Teilintervalle  und  der  jeweils  kleinsten  bzw.  größten 
Werte,  die  f(x)  in  den  Teil  Intervallen  annimmt.  Der  Unter- 
schied beider  Grenzen  ist  kleiner  als  r^  {X  —  Xq).  Dabei  be- 
deutet T^  eine  obere  Grenze  für  die 
Schwankungen  von  f(x)  in  den  Teil- 
intervaUen  und  X  —  x^  die  Gesamt- 
länge des  Intervalles,  auf  das  sich  J^ 
bezieht. 


Zweitens:  Die  Grenzen  x^  und  -(. >^<i'^^''^'^<<r'Ä<W//M',%i 


/:C/-*-'„; 


y^,  zwischen  denen  J^  liegt,  sind 
ihrerseits  wieder  in  zwei  Grenzen 
K{X  —  x^  und  G  {X  —  Xq)  ein- 
geschlossen, wobei  K  bzw.  G  den 
kleinsten  bzw.  größten  Wert  vonf{x) 
im  Gesamtintervalle  von  x^  bis  X 
bedeutet. 

Beides  suchen  wir  in  Fig.  2 
zu  veranschaulichen,  worin  wir  ab- 
sichtlich f{x)  durch  eine  stark  oszillierende  Kurve  dargestellt 
haben.  Die  obere  Figur  deutet  J^  selbst  an,  die  untere  die 
Grenzen  x^  und  y^  und  K  {X  —  Xq)  und  G  (X  —  Xq). 

[406 
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Die  soeben  gemachten  Schlüsse  können  wir  nun  mit 
Leichtigkeit  wiederholen,  denn  wenn  wir  die  Intervalle  z/j,  z/g, 
•  •  •  z/„  in  der  oben  festgesetzten  Weise  einzeln  in  Intervalle 
zerlegen,  von  denen  jedes  kürzer  als  6^  ist,  so  tun  wir  mit 
jedem  Intervalle  z/^,  z/g,,  •  •  •  ^„  genau  dasselbe,  was  wir  soeben 
mit  dem  Gesamtintervalle  getan  haben.  Wir  haben  dabei  n 
einzelne  Betrachtungen  anzustellen,  die  sich  auf  die  n  einzelnen 
Intervalle  zJ^,  z/g,  •  •  •  z/^  beziehen.  Der  neue  Polygoninhalt 
f/g  ist  eine  Summe  von  n  einzelnen  Summen  von  Rechtecks- 
inhalten; an  die  Stelle  von  r^  tritt  Tg,  an  die  Stelle  von  X  —  Xq 
jeweils  z/^,  z/g,  ■  •  •  z/„.  Im  Intervalle  zJ-  z.  B.  treten  an  die  Stelle 
von  K(X  —  Xq)    und    G  {X  —  Xq)    die  Werte    l-^J^   und   </.z/,.. 

Wir  finden  also: 

Erstens:  Der  Polygoninhalt  J^  liegt  zwischen  zwei  Grenzen 
^2  und  72.  Diese  Grenzen  sind  die  Summen  aus  den  Produkten 
der  jetzt  benutzten  kürzeren  Teilintervalle  und  der  jeweils 
kleinsten  bzw.  größten  Werte,  die  f(x)  in  diesen  Teilintervallen 
erreicht.     Der  Unterschied  beider  Grenzen  ist  kleiner  als 

TgZ/j   +  TaZ/j  H h  Ts^«  =  "^2  (^1  + H  ^J  =  Tg  (X  —  Xq). 

Dabei    bedeutet    r^    eine   obere   Grenze   für   die   Schwankungen 
von  fix)  in  den  jetzt  benutzten  kleineren  Teilintervallen. 

Ziveiiens:  Die  Grenzen  k^  und  y^,  zwischen  denen  J^  liegt, 
sind  ihrerseits  wieder  in  die  Grenzen 

\^^  +  h^^^  -\ \-  A-„z/„  und  ^^z/^  +  g^^zJ^  -\ \-  g^zf^ 

eingeschlossen.     Dies  aber  sind  die  Grenzen  x^  und  y^,  zwischen 
denen  J^  liegt. 

Dasselbe  Schlußverfahren  können  wir  beliebig  oft,  z.  B. 
insgesamt  m-vaaX  anwenden.   Dann  finden  wir  die  Ungleichungen: 


(2) 


und 


(  3<i  ^  J^i  ^  7], 

-2  ^  ^2  ^  Vi, 


(3) 


72  —  >£2  <  ^2  (^  -  ^o); 


yy. 


<^m(^-  ^o) 


(4j    ^i£^2£  -^^m,   ym<--'£y2£yv 

Dabei  bedeutet  ;x„,  bzw.  y^  die  Summe  aus  den  Produkten  der 
bei  Jj^  benutzten  Teilintervalle  und  der  jeweils  kleinsten  bzw. 
größten  Werte,  die  f{x)  in  diesen  Teilintervallen  erreicht. 
406] 
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Infolge  von  (4)  gelten  die  Ungleichungen  (2)  auch  noch, 
wenn  wir  darin  J-y,  J^,  . . .  J„,_i  sämtlich  durch  J^  ersetzen.  Also 
folgt:  J„,  liegt  zwischen  zwei  Zahlenreihen  x^,  x^,  ...  x^  und 
Ti}  72 j  •  •  •  7m7  ^^^  denen  die  eine  beständig  wächst  und  die 
andere  beständig  abnimmt.  Dabei  ist  jedes  x  kleiner  als  jedes 
y,  weil  (/„,  größer  als  alle  x  und  kleiner  als  alle  y  ist.  Die 
Differenzen  7i  —  J^i,  72  ~  '^aj  •  •  -  ym~  '^m  nehmen  nach  (3)  be- 
ständig ab,  da  dies  Ton  t^,  t^,  ■  .  ■  r^  vorausgesetzt  worden  war. 

Gehen  wir  zur  Grenze  für  lim  m  =  oo  über,  indem  wir 
die  Teilung  ohne  Ende  in  der  angegebenen  Art  fortsetzen,  so 
folgt,  weil  nach  Voraussetzung  lim  x^  =  0  ist,  daß  sich  als 
Grenzwert  von  J^  eine  bestimmte  endliche  Zahl  ergibt,  nämlich 
die  Grenze  zwischen  den  beiden  Zahlenreihen  x^,  x.^,  x^,  .  .  .  und 
Vi,  72;  73;  •  •  •  (^'gl-  Nr.  2). 

407.  Ein  einziger  G-reuzwert  des  Folygoninhaltes. 

Daß  aber  dieser  Nachweis  noch  nicht  hinreicht,  wurde  schon 
zum  Schlüsse  von  Nr.  404  erwähnt.  In  der  Tat  haben  wir  die 
fortgesetzte  Zerlegung  von  JC  —  Xq  in  immer  kleinere  Teil- 
intervalle insofern  nur  in  einer  speziellen  Art  ausgeführt,  als  wir 
jeden  einzelnen  Teil  für  sich  weiterhin  zerkleinert  haben.  Es 
erübrigt  also  noch  der  Nachweis,  daß  wir  stets  zu  demselben 
Grenzwerte  des  Polygoninhaltes  gelangen. 

Da  wir  nach  dem  bisherigen  speziellen  Verfahren  die 
Zerlegungen  beliebig  weit  fortsetzen  können,  so  dürfen  wir  an- 
nehmen:  Es  sei  t  eine  beliebig  kleine  vorgegebene  positive  Zahl, 
so  daß  es  nach  Satz  3  von  Nr.  405  eine  positive  Zahl  6  derart 
gibt,  daß  f{x)  in  jedem  Intervalle,  das  kürzer  als  6  ist,  eine 
Schwankung  kleiner  als  x  hat.  Das  Intervall  von  Xf^  bis  X 
sei  nun  erstens  in  solche  Teile  zerlegt,  die  sämtlich  kürzer  als 
6  sind.  Eine  ziveite  Teilung  desselben  Intervalles  sei  so  be- 
schaffen, daß  jeder  ihrer  Teile  kleiner  als  der  kleinste  Teil  der 
ersten  Teilung  ist,  denn  wir  dürfen  ja  die  zweite  Art  der 
Teilung  nach  der  Betrachtung  der  vorigen  Nummer  beliebig 
weit  verfeinern. 

Zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Teilstellen  der 
ersten  Teilung  liegt  nun  mindestens  eine  Teilstelle  der  zweiten. 
Um  sogleich  den  allgemeinsten  Fall  ins  Auge  zu  fassen,  wollen 

[406,  407 


14  Kap.  I.     Das  Integral. 

wir  annehinen,  daß  x\,  x^,  .  .  .  x^_^  die  Abszissen  der  Teilstellen 
der  ersten  Teilung,  x^',  x^,  ...x',n-\  die  der  Teilstellen  der  zweiten 
Teilung  sein  und  daß  sie  so  aufeiuander  folgen: 

Xq        X-^     .  .  .  X/-        X^        Xr  +  1  ■  •  •  Xr-\-s        ^2         ^r  +  s  +  l        X,„  —  iJi-. 

Die  zu  den  beiden  Teilungen  gehörigen  Polygoninhalte 
J  und  f/'  sind: 

(1)  J-=fix^)  {x,  -  Xo)  +  fe)  (x,-  ^iH  •  •  •  +  fe-i)  (X  -  x„_^\ 

J'  =  fi^o)  (^l'—  ^o)  +  fM  i^2—^l)  H h/'(^m-l)  (X—X,'„-i). 

Nun  ist 

Xr  +  l  Xr  =^   (X-^^  Xj-J  -\-  (^5//--^i  '^Ij } 

^r  +  s  +  l  Xj-  +  s  '^^  (^2  ^/•  +  «j      I      \^r-\-s-\-\  ^2/ 

USW.     Daher  läßt  sich  J'  in  n  Summen   zerlegen: 

(2)  J'  =  ^,  +  Ä2  +  •  •  •  +  5„, 

von  denen  sich  die  erste  auf  das  Intervall  von  x^^  bis  x-^,  die 
zweite  auf  das  von  x^  bis  x.^  usw.,  die  letzte  auf  das  von  x^_]^ 
bis  X  bezieht.  Es  genügt  die  ausführliche  Angabe  der  ersten 
dieser  n  Summen: 

und  des  Anfanges  der  zweiten: 

'S'2  =  fip^'r)  {X'r+i  —  Xi)-\ . 

Weil  die  Schwankung  von  f(x)  im  Intervalle  von  Xq  bis  x^ 
nach  Voraussetzung  kleiner  als  t  ist,  so  unterscheiden  sich 
fi^i)}  •••  fi^r)  "^o^  fi^o)  ^^  weniger  als  t.  Da  alle  Differenzen 
x.^'—  Xq,  . . .  Xi  — x'r  positiv  sind,  so  unterscheidet  sich  also  S^  von 

fM  [(^1'  —  ^0)  +  (^2'  —  ^1)  H \-{^i—  ^r)]  oder  f^x^)  (x^  —  x^^) 

um  weniger  als  t(ä;^  —  Xq).  Analoges  gilt  für  S.2,  S^,  ...  S^. 
Somit  folgt: 

fi^i)  (^2  —  ^1)  -  T  {x^  —  x^)  ^  5*2  ^  /"(a^i)  {x^  —  x^)  +  t  {x^  —  x^), 

/■(^„-i)  (X  -  x„_,)  -r(X-  x„_,)  £  S„ 

£f{^n-i)  (X  -  x^_,)  +  r  {X-x„_,). 
Hieraus  folgt  durch  Addition  nach  (1)  und  (2): 
J-r{X-x^)£J'£J-^x{X-  x^). 
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Da  T  beliebig  klein  gewählt  worden  war^  so  folgt:  Bei 
hinreichend  weit  getriebener  Zerkleinerung  des  Intervalles  X  —  Xq 
haben  J  und  J'  Werte,  die  um  beliebig  wenig  voneinander 
abweichen.  Mit  andern  Worten:  J  und  J'  haben  denselben 
Gremwert. 

Hiermit  ist  der  grundlegende  Satz  gewonnen:  • 
Sut2  4:  Ist  f{x)  eine  in  dem  Intervalle  x^^x  ^X  stetige 
Funktion  von  x,  so  hat  die  Summe: 

f{Xo)  {x^  -  a^o)  +  fM  (^2  -  a;j)  +  •  •  ■  +  /K_  J  (X  -  x^_^), 

***  ^^*'  Xf,<x^<x,<--<  x„_^  <  X 

ist,  einen  von  den  cjeuählten  Zivi  sehen  iverten  x^,  x,^,  •  ■  •  a:„_i  un- 
abhängigen bestimmten  endlichen  Grensivert,  falls  alle  Teilintervalle 

^1  ~  ^07    ^2~^i7    '  '  ' -^  ~  ^n-\   •^**'"   G^ß^^e   N>'<11  streben  und 
dementsjyrechend  ihre  Anzahl  n  über  jede  endliche  Zahl  ivächst. 

Beispiel:  Das  Bild  der 
Funktion  y  =  1 :  a;  ist  eine  gleich- 
seitige Hyperbel,  deren  Asym- 
ptoten die  Koordinatenachsen 
sind.  Eine  Unstetigkeit  tritt 
nur  für  x  =  0  ein.  Wir  wollen 
ein  Intervall  von  Xq=  1  bis  X  >  1  betrachten,  siehe  Fig.  3, 
indem  wir  zwischen  1  und  X  als  Zwischenwerte  die  in  diesem 
Beispiele  besonders  bequemen  Werte 

einschalten,   die  ja   eine  zunehmende  Reihe  bilden.     In  Fig.  3 
ist  n  ^  b  gewählt.     Es  ist  nun  f{x)  =  \  :  x,  also 


f{x^)=f(l)=l,    fM-^~,    /■(^2)  =  ra» 


also  der  Polygoninhalt: 

j  =  i.iyx-i)  +  ^(Vx'-Vx)-i- 

yx 

oder  kürzer:  _         /«/^       -,\ 

J  =  n[yX  —  1). 

Lassen   wir   nun  n  nach  oo  streben,   so  werden  die  Zwischen- 
werte immer  dichter  aneinanderrücken,  und  es  kommt: 


lime7=  hmniVX-  l). 
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Bezeichnen  wir  1  :  n  mit  b,  so  haben  wir 
lim  J  =  lim ■ — , 


und  dieser  Wert  ist  nach  Satz  25,  Xr.  129: 

lim  ./  =  In  X. 

Dies  wird  also  im  vorliegenden  Beispiele  nach  Satz  4  auch  dann 
der  Grenzwert  des  Polygoninhaltes,  wenn  wir  nicht  gerade 
die  obigen,  hier  besonders  bequemen  Zwischen  werte,  sondern 
andere  Zwiscbenwerte  benutzen. 

408.  Eine  Verallgemeinerung.  Der  grundlegende 
Satz  4  läßt  sich  noch  von  einer  zuweilen  lüstigen  Voraussetzung 
befreien.     Bei  der  Bildung  der  Summe 

(1)  J=^f{xo){x^  —  oCo)  +  fM(x2- x^)-\ h  f(3c„_^){X - ä;„_i) 

baben  wir  nämlich  als  Faktoren  der  n  Teilintervalle  x^  —  x^, 
X2  —  x^^,---X  —  ic„_i  die  Ordinaten  /'(Xq),  f{Xj),  •  •  •  f{x„_j)  der 
^«/aw^sabszissen  der  Teilintervalle  benutzt,  vgl.  Fig.  1,   S.  7. 

Wir  wollen  statt  dieser  Ordi- 
naten jetzt  diejenigen  Ordinaten 
benutzen,  die  zu  solchen  Ab- 
szissen x'y,  x'^,  ■  •  •  x'„  gehören, 
von  denen  x[  irgendwie  im  Be- 
reiche von  Xq  h\s,x^,x'^  irgendwie 
im  Bereiche  von  x^  bis  x^  usw., 
j,.    ^  schließlicb  x'^  irgendwie  im  Be- 

reiche von  a;„_i  bis  X  gewählt 
sei.  Siehe  Fig.  4.  Als  Rechteckshöhen  nehmen  wir  also  Ordi- 
naten f{x[),  f{x'^,  •  ■  '  t{x'r,),  die  über  den  betreffenden  Grund- 
linien stehen,  aber  sonst  beliebig  herausgegriffen  werden  dürfen. 
An  die  Stelle  von  J  tritt  nun  die  Summe: 

(2)  J'  =  f{x[ ) {x,  - X,)  +  f{x:_ ){x,-x;)-\----+ 1\4 ){X-x^_;). 

Wir  behaupten,  daß  sie  denselben  Grenzwert  wie  die 
Summe  J  erreicht,  falls  alle  Differenzen  x■^^  —  Xq,  x^  —  x^, 
•  •  •  X  —  ^n-i  nach  Null  streben  und  dementsprechend  die  Anzahl 
n  aller  Differenzen  jeden  endlichen  Wert  überschreitet. 

Es  folgt  dies  sofort  aus  Satz  3  von  Nr.  405.  Denn  danach 
gibt  es,  wenn  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  r  gewählt 
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wird,  stets  eine  positive  Zahl  6  derart,  daß  die  Schwankung 
von  f(x)  in  jedem  der  n  Teilintervalle  kleiner  als  t  ist,  sobald 
man  alle  Teilintervalle  kürzer  als  ö  macht.  Dann  unterscheidet 
sich  folglich  f{x[)  von  /"(a^o)  um  weniger  als  t,  ebenso  /"(a;,^) 
von  fXx^)  usw.,  ebenso  schließlich  auch  f{Xn)  von  /(^„_i). 
Folglich  ist 
\J'  —  J\  <r[(xi  —  Xq)  +  {x2-x^)-\ h (X  —  x„_i)]  =  t(X—XQ), 

und    der    Wert    rechts    weicht    beliebig    wenig    von    Null    ab. 
Also  ist  limJ"  gleich  limj.     Daher: 

Sat2  5:  Bie  in  Satz  4,  Nr.  407,  betracJitete  Summe  he- 
hält  denselben   Grenzwert,  wenn  man  in  ihr  als  Faktoren  von 

nicht  die  Werte  der  Funktion  f(x) 
für  die  Anfangsahszissm  der  leil- 
intervalle,  sondern  die  Werte  der 
Funktion  f(x)  für  irgend  solche 
n  Abszissen  tväJilt,  die  den  n  Inter- 
vallen von  Xq  bis  Xi ,  von  x^ 
bis  X.2,  usw.,  schließlich  von  a;„_i 
bis  X  angehören   und  im  übrigen 

beliebig   angenommen   iverden  dürfen,   z.  B.  auch  als  die  End- 
abszissen x^,  x^,  ■  ■  ■  X  der  Teilintervalle. 

Insbesondere  hat  also  auch  die  in  Fig.  5  dargestellte 
Summe 

(3)    f{x,)ix,  -  X,)  +  fix,)  {x,  -x,)  +  .-.+  fiX)(X  -  x„_,) 
denselben  Grenzwert  wie  die  Summe  (1 ). 

409.  Definition  des  Flächeninhaltes.  Die  elementare 
Planimetrie  definiert  nur  die  Flächen  von  geradlinig  begrenzten 
Stücken  der  Ebene  und  leitet  z.  B.  den  Inhalt  des  Kreises 
dadurch  ab,  daß  der  Kreis  durch  ein  regelmäßiges  umschriebenes 
oder  eingeschriebenes  Vieleck  ersetzt  wird,  dessen  Seitenzahl  nach 
Unendlich  strebt.  Analog,  wenn  auch  nicht  genau  ebenso  ver- 
fahren wir  jetzt,  indem  wir  den  Grenzwert  des  Polygoninhaltes  J 
zur  Definition  des  Flächeninhaltes   benutzen.     Wir  sagen: 

Definition:  Unter  der  Fläche  F,  die  von  dem  Bilde  der 
im  Intervalle  x^  -^  x  <^  X  stetigen  Funktion  y  =  f(x) ,   von  der 
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Äbszissenachse  und  von  den  zu  x^  und  X  gehörigen  Ordinaten  be- 
grenzt wird,  soll  der  Grenzwert 

lim  J  =  lim  ^f{x)Jx 

verstanden  werden.     (Vgl.  Fig.  1,  S.  7). 

Wir  werden  später  die  Gelegenheit  wahmelimen,  zu  zeigen, 
daß  diese  Definition  für  den  Kreis  genau  dieselbe  Inhaltsformel 
liefert,  wie  es  die  elementare  Planimetrie  tut  (siehe  Nr.  411). 
Weil  J  eine  Summe  von  Rechtecksinhalten  ist,  liegt  in 
der  obigen  Definition  zugleich  eine  Vorzeichenbestimmung. 
Wenn  nämlich  f{x)  im  Intervalle  x^  <  x  <  X  teils  positive, 
teils  negative  Werte  annimmt,  so  können  wir  es  stets  so  ein- 
richten, daß  gerade  diejenigen  Werte  von  x,  für  die  f{x)  gleich 
Null  ist,  zu  den  Teüstellen  x^,  x^,  •  •  •  ic„_i  des  Intervalles  ge- 
hören, und  zwar  auch  wiihrend  des  Grenz- 
Z'  übero-anges.  Derienige  Teil  der  Summe 
M+%,  i\        lim  J ,  der  sich  dann  auf  ein  solches  Stück 

'im'a'/Mk^^^^^fi^  ».    ^jgg    Gesamtintervalles    bezieht,    zu    dem 
^^       !        lauter   negative  Werte  von  fix)   gehören, 
.^.    ,  ist    alsdann    negativ,    da   die    Grundlinien 

Flg.  6.  O  ^ 

der    betrefienden    Rechtecke    positiv    und 
ihre   Höhen   negativ   sind.     Auf  Grund  unserer  Definition  sind 
daher  Fläciienstücke  oherhalh  hziv.  unterhalb  der  x- Achse  positiv 
bzw.  negativ  zu  rechnen.     Siehe  Fig.  6. 
Wir  haben  bei  der  Bildung  von 

(1 )       J=  f{x,)  (X,  -  ^o)  +  fM  (^2  -  ^l)  +  •  •  •  +  fi^n-l)  (^  -  ^n-l) 

einen  Summationsprozeß  ausgeführt,  indem  wir  die  Abszisse 
von  Xq  an  nach  und  nach  um  lauter  positive  Stücke  x^  —  Xf^, 
^2  ~  ^i;  •  •  X  —  a;„_i  bis  X^  Xq  wachsen  ließen,  d.  h.  wir 
haben  mit  wachsenden   Werten  von  x  summiert. 

Wir  können  auch  mit  abnehmenden  Werten  von  x  summieren. 
Dies  geschieht,  indem  wir  in  (1)  die  Glieder  der  zunehmenden 
Reihe  r      r      r      •  •  .  r  X 

durch  die  entsprechenden  Glieder  der  abnehmenden  Reihe 

ersetzen,  wodurch  die  Summe 

(2)J'=f{X){x„_,-X)+flx„_,Xx,_,-x,_,)  +  -+f(x,){x,-x^, 
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hervorgeht,  in  der  alle  Differenzen  x^_j^  —  X,  x^_^—x^_^^ 
'  •  ■  Xq  —  x^  negativ  sind.     Nun  ist  aber 

und  dies  ist  die  in  voriger  Nummer  mit  (3)  bezeichnete  Summe, 
von  der  wir  wissen,  daß  sie  denselben  Grenzwert  wie  J  hat. 
Also  ist  limJ"=-limJ 

oder  in  symbolischer  Schreibweise: 

(3)  lim^/"(a;)z/a;  =  —  lim^/'(ic)z/a:. 

Dies  leuchtet  auch  geometrisch  ein,  denn  in  der  Summe 
(2)  treten  Rechtecksinhalte  auf,  deren  Grundlinien  sämtlich 
negativ  sind. 

Die  vorhin  angegebene  Vorzeichenregel  wird  daher  jetzt 
die  umgekehrte:  Wenn  die  Stimmation  mit  abnehmenden  Werten 
von  X  ausgeführt  wird,  so  sind  Flächenstücke  oberhalb  bzw.  unter- 
halb der  X- Achsen  negativ  bztv.  positiv. 

410.  Das  bestimmte  Integral  als  Grenzwert  einer 
Summe.  Um  uds  die  Möglichkeit  offen  zu  lassen,  vorwärts 
oder  rückwärts  zu  summieren,  wollen  wir  nunmehr  annehmen, 
daß  f{x)  in  einem  gewissen  Intervalle  Ä  <C  x  <C  B  stetig  sei, 
und  die  Summation  über  irgend  ein  Stück  dieses  Intervalles 
in  positiver  oder  negativer  Richtung  ausführen.  Wir  wollen 
uns  aber  jetzt  nicht  mehr  wie  bisher  vorstellen,  daß  die  Anfangs- 
und Endabszisse  Xq  und  X  bestimmt  gewählt  seien.  Vielmehr 
nehmen  wir  nur  die  Abszisse  x^^,  bei  der  wir  beginnen,  be- 
stimmt gewählt  an  innerhalb  des  Bereiches  Ä  <^  Xq  <C  B, 
während  die  Abszisse,  bis  zu  der  wir  die  Summation  fortsetzen, 
noch  veränderlich  sem  möge,  also  irgend  einen  Wert  X  im 
Bereiche  A<iX<iB  haben  soll.  Es  kann  dabei  X  sowohl 
größer  als  auch  kleiner  als  x^  sein.  Die  zugehörige  Summe: 
J-f{^o)  (^1  -  ^o)  +  fM(^2  -  a^i)  +  •  •  •  +  f(x„_,){X  -x„_^) 
oder  X 

J=  ^f{x)zlx 

hat  alsdann  einen  Grenzwert  limj",  der  mit  X  veränderlich 
ist.     Da   er  für  jede  Endabszisse  X  im  Bereiche  Ä  <C  X  <,  B 
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bestimmt  und  endlicli  ist,  weil  f{x)  in  diesem  Bereiche  überall 
stetig  vorausgesetzt  wird,  so  heißt  dies:  Der  GrenzweH  litnJ 
ist  eine  Funktion  der  Endabszisse  X  im  ganzen  Intervalle 
A  <.  X  <i  B.  Wir  drücken  diesen  Grenzwert  daher  durch  ein 
Funktionszeichen  F{X)  aus: 

(1)  F(X)  =  \im^f(x)^x. 


Es  soll  nun  gezeigt  werden,  daß  diese  Funktion  stetig  und 
dijferenzierhar  ist.  Wir  wählen  zu  diesem  Zwecke  irgend  einen 
positiven  oder  negativen  Zuwachs  h  der  Endabszisse  X  derart, 
daß  auch  X  +  A  dem  Bereiche  von  A  bis  B  angehört.  Als- 
dann ist 

(2)  F{X  +  h)  =  lim  ^f(x)^x. 

Ist  h  >  0,  so  ist  das  Summationsintervall  von  (2)  um  h  länger 
als  das  von  (1),  also 

X  X+h 

F{X  +  h)  =  lim  2f{x)/lx  +  lim  ^t\x)^x, 

Xa  X 

SO  daß  hieraus  und  aus  (1)  folgt: 

x+h 

(3)  F(Xi-h)-F{X:)  =  \im^f{x)^x  (/i  >  0). 

X 

Ist  /i  <  0  und  etwa  gleich  —  h',  so  daß  /i'>  0  ist,  so  ist  da- 
gegen das  Summationsintervall  von  (1)  um  Ji'  länger  als  das 
von  (2),  also 

X  —  h'  X 

F{X)=]im  ^f{x)zJx+]im  ^f(x)zix. 

Xo  x  —  h' 

Von  (2),  worin  Ji  durch  —  li'  zu.  ersetzen  ist,  ziehen  wir  diesen  Wert 
ab  und  erhalten  so: 

X 

(4)  F{X  -  h')  -  F{X)  =  -  lim  ^f(x)z]x        Qi  >  0). 

x  —  h' 

In  den  beiden  in  (3)  und  (4)  rechts  stehenden  Summen 
sind  alle  Differenzen  zJx  positiv.  Ist  nun  h  der  kleinste,  g 
der  größte  Wert,  den  f{x)  im  Intervalle  von  X  bis  X  +  h  er- 
reicht, dessen  Länge  h  ist,  so  folgt 

X-\-h 

Ich  ^  2f{x)  Jx  ^  gli. 

X 
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Ebenso   folgt,  wenn  Ic'  der  kleinste  und  g'   der  größte  Wert 
ist,  den  f{x)  im  Intervalle  von  X  —  h'  bis  X  erreicht: 


X 

X  —  h 


k'h'  ^2f{x)^x^(j'¥. 


Wir  wissen,  daß  diese  Ungleichungen  auch  für  die  Grenzwerte  der 
Summen  gelten,  vgl.  Nr.  406.  Demnach  folgt  aus  (3)  und  (4) 
durch  Division  mit  h  bzw.  —  h': 

Gehen  wir  jetzt  zur  Grenze  für  lim  A  =  0  oder  lim  /i'  =  0  über, 
so  steht  in  den  Mitten  dieser  beiden  Ungleichungen  nach  Nr.  27 
die  Ableitung  F'(X)  von  F(X).  Bei  diesen  Grenzübergängen 
rücken  Je  und  g  und  ebenso  Je'  und  g'  in  f{X)  zusammen,  weil 
f{x)  stetig  ist,  so  daß  folgt: 

(5)  '^--/■(X). 

Die  Funktion  F(X)  hat  daher  im  Bereiche  Ä  <C  X  <  B 
überall  die  bestimmte  endliche  Ableitung  f{X)  und  ist  demnach 
auch  daselbst  überall  stetig,  nach  Satz  1,  Nr.  27.  Die  Formel 
(5)  zeigt,  daß  F(X)  ein  Integral  von  f(X)  ist.  Nach  Nr.  400 
hat  aber  f(X),  wenn  überhaupt  ein  Integral  existiert,  deren 
unzählig  viele,  die  aus  diesem  einen  durch  Addition  willkür- 
licher Konstanten  hervorgehen.  Nach  der  Definition  (1)  von 
F{X)  ist  die  Funktion  F(X)  insbesondere  dasjenige  Integral, 
das  für  X  =  Xq  verschwindet.  Denn  wenn  der  obere  Index  X 
der  Summe  in  (1)  gleich  dem  unteren  Index  x^  ist,  so  ist  das 
Intervall,  auf  das  sich  die  Summe  bezieht,  gleich  Null. 

Satz  6:  Ist  f{X)  eine  im  Intervalle  A  <i  X  <  B  stetige 
FunJction  von  X,  so  Jiat  sie  in  dem  Intervalle  überall  Integrale 
und  insbesondere  ein  Integral,  das  an  einer  bestimmt  gcwäJdten 
Stelle  Xq  im  Intervalle  gleicJi  Null  ist.  Dies  Integral  ist  überall 
im  Intervalle  A  <C  X  <C  B  stetig  und  Jmnn  definiert  werden 
als  der  Grenzwert  einer  Summe 

[410 
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in  der  x^,  x^,  x^,  x^,  •••^„_i;  x^  eine  im  Falle  X'^  Xq  zu- 
nehmende und  im  Falle  X  <  Xq  abnehmende  Reihe  von  im 
übrigen  tvillkürlichen  Zwischenwerten  zivischen  x^  und  X  bedeuten. 
Unter  dem  Grenziverte  dieser  Summe  ist  derjenige  Wert  ver- 
standen, der  hervorgeht,  wenn  alle  n  Differenzen  x^  —  Xq,  x^  —  x^, 
...  X  —  x^_■^^  nacJo  Null  streben  und  dementsprechend  ihre  Anzahl 
n  über  jede  endliche  Zahl  ivächst. 

Nun  wird  aucli  das  in  Nr. 401  eingeführte  Integralzeichen/ 
verständlich.     Um  nämlich  anzudeuten,  daß 

X 

F{X)  =  lim^f(x)^x 

ist,  d.  h.  daß  der  Grenzwert  einer  Summe  gebildet  werden  soll, 
ersetzt  man  nach  Leibniz  die  Zeichen  lim  H  durch  das  Summen- 
zeichen f.  Um  ferner  anzudeuten,  daß  alle  Differenzen  zJx 
nach  Null  streben,  zieht  man  es  voi-,  das  Differentialzeichen  dx 
statt  z/a;  anzuwenden,  so  daß  sich  diese  Darstellung  ergibt: 

X 

(6)  F{X)  =Jf(x)dx, 

gelesen:  Integral  von  fix),  von  der  unteren  Grenze  Xq  bis  zur 
oberen  Grenze  X  erstreckt.  Da  die  untere  Grenze  Xq  bestimmt 
gewählt  ist,  nennt  mau  dies  Integral  insbesondere  ein  bestimmtes 
Integral.  Es  ist  dies  nämlich  dasjenige  Integral,  das  gleich 
Null  ist,  sobald  X  gleich  der  unteren  Grenze  Xq  gewählt  wird. 
Der  Name  Integral  rührt  daher,  daß  Leibniz  den  Grenzwert 
der  Summe  als  functio  integralis  oder  Gesamtfunktion  im  Gegen- 
satze zu  den  nach  Null  strebenden  Summanden  fix)  dx  bezeichnete. 

Wir  erinnern  noch  einmal  daran,  daß  die  obere  Grenze  X 
des  Integrals  sehr  wohl  kleiner  als  die  untere  Grenze  Xq  sein 
kann. 

Häufig  bezeichnet  man  die  obere  Grenze  X,  die  ja  die 
unabhängige  Veränderliche  der  Integralfunktion  ist,  mit  dem 
sonst  für  die  unabhängige  Veränderliche  gebräuchlichen  Buch- 
staben x:  X 

(T)  F{x)  =Jf{x)dx. 
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Aber  man  darf  dabei  nicht  außer  acht  lassen,  daß  hier  x  in 
ziveierJei  Bedeutung  auftritt.  Denn  die  obere  Grenze  x  ist  der 
Endwert,  zu  dem  die  Veränderliche  x  bei  der  ausgeführt  ge- 
dachten Surumation  gelangt,  indem  sie  vom  Werte  Xq  um  lauter 
solche  Größen,  die  einzeln  nach  Null  streben,  Schritt  für  Schritt 
wächst  oder  abnimmt,  bis  sie  schließlich  den  Endwert  x,  nämlich 
den  Wert  der  oberen  Grenze,  eiTeicht  hat. 

Die  Schreibweise  (7)  ist  deshalb  bequemer,  weil  nach  (5) 

^^^=f(x),     also  dF(x)  =  f{x)dx 

ist,  so  daß  in  (7)  unter  dem  Integralzeichen  gerade  das  Differential 
von  F{x)  steht,  wenn  wir  dx  wirklich  als  das  Differential  der 
oberen  Grenze  x  auffassen. 

411.    Anwendungen    auf   Flächenmessungen.      Die 

Ausmessung  von  ebenen  Flächenstücken  heißt  Quadratur,  weil 
man,  sobald  eine  Fläche  ausgemessen  worden  ist,  ein  Quadrat 
konstruieren  kann,  das  denselben  Inhalt  hat.  Es  gilt  nun 
nach  Nr.  409  der 

Satz  7 :  Ist  f(x)  im  Intervalle  A  <.x  <,B  eine  stetige 
Fmiktion  von  x  und  sind  Xq  und  X  irgend  zivei  Werte  von  x 
im  Intervalle,  so  ist  die  Fläche,  die  zwischen  detn  Bilde  der 
Fmiktion  y  =  f{x) ,  der  Ahszissenachse  und  den  zu  Xq  und  X 
gehörigen  Ordinaten  liegt,  gleich  dem  bestimmten  Integrale 

X 

)dx. 


ff{xy 


Ist  dabei  X^  Xq,  so  sind  Flächenteile,  die  oberhalb  bzw. 
unterhalb  der  Abszissenachse  liegen,  positiv  bzw.  negativ;  ist 
X  <C  Xq,  so  gilt  das  UmgekehHe. 

Man  erinnere  sich  nämlich  an  die  beiden  in  Nr.  409  ge- 
wonnenen Vorzeichenregeln. 

Ehe  wir  diesen  Satz  auf  einige  Beispiele  anwenden,  weisen 
wir  auf  Nr.  400  und  insbesondere  auf  den  Satz  2  zurück.  Er 
zeigt:  Um  das  bestimmte  Integral 

X 

(1)  ff(x)dx 
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zu  berechnen,  suche  man  zunächst  das  unhestimmte  Integral 

f{x)dx 


I> 


zu  finden,  d.  h.  irgend  eine  Funktion  0(x)  zu  berechnen, 
deren  Ableitung  gleich  f(x)  ist.  Alsdann  ist,  da  das  Integral 
(1)  für  X  =  Xq  verschwindet,  das  bestimmte  Integral: 


(2) 


J  f{x)dx=0(X)-^(x,). 


Man  schreibt  hierfür  auch  zur  Abkürzung: 

X 

(3) 


ff(x)dx  =  [^(x)], 


indem  die  rechte  Seite  so  zu  bilden  ist:  Von  dem  Werte  von 
0{x)  für  die  obere  Grenze  X  soll  ihr  Wert  für  die  untere 
Grenze  Xq  abgezogen  werden. 

1.  Beispiel:  Die   Fläche,   die  zwischen   der  gleichseitigen 
Hyperbel  y  =  1  :  x,  der  Abszissenachse,  der  zu  Xq=  1  und  der 

zu  einem  beliebigen  positiven  X  ge- 
hörigen Ordinate  liegt,  ist  gleich 

X 

dx 

X 


X 

ß 


Nun  ist  \nx  eine  Funktion,  deren  Ab- 
leitung 1  :x  ist.   Also  folgt  nach  (3): 

h 


[Ina;]  =lnX-lnl  =  lnZ. 


Fig.  7. 


Vgl.  Nr.  221  und  das  Beispiel  in 
Nr.  407.  Ist  X>1,  so  stellt  In  X  nach  der  in  Satz  7  ge- 
gebenen Vorzeichenregel  die  Fläche  mit  Pluszeichen  dar,  siehe 
Fig.  7.  Lassen  wir  X  bis  1  abnehmen,  so  wird  die  Fläche 
zu  Null.  Wird  X<1,  so  wird  die  Fläche  negativ,  da  dann 
von  1  bis  X  mit  abnehmender  Abszisse  integriert  wird.  Für 
X  =  0  ist  die  vorgelegte  Funktion  1  :  x  unstetig.  Also  muß 
411] 
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X  >  0   angenommen   werden.     Nun  ist  aber  auch  nach  (2)  in 
Nr.  402: 

I  -    =hi(—  x)  -\-  konst. 

für  a:  <  0.     Demnach  ist 

X 

f~  =  [In  (-  x)f^^  ln(-  X)  -  In  1  =  ln(-  X) 
-1 
die  Fläche  der  Hyperbel  von  der 
zvL  Xq  =  —  1  gehörigen  Ordinate  an 
bis  zur  Ordinate  einer  beliebigen 
negativen  Abszisse  X.  Ist  dabei 
X  >  —  1  und  <  0,  so  ist  die  Fläche 
negativ,  da  sie  unterhalb  der  a;-Achse 
liegt  und  da  im  Sinne  wachsender 
Abszissen  integriert  wird.  Ist  da- 
gegen X  <  —  1,  so  ist  die  Fläche 
positiv  (siehe  Fig.  8). 

^.  Beispiel:   Bei   der  Sinus- 
linie y  =  sin  X  tritt  nirgends  eine  Unstetigkeit  ein.     Die  von 
X  =  0  bis  zu  einem  beliebigen  X  gerechnete  Fläche  ist  hier 

X 

sin  xdx 


Fig.  8. 


A 


oder  nach  (3)  in  Nr.  402: 


A 

ß 


sin  xdx  =  [—  cos  x]   =  —  cos  X  -f  cos  0  =  1—  cos  X. 


Ist  X>0,  aber 
<  jr,  so  ist  die 
Fläche  positiv, 
siehe  Fig.  9,  da 
im  Sinne  wach- 
sender Abszissen 
integriert  wird  und 
die  Fläche  oberhalb  der  :?;■- Achse  liegt.  Für  X  =  n  ergibt  sich 
die  Fläche  2.  Der  Inhalt  des  ersten  Wellenberges  der  Sinuslinie 
ist  also  doppelt  so  groß  wie  der  des  eingezeichneten  Quadrates. 

[411 
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Lassen  wir  X  von  %  an  weiter  wachsen,  so  nimmt  cos  X  von 
—  1  an  zu,  so  daß  1  —  cos  X  abnimmt.  Daß  die  Fläche  ab- 
nimmt, erklärt  sich  daraus,  daß  jetzt  ein  negatives,  nämlich 
unterhalb  der  Abszissenachse  gelegenes  Flächenstück  hinzutritt. 
Für  X  =  2;r  ergibt  sich  sogar  die  Fläche  Null;  in  der  Tat: 
Wellenberg  und  Wellental  haben  denselben  Inhalt,  aber  die 
Inhalte  treten  mit  verschiedenen  Vorzeichen  auf. 

3.  Beispiel:  In  Nr.  409  hoben  wir  hervor,  daß  noch  be- 
wiesen werden  muß,  daß  die  dort  gegebene  Definition  der 
Fläche  insbesondere  für  den  Kreis  die 
aus  der  elementaren  Planimetrie  bekannte 
Formel  liefert.  Dies  soll  hier  geschehen. 
Betrachten  wir  den  in  Fig.  10  gezeichneten 
Viertelkreis  vom  Radius  Eins  und  dasjenige 
Flächenstück,  das  zwischen  dem  Kreisbogen, 
der  Abszissenachse,  der  Ordinatenachse  und 
der  zur  Abszisse  x  gehörigen  Ordinate 
y  =  ]/l  —  x^  gehört.  Es  besteht  aus  einem 
Dreiecke  von  der  Grundlinie  x  und  der  Höhe  yi  —  x^  und  aus 
einem  Kreissektor,  dessen  Zentriwinkel  gleich  QXQi^(x:y)  oder 
arc  tg  {x  :  Yi  —  x^)  ist.  Also  ist  der  Inhalt  des  Flächenstückes 
nach  den  Lehrsätzen  der  Planimetrie  gleich 

-a?]/!  —  x^  +  -  arc  tg 


Fig.  10. 


Vi-. 


Andererseits  sibt  der  Satz  7  für  diese  Fläche,  da  die  Ordinate 
y  =  yi  _a;2   ist,  den  Wert: 


X 


x^dx. 


Soll  beides  übereinstimmen,  so  muß  also: 

X 

(4)  /  yi  —  x^dx  =  ^xYl  —  x^  -Y  -^  arc  tg 


yrr^ 


sein.  Die  Wurzel  ist  positiv,  und  der  Ärkus  liegt  zwischen  0 
und  -7t.  Daß  die  Formel  (4)  in  der  Tat  stimmt,  erkennt  man 
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durch  die  Probe:  Die  rechte  Seite  gibt  differenziert  gerade 
yi  —  x^ .  Außerdem  ist  die  rechte  Seite  für  ;r  =  0  auch  gleich 
Null.  Daher  ist  die  Formel  (4)  richtig.  Mithin  gibt  unsere 
Definition  der  Fläche  in  Nr.  409  für  den  Kreissektor  genau 
denselben  Wert  wie  die  elementare  Planimetrie.  Insbesondere 
gibt  (4)  für  X  =-\  die  Fläche  des  Viertelkreises: 

1 
(5)  I  }/l  —  x^  dx=  ^^iirc  tg  oo  =  —  • 

0 

412.  Sätze  über  bestimmte  Integrale.  Die  Formel  (3) 
von  Nr.  409  können  wir,  nachdem  wir  in  Nr.  410  den  Begriff 
des  bestimmten  Integrals  eingeführt  haben,  nunmehr  durch  den 
folgenden  Satz  wiedergeben: 

.    Satz  8:  Vertauscht  man  die  Grenzen  eines  bestimmten  Integrals, 
so  ändert  der  Wert  des  Integrals  nur  das  Vorzeichen,  in  Formel: 


3-0  -i 

1  f(x)  dx  =  —  I  f(x)  dx 


Für  X  =  Xq  folgt  hieraus  insbesondere  wieder  die  Tat- 
sache, daß  ein  bestimmtes  Integral  gleich  Null  ist,  sobald  beide 
Grenzen  denselben  Wert  haben. 

Sind  Xq,  x^,  X  Werte  von  x  in  einem  solchen  Intervalle, 
in  dem  f{x)  überall  stetig  ist,  so  ist  für  die  in  Nr.  404  be- 
trachtete Summe,  falls  x^  zwischen  Xq  und   X  liegt: 

Xi  XX 

^f(x)ztx  -\-^f(x)zix  =2f{x)^x, 

Xg  «i  aSj 

da  wir  ja  bei  der  rechts  stehenden  Summe  einen  der  Zwischen- 
werte gerade  an  die  Stelle  x^  legen  können.  Beim  Grenzüber- 
gange folgt  hieraus  für  Xq  <C  x^  <i  X: 

Xi  X  X 

(1)  ff{x)dx-\-  ff{x)dx=^   rf(x)dx. 

^0  *^l  ^o 

Wir  behaupten  aber,  daß  diese  Formel  auch  dann  gilt, 
wenn  x^   nicht  zwischen  Xq  und  X  liegt.     Denn  wenn  wir  die 
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Annahme  Xq  <.  Xi  <  X  beibehalten,  so  daß  (1)  richtig  ist,  so 
folgt  aus  (1): 

Xi  X  X 

l'f(x)dx==  ff{x)dx-  ff{x)dx 

X„  Xo  Xi 

oder,  wenn  wir  die  Grenzen  x^  und  X  des  letzten  Integrals 
vertauschen,  also  nach  Satz  8  das  Minuszeichen  zugleich  durch 
das  Pluszeichen  ersetzen  und  alsdann  beide  Seiten  der  Gleichung 
vertauschen : 

X  Ti  Xi 

I  f{x)dx -i-  I  f{x)dx  =   I  f(x)dx. 

Xo  X  Xo 

Diese  Gleichung  hat  wieder  die  Form  der  Gleichung  (1), 
aber  die  Grenzen,  die  in  (1)  die  Reihenfolge  x^^,  x^,  X  hatten, 
haben  jetzt  die  Reihenfolge  x^,  X,  x^,  und  X  liegt  nach 
Voraussetzung  nicht  zwischen  Xq  und  Xj^.     Daher  gilt 

Sat^  9:  Es  ist 

Xi  X  X 

I  f(x)dx  -f   I  f(x)dx  =  I  f(x)dx. 

a^o  Xi  Xq 

Nach  Satz  7  in  voriger  Nummer  leuchtet  dies  sofort  ein, 
da  wir  die  von  Xq  bis  x^  erstreckte  Fläche  und  die  von  x.^  bis 
X  erstreckte  Fläche  zu  der  von  x^  bis  X  erstreckten  Fläche 
summieren  können  und  zwar  auch,  wenn  x^  nicht  zwischen  Xq 
und  X  liegt,  sobald  wir  nur  die  Vorzeichenregeln  des  Satzes  7 
beachten. 

Augenscheinlich  können  wir  den  Satz  9  so  verallgemeinem: 

Satz  10:  Es  ist 

a-j  a-j  XX 

jf{x)dx  +  lfix)dx  +  •  •  •  +  Cf{x)dx  =  jf(x)dx. 

Xo  Xi  ^n— I  ■'"o 

In  Nr.  406  sahen  wir,  daß  die  dort  mit  J^  bezeichnete 
Summe  x 

^f(x)  dijc 

Xo 

zwischen  K(X  —  x^  und  GiX — x^)  liegt,  falls  X'^Xq  ist  und 
K  den  kleinsten,  G  den  größten  Wert  von  f{x)  im  Intervalle 
412] 
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Xff<x<X  bezeichnet.  Auch  sahen  wir,  daß  dasselbe  für  den 
Grenzwert  der  Summe  J^  gilt.     Daraus  folgt  nach  Nr.  410: 

(2)  K{X  -  o^o)  £  ff{x) dx£G{K-  <)  für  X  >  x^. 

Ist  dagegen  X  <  x^,  so  folgt  ebenso  für  das  von  X  bis  Xq 
erstreckte  Integral: 

x„ 

K{x^  -  X)  ^  Cf{x)dx  '£  G{xo  -  X) 

X 

oder  nach  Satz  8: 

X 

(3)  K{x^  -  X)£-  ff{x)dx  £  G{Xo  -  X)  für  X  <  x^ 

Dividieren  wir  (2)  durch  die  positive  Größe  X  —  Xq  und  (3) 
durch  die  positive  Größe  Xq  —  X,  so  ergeben  beide  Formeln 
denselben 

Sat^  11:  Ist  f{x)  eine  im  Intervalle  von  Xq  his  X  stetige 
Fimltion  und  ist  K  der  kleinste  und  G  der  größte  Wert  von  f{x) 
hl  dem  Intervalle,  so  ist  stets,  oh  nun  Xq<.X  oder  a:^  >  X  ist: 

X 

■To 

Da  das  betrachtete  Integral  nach  Satz  10  in  eine  Summe 
von  einzelnen  Integralen  zerlegt  werden  kann,  erstreckt  über 
Teilintervalle,  so  kann  man  hiernach  auch  die  einzelnen  Sum- 
manden in  Grenzen  einschließen,  wobei  X  und  G  jeweils  durch 
den  kleinsten  und  größten  Wert  von  f{x)  in  dem  betreffenden 
Teilintervalle  zu  ersetzen  sind.  Infolge  davon  läßt  sich  dann 
auch  das  Gesamt  integral  in  engere  Grenzen  einschließen,  als  es 
durch  den  Satz  11  geschieht.  Dies  ist  bei  manchen  Ab- 
schätzungen von  Integral  werten  nützlich.  Übrigens  haben  wir 
die  soeben  angedeuteten  Ungleichungen  schon  in  Nr.  406  unter 
(2)  aufgestellt,  denn  jene  Formeln  (2)  gelten  ja,  wie  wir  sahen, 
auch  für  den  Grenzwert  der  Summen  e/j,  J^,  .  .  .,  J^^,  d.  h.  für 
das  Integral. 
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Ist  insbesondere  f(x)  im  Intervalle  von  x^  bis  X  stets 
positiv,  so  gilt  dies  auch  von  dem  kleinsten  Werte  K  von  f(x). 
Ist  überdies   X  >  Xq,  so  folgt  aus  Satz   1 1 : 

Satz  12:  Ist  fix)  eine  im  Intervalle  x^^x  -^  X  iiberall 
positive  stetige  FiinMion  von  x,  so  ist 

X 

f{x)dx>Q. 


ß 


Nach  Satz  7  der  vorigen  Nummer  leuchtet  dieser  Satz 
geometrisch  sofort  ein. 

§  3.   Integrationsmetlioden. 

413.  Integfration  einer  Summe.  Der  Satz  6  von 
Nr.  410  lehrt,  daß  eine  Funktion  f(x)  in  einem  solchen  Inter- 
valle, in  dem  sie  stetig  ist,  auch  stetige  Integrale  hat.  Wir 
wollen  mm  Methoden  entwickeln,  die  zur  Berechnung  von 
Integralen  dienen,  und  dabei  immer  voraussetzen,  daß  die  zu 
integrierenden  Funktionen  in  den  Integrationsintervallen  überall 
stetig  seien. 

Da  das  Differenzieren  und  Integrieren  inverse  Operationen 
sind  (siehe  Nr.  401),  so  ist  es  leicht,  aus  gewissen  Differen- 
tiationsregeln Integratiousregeln  abzuleiten.  Man  hat  dabei 
den  Umstand  zu  benutzen,  daß  sich  zwei  Funktionen,  deren 
Ableitungen  übereinstimmen,  nur  um  eine  additive  Konstante 
unterscheiden  können,  nach  Satz  8,  Nr.  29.  Solange  man  nur 
unbestimmte  Integrale  benutzt,  ist  diese  additive  Konstante 
ohne  Belang,  da  es  ja  im  Begriffe  des  unbestimmten  Integrals 
liesft,  daß  es  mit  einer  willkürlichen  additiven  Konstante  ver- 
sehen  ist.  Wir  dürfen  daher  im  folgenden  diese  Konstanten 
beiseite  lassen. 

Das  Intescral 


/  (i(j   ±  Mg  ±  •  *  •  ±  ^n)  ^^ 


einer  algebraischen  Summe  von  n  Funktionen  u^^,  u^,  ■  ■  ■  u„  hat 
zur  Ableitung   diese  Summe   selbst.     Nun  hat  andererseits  die 

Summe:  n  f*  r 

I  u^dx  ±  I  Mg dx  +  •  •  ■  ±:  I  u^dx 
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ebenfalls  die  Ableitung  m^  +  Wo  +  •  •  •  +  u„,  da  diese  Summe 
gliedweise  differenziert  werden  darf,  nach  Satz  12,  Nr.  34. 
Mithin  folgt: 

Sat2  13:  Bas  Integral  einer  algehraisclien  Summe  ist  gleich 
der  algebraischen  Summe  der  Integrale  der  Summanden,  in 
Formel: 

I  (i«i  +  i<2  +  •  •  •  ±  Uj^)dx  =  /  u-i^dx  +  /  u^dx  +  •■•  +  /  u^dx. 

Eine  Summe  darf  also  gliedweise  integriert  werden. 

Handelt  es  sich  um  das  von  Xq  bis  x  erstreckte  be- 
stimmte Integral  der  Summe,  so  muß  allerdings  auf  die  additive 
Konstante  Rücksicht  genommen  werden.     Es  kommt  dann: 

I  {ui  +  ^2  ±  •  •  •  ±  ^O dx  =  \    I  ?<i dx  +  I  i<2 dx  ••■  ±  I  M„ de 

wenn  wir  uns  der  in  Nr.  411  eingeführten  abgekürzten  Be- 
zeichnung bedienen.    Nun  ist  aber 


[/ 


u,dx 


dasjenige  Integral  von  m-,  das  für  x  =  Xq  den  Wert  NuU  hat, 
also  gleich 

U;dx. 


ß 


Wir  erkennen  also,    daß   die  Formel  für  bestimmte  Integrale 
gilt: 

X  XXX 

(1)    /  (ui  ± ^2  ±  •  •  •  ±  ^O dx  =-  I  u^dx  +  I  u^dx:^'-  ■  +  j  u^dx. 

Eine  einfache,  aber  wichtige  Anwendung  hiervon  ist 
folgende:  Es  seien  u  und  v  zwei  im  Intervalle  Xq^x^X 
stetige  Funktionen  von  x.  Für  jeden  Wert  von  x  im  Inter- 
valle sei  außerdem  u  ^  v.  Alsdann  ist  die  Funktion  v  —  ii 
im  ganzen  Intervalle  positiv.  Nach  Satz  12  von  Nr.  412  ist 
folglich  X 

I  {v  —  u)dx^  0. 
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Hieraus  aber  folgt  nach  (i): 


I  vdx  —  I  tidx^O , 


so  daß  sich  ergibt: 

Sa  tz  14 :  Ist  u  {x)  ^  v  (x)  für  jedes  x  im  Intervalle  Xq^x  ^X, 
so  ist  auch:  ^  ^ 


I  u(x)dx  ^  j  v{x)dx. 


Dieser  Satz  gestattet  uns  oft,  die  Werte  von  bestimmten 

Integralen  abzuschätzen. 

Beispiel:  Für  0  ^  a;  ^  |-  und  «  >  2  ist  für  die  positiven 

Quadratwurzeln  . 

1  <  < 


so  daß  sich  ergibt 

LI  1 

//•      dx  f*     dx 

0  0  0 

Das  erste  Integral  hat  den  Wert  j,  das  letzte  nach  (4) 
in  Nr.  402  den  Wert  arc  sin  j  —  arc  sin  0,  wobei  die  Arkus 
zwischen  — l:i  und  +^71  liegen,  also  den  Wert  ^7t.  Daher 
folgt,  daß  der  Wert  des  bestimmten  Integrals 


/> 


dx 


Vi  -  x" 

0 

für    w  >  2    und   positives   Wurzelzeichen   zwischen  j   und    ^tc, 
d.  h.  zwischen  0,5  und  0,524  liegt. 

414.  Konstante  Faktoren   der  Integrale.     In   dem 
Integrale  /^ 

/  audx 

sei  a  ein  J:onstanter  Faktor  des  Integranden.    Die  Ableitung  des 
Integrals  ist  au.     Nach  Satz  13,  Nr.  35,  hat 


«/, 


udx 


ebenfalls  die  Ableitung  an.     Daher  folgt: 
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Sat2  15:  Das  Integral  eines  Froduktes  aus  einer  Konstanten 
und  einer  Fmiktion  ist  gleich  dem  mit  der  Konstanten  nmltipli- 
zierten  Integrale  der  FunJdion.  in  Formel: 

I  audx  =  a  I  udx  für  a  =  J:onst. 

Handelt  es  sich  um  das  bestimmte  Integral  von  Xq  bis  x, 
also  um  dasjenige,  das  für  x  =  Xq  verschwindet,  so  ist  die 
Formel  nur  dann  richtig,  wenn  auch  die  rechte  Seite  für 
X  =  Xq  verschwindet.     Wir  gelangen  so  zu  der  Regel: 

X  X 

(1)  /  audx  =  a  I  udx  für  a  =  konst. 

Konstante  Faktoren  der  Integranden  dürfen  also  vor  das 
Integralzeichen  gesetzt  werden.  Umgekehrt:  Anstatt  ein  Inte- 
gral mit  einer  Konstanten  zu  multiplizieren,  kann  man  auch 
den  Integranden  damit  multiplizieren. 

Die  Sätze  13  und  15  folgen  übrigens  auch  ohne  weiteres 
daraus,  daß  das  Integral  als  Grenzwert  einer  Summe  aufgefaßt 
werden  kann. 

1.  Beispiel:   Nach  Satz  13  ist: 

/  («0  +  a^x  +  a.2X^  +  •  •  •  +  a^x")dx  =  /  a^dx  -f  /  a^xdx 

+  1  a.^x^dx  +  •  •  •  +  /  a^x"dx, 
also  nach  Satz  15  gleich: 

a^  \  dx  -\-  tty  I  xdx  -\-  a^  1  x^dx  -{-■'■-{-  a^  j  x"dx, 
so  daß  sich  nach  (1)  in  Nr.  402  ergibt: 

/  («0  -f  ttj^x  +  a^x^  +  •  •  •  +  a„x")dx 
=  konst.  +  "--x  +  "^  x'  +  "lx'  +  ---i-  ^  x"  +  '- 

2.  Beispiel:  Wenn  man  alle  Ordinaten  einer  Kurve  y  =  f(x) 
mit  dem  konstanten  Faktor  a  multipliziert,  so  geht  eine  neue 
Kurve  hervor.  Die  zwischen  zwei  bestimmten  Ordinaten  ge- 
legene   Fläche    der    neuen  Kurve    ist    nach   Satz  15   und   nach 
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Satz  7  von  Nr.  411  das  «-fache  der  entsprechenden  Fläche  der 
alten  Kurve.  Wenn  wir  die  Ebene  der  neuen  Kurve  um  die 
iC-Achse  drehen,  so  können  wir,  falls  a  >  1  ist,  erreichen,  daß 
die  neue  Kurve  schließlich  so  liegt,  daß  ihre  senkrechte  Pro- 
jektion auf  die  alte  Ebene  die  alte  Kurve  gibt.  Dies  tritt  ein, 
wenn  der  Kosinus  des  Winkels  beider  Ebenen  gleich  1  :  a  ist. 
Daraus  folgt:  Projiziert  man  ein  ebenes  FlächenstücJc  senkrecht 
auf  eine  andere  Ebene,  so  ist  die  Fläche  der  Projektion  gleich 
der  Fläche  des  gegebenen  Stückes,  multipliziert  mit  dem  Kosinus 
des   Winkels  heider  Ebenen. 

Wir  wollen  den  Satz  15  anwenden,  um  aus  dem  Satze  14 
der  vorigen  Nummer  eine  einfache,  aber  wichtige  Folgerung 
zu  ziehen.  Ist  f(x)  eine  im  Intervalle  Xq^x  ^  X  stetige 
Funktion  von  x,  so  gilt  dasselbe  von  dem  absoluten  Betrage 
I  f(x)  I  der  Funktion.     Weil  für  jedes  x 

-\m\£m£\m\ 

ist,  so  ergibt  Satz  14: 

A"  X  X 

I  -  I  fix)  I  dx  £ff{x)dx  £j   fix)  I  dx. 

Der  im  ersten  Integrale  vorkommende  Faktor  —  1  läßt  sich 
nun  nach  Satz  15  vor  das  Integralzeichen  setzen.     Also  folgt: 

Satz  16:  Es  ist  stets: 

X  XX 

-  f\  fix)    dx£J  f(x)dx  £  j    fix)  I  dx  für  x^  <  X. 
415.  Teilweise  Integration.     Das  Integral 

a{uv) 


I 


dx 


^      da; 

ist  einerseits  gleich  uv  -f  konst.  und  andererseits  nach  Satz  13 
von  Nr.  413  so  umzuformen: 

/    ^      dx  =  1  iuv  -\-  uv')dx  =  I  u'vdx  +  /  uv' dx , 

so  daß  folgt: 

/  uv' dx  =  UV  —  /  u'vdx  -\-  konst. 
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Da  rechts  ein  unbestimmtes  Integral  steht,  brauchen  wir  die 
additive  Konstante  nicht  besonders  anzugeben.  Unsere  Formel 
besagt  nun: 

Satz  17:  Das  unbestimmte  Integral  des  Produktes  uv'  aus 
einer  Funktion  u  und  der  Ableitung  einer  Funktion  v  ist  gleich 
dem  Produkte  beider  Funktionen,  vermindert  um  das  Integral 
des  Produktes  aus  der  Ableitung  der  Funktion  u  und  aus  der 
Funktion  v,  in  Formel: 


I  uv' dx  =  UV  —  j  u'vdx. 


Setzen  wir  beiderseits  von  Xq  an  erstreckte  bestimmte 
Integrale,  so  haben  wir  zunächst  noch  die  additive  Konstante 
beizubehalten:         x  -^ 


I  uv' dx  =  UV  —  I  u'vdx  +  C 


und  diese  Konstante  C  so  zu  bestimmen,  daß  die  Formel  für 
X  =  Xq  richtig  wird.  Aber  für  x  =  Xq  sind  beide  Integrale 
gleich  Null.     Also  muß 

(Mt'>  =  -ro  -\-  C  =  ^^,     d.  h.   C  =  —  (■uv)x  =  x„ 
gesetzt  werden.     Wenn  wir  diesen  Wert  von  C  einsetzen  und 
die  in  Nr.  410  eingeführte  Bezeichnung 

[uv]""    =UV  —  («<f)x  =  x„ 

benutzen,  so  kommt: 

X  X 

(1)  /  uv' dx  =  [uvY  —  /  u'vdx. 

Die  in  Satz  17  enthaltene  Integrationsmethode  heißt  die 
Methode  der  teilweisen  Integration,  weil  bei  ihrer  Anwendung 
auf  ein  Integral  fuv'dx  noch  die  Aufgabe  übrig  bleibt,  das 
Integral  f  u'vdx  auszuwerten. 

Ist  irgend  ein  vorgelegtes  Integral  ff(x)dx  zu  berechnen, 
so  kann  man  es  auf  unzählig  viele  Arten  auf  die  Form  fuv'dx 
bringen.  Denn  wenn  man  die  Funktion  v  irgend  wie  wählt, 
so  hat  man  uv'  =  fix),  also  u  =  f{oc)  :  v  anzunehmen.  Alsdann 
gibt  die  Anwendung  des  Satzes: 


Jf{^dx=m-i.-Jvl^{(^)dx. 
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Im  allgemeinen  wird  freilich  das  rechtsstehende  Integral  als- 
dann noch  mehr  Schwierigkeiten  als  das  ursprünglich  vor- 
gelegte bereiten.  Es  ist  Sache  der  Gewandtheit,  eine  geschickte 
Wahl  der  Funktion  v  zu  treffen;  allgemeine  Regeln  lassen 
sich  dafür  nicht  geben. 

416.  Beispiele  zur  Methode  der  teilweisen  Inte- 
gration. Die  letzte  Bemerkung  soll  durch  einige  Beispiele 
erläutert  werden. 

1.  Beispiel:  Der  Integrand  Inj;  des  Integrals  flnxdx 
kann  als  das  Produkt  aus  In  x  und  1  aufgefaßt  werden.  Da 
1  die  Ableitung  von  x  ist,  so  wählen  wir  v  =  x,  d.  h. 
uv'^u  =  lux,    so    daß    h' =  1  :  a;   wird    und    der   Satz   liefert: 

I  \nxdx  =  lnx  ■  X  —  f      ■  x  ■  dx  =  xln  x  —  1  dx 
=  xlnx  —  X  -\-  konst. 

2.  Beispiel:  Es  liege  das  Integral  Jx"e~^dx  vor.  Hier 
ist  der  Integrand  schon  als  das  Produkt  aus  x"  und  e~^  ge- 
geben. Es  liegt  also  nahe,  u  =  x",  v  =  e'"^  zu  setzen.  Dann 
darf  V  =je~'^dx  nach  (1)  in  Nr.  402  gleich  —  e~^  gewählt 
werden.     Da  ferner  u  ^=nx"~^  wird,  so  kommt: 

/  x^e^^dx  =  —  x"e~^  —  /  nx"~^(—  e~'^)dx 

oder  nach  Satz  15,  Nr.  414: 

(1)  /  x^'e-'^dx  =  —  x^'e-''  -j-  n  j  x^-^e-'^dx. 
Ist  ti  ==  1,  so  folgt  hieraus  sofort: 

(2)  I  xe'^^dx  =  —  xe~''  —  e~'  -{-tonst. 

Ist  n  eine  ganze  Zahl  >  1,  so  wird  das  Integral  vermöge 
(1)  auf  ein  eben  solches  zurückgeführt,  in  dem  n  —  1  statt  n 
steht.     Setzen  wir  allgemein 


J„  =  1  x^'e-'^dx, 

so  folgt  nämlich: 

ü 

Jn  =  -  ^"e~"  +  nJ^_^ 
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und  weiterhin  analog: 

J2  =  —  x-e'""  +  2  Jj 
und  nach  (2): 

Ji  =  —  xe'""  —  e"^  -f-  konst. 

Dividieren  wir  diese  n  Gleichungen  bzw.  mit  w!,  (w  —  1)!,  ...  2!,  1 ! 
und  addieren  sie  dann,  so  kommt: 


/« 


e~^  4-  konst. 


n\  '^  («  —  1)!  "■"  '  "  ~'~     2!  "^  1 !  "^     _ 
Demnach  ist  für  ganzes  positives  n: 

(3)         /  x^'e-^dx  =  -  n\  (l  +  y,  + h  ^)  e'^  +  konst. 

Für  a;  =  0  ist  die  rechte  Seite  gleich  —  n\  -{-  konst.  Daher 
muß,  falls  das  Integral  von  0  bis  x  erstreckt  wird,  die  Kon- 
stante gleich  n\  gewühlt  werden.    So  folgt  für  positives  ganzes  n: 


(4)         Jx"e-^dx  =  ,^!  [1  -  (1  +  ^  +  .  .  .  +  ^) 


Ist  dagegen  n  eine  negative  ganze  Zahl,  so  bezeichnen  wir 
sie  mit  —  tn  -{-  1,  so  daß  w  eine  positive  ganze  Zahl  >  1  ist. 
Aus  (1)  folgt  nun: 

I  x-'^+^e-'^dx^  —  a.--'"  +  ie-^  — (m  —  1)  j  x'^'e-'^dx, 

woraus  durch  Auflösung  nach  dem  rechts  stehenden  Integral 
hervorgeht: 

Das  links  stehende  Integral  ist  also  hierdurch  auf  ein  eben 
solches  zurückgeführt,  in  dem  m  um  eine  Einheit  erniedrigt  ist. 
Wiederholte  Anwendung  dieser  Rekurs ionsformel  führt  schließ- 
lich das  Integral  ,, 

in   dem   m   eine  positive  ganze  Zahl  >  1   ist,  auf  das  Integral 


dXj 

X"'       '' 


ß 


—  dx 

X 
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zurück,  das  freilicli,  wie  man  zeigen  kann,  nicht  mittels  der 
uns  bekannten  Funktionen  ausdrückbar  ist. 

3.  Beispiel.     Im  Integral /e^  cos  a;«?a;  setzen  wir  u  =  e', 
also  v'  =  cos  X  und  daber  v  ==  eia  x,  so  daß  Satz  17  gibt: 

(5)  I  e'cosxdx  =  ei^sinx  —  j  e'sinxdx. 

Das   neue   Integral   bebandeln   wir   analog,    indem   wir   in   ihm 

u  =  e',  v'  =  sin  X,  daber  v  =  —  cos  x  setzen,  so  daß  die  An- 
wendung des  Satzes  liefert: 

/  e'.  sin  xdx  =  —  e'  cos  x  —  1  e^  ( —  cos  x)  dx 

oder  nacb  Satz  15  in  Nr.  414: 

(6)  /  e^ Bmxdx  =  —  e^ cos x  -{-  f  (f  cos xdx  +  konst. 

Wir  baben  bier  mit  Absiebt  die  additive  Konstante  ausdrücklieb 
angegeben,  weil  nämlicb  das  recbts  stebende  Integral  um  eine 
additive  Konstante  von  dem  ursprünglich  vorgelegten,  in  (5) 
links  stehenden  Integrale  abweichen  kann  und  wir  beide  Formeln 
(5)  und  (6)  kombinieren  wollen,  indem  Avir  den  Wert  (6)  in  (5) 
rechts  einsetzen.     So  folgt: 

I  e'cosxdx  =  er'  (sin  x  -\-  cos  x)  —  j  e'  cos  xdx  -r  konst.. 


d.  h. 

(7)  I  e'  cosxdx  =  ~  e^  fsin  x  +  cos  x)  -]-  konst. 

Aus  (6)  folgt  jetzt  überdies: 

(8)  I  e^  sinxdx  =  ^  e^  (sin  x  —  cos  x)  +  konst. 

417.  lutegratiou  durch  Substitution.  Außer  der 
Methode  der  teilweisen  Integration  ist  das  wichtigste  Hilfs- 
mittel zur  Auswertung  von  Integralen  die  Methode  der  Sub- 
stitution.    Sie  besteht  darin,  daß  man  in  das  Integral 

J  =  I  f(x)dx, 
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das  berechnet  werden  soll,  eine  neue  Veränderliche  t  vermöge 

einer  Substitution 

(1)  x  =  cp  (t) 

einführt. 

Das  Inteo-ral  J  ist  nämlich  definiert  als  eine  Funktion  Ton 
X,  für  die 

dx 


'A-m 


ist.  Wird  nun  x  ==  (p(t)  gesetzt,  so  wird  J  eine  Funktion 
von  t  und  hat  als  solche  die  Ableitung: 

Demnach  ist 

(2)  J=Jf[cp{t)]cp\t)dt. 

Schneller  erhält  man  diese  neue  Form  des  Integrals  J  so: 
Vermöge  (1)  ist 

(3)  dx  =  (p'{t)dt, 

so  daß  die  Substitution  der  Werte  (1)  und  (2)  in  das  Differential 
von  J,  nämlich  in 

dj=  f(x)dx, 

das  Differential  in  (2)  liefert.  Hat  man  die  Substitution  (1) 
derart  gewählt,  daß  das  Integral  in  der  neuen  Form  (2)  be- 
rechnet werden  kann,  so  ergibt  sich  eine  Funktion  von  t,  in 
die  man  nachträglich  wieder  die  ursprüngliche  Veränderliche  x 
einführen  muß  vermöge  der  zu  (1)  inversen  Substitution: 

(4)  t  =  0{x). 

Bei  der  Auswahl  der  anzuwendenden  Substitution  (1)  muß 
man  darauf  achten,  daß  nicht  nur  vermöge  ihrer  x  als  stetige  FunJi- 
tion    von   t,    sondern  auch  t  vermöge  ihrer    Umkehrung  (4)   als 
stetige  Funktion   von   x   definiert   tvird.     Handelt    es   sich   ins 
besondere  um  die  Auswertung  des  bestimmten  Integrals 

X 

(5)  J=  I  f{x)dx, 

Xn 
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das  für  ;r  ==  a?„  verschwindet,  so  geht  es  durch  Einführung  der 
neuen  Veränderlichen   t  in   ein   solches  Integral  über,   das  für 

^^^^^^  ^o  =  9'(^o) 

folgenden    Wert    t^    von    t   verschwindet.      Folglich    ist    t^    die 

untere  Grenze  des  in  t  ausgedrückten  bestimmten  Integrals: 

(6)  J=Jf\cp(f)-]cp'(t)dt 

Bei  der  Anwendung  der  Substitution  auf  bestimmte  Inte- 
grale darf  man  also  nicht  vergessen,  die  neuen  Werte  der 
Grenzen  für  die  neue  Veränderliche  zu  berechnen  und  einzuführen. 
Denn  dasselbe  gilt  für  die  obere  Grenze,  falls  sie  in  (5) 
einen  bestimmt  gegebenen  Wert  x^  hat,  indem  dann  die  obere 
Grenze  t^  des  neuen  Integrals  (6)  aus  x^  =  (p(tj)  berechnet 
werden  muß. 

418.    Beispiele     zur    Methode     der    Substitution. 

Darüber,  welche  Substitution  bei  einem  vorgelegten  Integrale 
zweckmäßig  sein  kann,  lassen  sich  keine  Regeln  aufstellen. 
Einige   Beispiele    werden    aber    wenigstens   Fingerzeige   geben. 

1.  Beispiel:  Soll  das  Integral  f(a  -\-  bx)"dx  ausgewertet 
werden,  so  setzen  wir  a  -\-  hx  =  t,  woraus  x  =  (t  —  a)  :h  und 
dx  =  dt  :h  folgt,  so  daß  kommt: 

/(«  +  h^yat  =Jr  "l-  =  \Jf<H  =  ^^^  +  konst. 

=  (?±M1^  +  tonst. 

{n  -f  1)  & 

2.  Beispiel:  Im  Nenner  des  Integranden  von 

dx 


/. 


X*  -\-px  -\-  q 
seien  2>  und  q  solche  Konstanten,  für  die  q  —  \p^  >  0  ist.    Da 


x^ -\- px  -\-  q  =  {x  -\-  \ pY -\-  q  —  \p^  -=(€[  —  \p^) 
ist,  so  setzen  wir 


\p,    dx  =  dt^q 


+  1 


417,  418] 


§  4.    Mittel wertsätze.  41 

SO  daß  nach  (5)  iu  Nr.  402  folgt: 

/'        dx 1  r    dt_  _     arc  tg  t         ,         . 


arc  tg  '■- +  konst., 


wobei    es   einerlei   ist,    welches   Vorzeichen   man   der   Quadrat- 


wurzel gibt. 


<5.  Beispiel:  Um  das  bestimmte  Integral 


./ 


'^^Idx 


zu  berechnen,  setzen  wir  lux  =  t,  also  x  =  e\  dx  =  e^dt.  Für 
ic  =  1  bzw.  e  ist  ^  =  0  bzw.  1,  so  daß  0  und  1  die  Grenzen  des 
neuen  Integrals  sind: 

e  1  1 


r^^  dx  ==  ffe-'e'dt  =ffdt 

10  0 


0        3 


4.  Beispiel:  Durch  die  Substitution  können  wir  aus  schon 
berechneten  Integralen  andere  ableiten.  Z.  B.  gibt  die  Formel 
(3)  von  Nr.  410,  wenn  wir  darin  zunächst  x  =  mt,  dx  =  mdt 
setzen: 


(1)  Jf^i 


'f/^  =  -^^„,-i(l  +  Y,+-^  +  -  +  ^e-'"'+konst. 


und,  wenn  weiterhin  die  Substitution  ^  =  —  In^,  dt  =  —  dz  :  z 
gemacht  wird: 

(2)     jamyz"-Hz^'--Jf:^n-~^  +  ' 


+  (-1)'^' 


2! 
z""  +  konst. 


für  ganzes  positives  n. 


§  4.  Mittelwertsätze. 

419.  Erster  Mittelwertsatz.  Die  Sätze  in  §  1,  2.  Kap. 
des  1.  Bandes,  beruhen  im  wesentlichen  auf  dem  in  Nr.  28 
bewiesenen  Mittelwertsatze  2.  Dieser  Satz  läßt  sich  leicht  in 
einen  Satz  umwandeln,   der  dem  Gebiete  der  Integralrechnung 
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angehört.  Es  tritt  nämlich  in  jenem  Satze  eine  Funktion  f{x) 
auf,  die  ebenso  wie  ihre  Ableitung  /" (x)  im  Intervalle  Xq-^x-^X. 
bestimmte  endliche  Werte  hat.  Wird  die  Ableitung  f"(x)  mit 
F{x)  bezeichnet  und  wird  vorausgesetzt,  daß  F{x)  im  Inter- 
valle Xq-^x  -^X  stetig  sei,  so  ist  auch  fix),  uAmlich.  j Fi x)dx, 
nach  Satz  6,  Nr.  410,  in  diesem  Intervalle  stetig,  so  daß  die 
Annahmen  jenes  Mittelwertsatzes  erfüllt  sind.     Femer  ist  jetzt 

X 

fiX)  -  fix,)  =  [fix)f  =  fF{x)dx. 

Daher  liefert  die  Formel  jenes  Satzes  sofort  den 

Sat2  18  (Mittelwertsatz):  Ist  Fix)  eine  im  Intervalle 
von  Xq  his  X  stetige  FunMion  von  x,  so  gibt  es  im  Intervalle 
wenigstens  einen  von  Xq  und  X  verschiedenen  Wert  x^  von  x.  für 
den  die  Formel  gilt: 

X 


I 


Fix)dx  =iX  -  Xo)F{xi). 

Die  Voraussetzung  x,  <  X  ist  offenbar  nicht  nötig. 
Wir  hätten  den  Satz  auch  aus  Satz  11,  Xr.  412,  ableiten 
können:  er  leuchtet  g-eometrisch  sofort  ein.  Er  besacrt  nämlich  nach 
Satz  7,  Nr.  411,  daß  die  Fläche  zwischen  dem 
Bilde  der  Funktion  y  =  Fix),  der  Abszissen- 
achse und  den  zu  Xq  imd  X  gehörigen  Ordi- 
naten,  siehe  Fig.  11,  gleich  der  Fläche  eines 
Rechtecks  ist,  das  dieselbe  Grundlinie  X—rr^ 
hat  und  dessen  Höhe  Fixj)  eine  gewisse 
unter  den  Ordinaten  des  Flächenstückes  ist. 
Diese  Ordinate  Fix^)  kann  als  das  arithmetische  Mittel  aller 
Ordinaten  des  Flächenstüclies  bezeichnet  werden.  Denn  wenn 
wir  das  Intervall  von  Xq  bis  X  in  w  gleichlange  Teile  z/a;  teilen 
und  die  nach  Nr.  404  zugehörige  Summe 

J=^Fix)^x 

bilden,  so  ist,  weil  alle  zlx  einander  gleich  sind,  nzlx  =  X  —  Xq, 
so  daß  folcrt: 

^^^^^yFix), 

419] 


§  4.    Mittelwertsätze.  43 

d.  h.  J:{X  —  Xq)  ist  das  arithmetische  Mittel  der  n  Ordinaten, 
die  in  den  Anfangspunkten  aller  n  Teilintervalle  z/a:  zu  errichten 
sind.  Beim  Grenzübergange  zu  lim  Zlx  =  0,  d.  h.  zu  lim  n  =  oo, 
geht  J  nach  Nr.  410  in  das  von  Xq  bis  X  erstreckte  bestimmte 
Integral  über,  so  daß  das  arithmetische  Mittel  gleich 

X 


^.-.  /^w 


dx 


oder  also  nach  Satz  18  gleich  F{xj)  wird. 

Satz  19:  Ist  F(x)  eine  im  Intervalle  x^-^x^X  stetige 
Funktion  von  x  und  teilt  man  das  Intervall  in  n  gleiche  Teile, 
so  ist  das  arithmetische  Mittel  der  zu  den  Anfangsabszissen  aller 
n  Teilintervalle  gehörigen  Funktions werte  F(x)  für  lim  w  =  oo 
gleich  ^ 

Aus  Satz  18  folgt  noch:  Wenn  F{x)  in  einem  Intervalle 
stetig  ist,  so  können  wir  zwei  Werte  n  und  m  von  x,  die  dem 
Intervalle  angehören,  beliebig  nahe  beieinander  wählen,  so  daß 


m 

JF{x)  dx={m-  n)F{x^) 


Avird,  wobei  dann  x^  zwischen  m  und  n  liegt.    Indem  wir    m  —  n 
hinreichend  klein  wählen,  können  wir  die  rechte  Seite  absolut 
genommen  kleiner  als  eine  beliebig  kleine  vorgegebene  positive 
Zahl  T  machen.     Daher: 

Satz  20:  Ist  F{x)  in  einem  Intervalle  eine  stetige  Funktion 
von  X  und  sind  n  und  m  irgend  zwei  Werte  von  x,  die  dem 
Intervalle  angehören,  so  uird  dadurch,  daß  m  —  n  hinreichend 
klein  angenommen  ivird,  der  absolute  Betrag  des  von  n  bis  m 
erstreckten  Integrals  von  F(x)  kleiner  als  eine  beliebig  kleine 
vorgegebene  positive  Zahl  r: 


I 


F(x)  dx  \<ir. 
I 

Es  folgt  dies  übrigens  auch  daraus,  daß  dies  Integral  eine 
stetige  Funktion  von  jn  ist. 
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420.  Zweiter  Mittelwertsatz.  Wir  können  jetzt  den 
Satz  beweisen: 

Satz  21  (Ziveiier  Mittelwertsatz):  Sind  u  und  v  im 
Intervalle  von  Xq  his  X  stetige  Funktionen  von  x  und  hat  v  üherall 
im  Intervalle  einerlei  Vorzeichen,  so  gibt  es  einen  Wert  u^,  der 
zwischen  dem  größten  und  kleinsten  Werte  von  u  innerhalb  des 
Intervalles  liegt  und  für  den  die  Formel  gilt: 

X  X 

I  uvdx  =  «1  f  vdx . 

Dabei  darf  Xq  <  X  od(r  >  X  sein. 

Ist  nämlich  k  der  kleinste  und  g  der  größte  Wert  von  u 
innerhalb  des  Intervalles,  so  ist,  falls  v  im  ganzen  Intervalle 
positiv  ist:  kv<uv<gv 

und,  falls  v  im  ganzen  Intervalle  negativ  ist: 

ä;ü  >  M-y  >  gv. 
Nach  Satz  14,  Nr.  413,  liegt  daher  der  Wert  des  Integrals 


X 

ß 


vdx 


in  beiden  Fällen  zwischen 

X 

dx 


jkvdx      und        1  gv 
oder,  da  k  und  g  konstant  sind,  nach  Satz  15,  Nr.  414,  zwischen: 

X  X 

k  f  vdx      und      g  j  vdx. 

Dies  aber  sagt  Satz  21  aus,  da  u^  zwischen  k  und  g  liegt.  Ist 
insbesondere  v  im  ganzen  Intervalle  gleich  Eins,  so  kommt  der 
Satz  21  auf  den  Mittelwertsatz  18  der  vorigen  Nummer  zurück. 
Man  kann  dem  Satze  21  eine  etwas  andere  Form  geben. 
Da  nämlich  u  im  Intervalle  stetig  ist  und  u^  zwischen  dem 
kleinsten  und  größten  Werte  von  u  im  Intervalle  liegt,  so  gibt 
es  nach  Satz  6,  Nr.  21,  wenigstens  einen  Wert  x^^  von  x  im 
Intervalle,  für  den  u  gerade  gleich  u^  ist.  Daher: 
430] 
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Satz  22:  Sind  u  und  v  im  Intervalle  von  Xq  bis  X  stetige 
FunAiionen  von  x  und  hat  v  überall  im  Intervalle  einerlei  Vor- 
seichen, so  gibt  es  ivenigstens  einen  Wert  rc^  von  x  im  Intervalle, 
für  den  die  Formel  gilt: 

X  X 


I  livdx  =  u{x^)  I  vdx 


Dabei  darf  rr^  <  X  oder  >  X  sei 


n. 


421.    Xeuer  Beweis  der  Taylorscheu  Formel.     Die 

Methode  der  teilweisen  Integration  (Nr.  415)  liefert  einen  sehr 
einfachen  und  eleganten  Beweis  des  Satzes  19  in  Nr.  112,  der 
ja  auch  ein  verallgemeinerter  Mittelwertsatz  ist  und  den 
Taylorschen  Satz  20  ebenda  nach  sich  zieht. 

Es  seien  nämlich  x  und  h  zwei  gegebene  Zahlen,  dagegen 
sei  t  veränderlich  und  F{x  +  h  —  t)  eine  solche  Funktion  von  t, 
die  nebst  ihren  n  ersten  Ableitungen  für  alle  Werte  von  t  im 
Intervalle  von  0  bis  h  stetig  ist.  Die  erste  Ableitung  von  F 
nach  t  ist  —  F',  die  zweite  F",  die  dritte  —  F'"  usw.,  weun 
die  Akzente  die  Differentiationen  nach  x  -\-  h  —  t  andeuten. 
Ist  nun  m  eine  der  Zahlen  1,  2,  •  •  ■  n  —  1,  so  läßt  sich  das 
Integral 


/ 


fT/l 1 

F(^\X  +  h  -  t)y^^—dt 

^  ■'(in  —  1;! 


mittels  teilweiser  Integration  nach  der  Formel  (1)  von  Nr.  415 
umformen,  wenn 

j.m—  1  J.VI 

u  =  FW(ic  ^-h-t),     also     v'  =  f^ ,  v  = -^ 

^  -^ '  (m  —  1) ! '  m\ 

gewählt  wird.     Es  ergibt  sich: 


jF^^^nx+h-t)j^^J^^dt==^^~^^^^ 

0  0 

Wählen  wir  nun  die  obere  Grenze  t  =  h,  so  müssen  wir  diese 
Substitution  auch  in  dem  von  Integralzeichen  freien  ersten 
Summanden  rechts  machen.     Also  folgt: 

h  h 

F^^\xi-h-t)~ — —dt=^~F^'"Hx)-{-  /  F^'^+%x+h-t)^dt. 

0  0 
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Setzen  wir  hier  nacheinander  m  ==  1,  2,  •  •  •  w  —  1  und  addieren 
wir  alsdann  alle  hervorgehenden  n  —  1  Gleichungen,  so  ergibt 

sich,  weil  insbesondere 

/(  h 

fFXx^h-t)dt=~f'^^^''f/'~*'^dt=-[F{x+]i-t)]=F(x-{-h)-F(x) 

0  0  ~ 

ist,  die  Gleichung: 

(1)  Fix+h)^F(x)+^FXx)i-l',T'\x)i-...-^^-^,^^^^^^^^^ 


worin  der  Best  B^  den  Wert  hat: 

h 

(2)  B^^jF^"\x  +  }i-t)  * 


n  — 1 


dt. 


{n-l) 

Die  Gleichung  (1)  führt  zu  dem  Taylorschen  Satze  20 
in  Nr.  112,  wenn  alle  Ableitungen  der  betrachteten  Funktion 
F(x  -i-  h  —  i)  von  ^  =  0  bis  ^  =  A,  d.  h.  wenn  alle  Ableitungen 
der  Punktion  F(x)  im  Intervalle  von  x  bis  x  -\-  h  stetig  sind 
und  der  Rest  B^  für  lim  n  =  oo  den  Grenzwert  Null  hat.  Die 
Gleichung  (2)  gibt  eine  neue  Form  des  Bestes,  die  bisweilen 
von  Nutzen  ist. 

422.  Neue  Ableitung  der  Lagrangescheu  und 
Cauchyschen  Restform.    Wenden  wir  den  Satz  22  von  Nr.  420 

auf  das  in  dem  Reste  B„  auftretende  Integral  an,  indem  wir 
die  zu  integrierende  Funktion  von  t  in  das  Produkt  von 

.n-l 

u  =  F^^Hx  -\-h  —  t)     und     v  =  , — 

^  ^  (n  —  1) ! 

zerlegen,  und  bezeichnen  wir  den  dort  auftretenden  Wert  x.^ 
jetzt,  da  an  seine  Stelle  ein  Wert  zwischen  0  und  h  tritt, 
mit  (1  —  d)h,  wo  6  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet,  so 
kommt:  a 

B^  =  F^"\x  +  eh)J^^^dt  =  ;f>(")(:r  +  dh). 

0 

Dies  aber  ist  die  Lagrangesche  Bestform,  siehe  (4)  in  Nr.  112. 
Wenden  wir  dagegen  den  Satz  22  von  Nr.  420  in  der  Art 
an,  daß  wir 


u  =  F^'^Xx  -\-h  —  t)-, —     und     v=l 

^  ^  (n  —  1) ! 
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wählen,  so  kommt:  ^ 

B,  =  JF<-)(^  +  ehf  -^Zly"-ß'  -  *-^^^i-^'"'(^+ «*)' 

0 

und  dies  ist  die  Cauchysclie  Bestform,  siehe  (5)  in  Nr.  113. 

423.  Ein  Hilfssatz.  Um  noch  einen  anderen  Mittel- 
wertsatz abzuleiten,  bedürfen  wir  eines  einfachen  Hilfssatzes, 
den  wir  jetzt  aufstellen  wollen. 

Es  seien  Tq,  r^,  •  •  •  t„_i  solche  n  positive  Zahlen,  von 
denen  jede  folgende  kleiner  als  die  vorhergehende  oder  höchstens 
gerade  so  groß  ist.  Dagegen  seien  t^,  t^,  ■  •  •  t^_i  beliebige  n 
(reelle)  Zahlen.     Setzen  wir  nun 


(1) 

so  ist 

■^OPO  +  T^liPl  -Po)  +  ^2GP2  -Pl)  H ^  T„_i(p„_l  -i>„_o), 

daher: 

li?o(^0-  fl)  +Pl(^l  -  Tg)  +  •  •  •  +i>„_2^'^«_2  -•^n-l)  +Pn-l'^n-V 

Hierin  sind  alle  Differenzen  Tq  —  t^,  r^  —  Tg,  •  •  •  t„_2  —  t^-i 
nach  Voraussetzung  positiv  oder  wenigstens  gleich  Null,  und 
dasselbe  gilt  von  t^-r  ^^^^  ^^^  -^  ^^^  B^Ä  zwei  Zahlen, 
zwischen  denen  alle  Summen  (1)  liegen,  so  ist  folglich: 

^(^0  -  -^i)  £  Poi'^o  -  ^i)  £  -5(^0  —  -^i); 
Ä(ri  —  Tg)  ^  J\ir^  —  T2)  ^  i?(Ti  —  T2), 

Addition  aller  dieser  Formeln  gibt  nach  (2): 

Also  gilt  der 

Satz  23:  Sind  Xq,  t^,  •  •  •  x^_^  solche  n  positive  Zahlen,  von 
denen  jede  folgende  kleiner  als  die  vorhergehende  oder  höchstens 
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gerade  so  groß  ist,  und  sind  tQ,  t^,  •  ■  ■  ^„_i  beliebige  n  reelle  Zahlen, 
so  ist,  falls  alle  Summen 

zwischen  den  Zahlen  A  und  B  ^  Ä  liegen ,  auch 

424.  Dritter  Mittelwertsatz.    Wir  betrachten  nun  das 
Integral  x 

uvdx, 


ß 


dessen  obere  Grenze  X  >  ä^q  sei.  Wir  setzen  voraus,  daß  u 
und  V  im  Intervalle  Xq^x  ^  X  stetige  Funktionen  von  x  seien, 
und  außerdem  soll  v  beständig  positiv  sein  und  abnehmen,  wenn 
X  von  Xq  bis  X  wächst. 

Schalten  wir  zwischen  Xq  und  X  irgend  welche  Werte 
x^,  X.2,  ■  •  ■  x„_i  in  steigender  Reihe  ein,  so  ist  das  vorgelegte 
Integral  nach  Nr.  410  der  Grenzwert  der  Summe 

J=u{xq)v(Xq)(x^-Xq)  +  ti(x^)v{xi){x^  —  x,)  +  •  •  •  +  ^tK-l)^(^«-l)(-X^-^„-l); 
und    zwar    derjenige    Grenzwert,    der    sich    ergibt,    wenn    alle 
positiven  Differenzen  x^^  —  Xq,  x^  —  x^^,  ■    ■  X  —  ^„_i  nach  Null 
streben  und  ihre  Anzahl  n  dementsprechend  über  jede  endliche 
Zahl  wächst 

Setzen  wir  nun: 

so  bilden  Tq,  t^,  •  •  •  t„_^  nach  der  über  v(x)  gemachten  Voraus- 
setzung eine  abnehmende  Reihe  von  lauter  positiven  Zahlen 
wie   in   Satz   2'6   der   vorigen   Nummer.     Setzen   wir  außerdem 

^o  =  '^W(^i-^o);  ti=^u(x,)(x^  —  Xj^),  •••^„_t  =  M(a7„_J(X-a;„_,), 

so  können  wir  daher  den  Hilfssatz  23  anwenden.  Es  bedeute 
also  Ä  eine  Zahl  kleiner  als  alle  Summen: 

Tq  •=  U(Xq){X-^         Xq), 

to  +  t^  =  u(xq){x^  -  Xq)  +  u{x^){x.2  -  x^). 


(1) 


^0  +  ^l  +  --   +^„-l="W('^l-^o)+w(^l)(^2-^l)  +  "-  +  ^(^«-l)(^-^n-l) 

und  JB  eine  Zahl  größer  als  alle  diese  Summen.    A  darf  auch 
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gleich  der  kleinsten  und  B  gleich  der  größten  aller  n  Summen 
sein.     Alsdann   folgt  aus  dem  Hilfssatze,  daß 

(2)  Äv{x^)^J^Bv{x;) 

ist. 

Wenn  wir  jetzt  alle  positiven  Differenzen  x^  —  Xq,  x^  —  x^, 
■  ■  •  X  —  x^_.^  nach  Null  streben  lassen,  indem  ihre  Anzahl 
n  über  jede  endliche  Zahl  wächst,  so  geht  aus  J  das  vorgelegte 
Integral  hervor.  Dagegen  gehen  die  Summen  (1)  über  in  alle 
Integrale  von  der  Form: 


(3)  I  udx, 


wo  die  obere  Grenze  x  alle  Werte  Ton  x^  bis  X  erreichen  kann. 
Folglich  bedeute  Ä  den  kleinsten  Wert,  den  dieses  Integral  (3) 
annimmt,  wenn  x  von  x^  bis  X  wächst,  und  B  seinen  größten 
Wert.     Nach  (2)  liegt 


^^^  4^)J''' 


dx 


zwischen  diesem  Minimum  und  Maximum.  Nun  aber  ist  das 
Integral  (3)  nach  Satz  6,  Nr.  410,  eine  stetige  Funktion  von  x 
im  Intervalle  x^^x  <i  X.  Also  erreicht  es  jeden  zwischen  dem 
Minimum  und  Maximum  gelegenen  Wert  wenigstens  einmal, 
wenn  x  alle  Werte  von  x^  bis  X  durchläuft,  nach  Satz  6  von 
Nr.  21.  Für  wenigstens  einen  Wert  |  von  x  zwischen  x^^  und  X 
hat  es  mithin  gerade  den  Wert  (4).  Daraus  folgt,  daß  es  einen 
Wert  I  im  Intervalle  rr^  ^  §  ^  X  derart  gibt,  daß: 

(5)  I  uvdx  =  v(xq)  I  udx 

ist. 

Wir  hatten  angenommen,  daß  v(x)  beständig  positiv  sei 
und  abnehme,  wenn  x  von  Xq  bis  X  wächst.  Wenn  dagegen 
v(x)  beständig  positiv  ist  und  zunimmt,  sobald  x  von  x^  bis  X 
wächst,  so  machen  wir  die  Substitution  x  =  —  t,  wodurch  das 
vorgelegte  Integral  nach  Nr.  417  in  das  Integral 

—  X  —Xg 

~ I u{— t)v(- t)dt      oder  u(~  t)v{- f)dt 

*  [434 
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übergeht  (vgl.  Satz  8,  Nr.  412).  Hier  ist  wieder  die  untere 
Grenze  —  X  kleiner  als  die  obere  Grenze  —  Xq.  Während  t 
alle  Werte  von  —  X  bis  —  Xq  durchläuft,  nimmt  x  alle  Werte 
von  X  bis  Xq  an,  so  daß  v{—  t)  oder  v{x)  dabei  beständig  ab- 
nimmt. Wir  kommen  also  zu  den  früheren  Annahmen  zurück, 
und  es  folgt,  daß  ein  Wert  —  |  im  Intervalle  — X^  —  |^  —  a;^ 
existiert  derart,  daß  analog  (5) 

j  u{-  t)v  {—  i)dt  =  v{X)  I  u{—  t)dt 

—  X  —X 

ist.     Wenn  wir  jetzt  wieder  x  =  —  t  einführen,  so  kommt: 
—  /  u(x)v{x)dx  =  —  v(X)  I  u(x)dx 

X  X 

oder  nach  Satz  8,  Nr.  412: 

X  X 

(6)  /  u(x)v(x)dx  =  v{X)  I  u(x)dx. 

Mithin  ergibt  sich  der 

Satz  24  (dritier  Mittelwertsatz):  Sind  u(x)  und  v{x) 
im  Intervalle  x^^x  ^  X  stetige  Funktionen  von  x  und  ist  v(x) 
im  ganzen  Intervalle  positiv,  so  gibt  es,  falls  v(x)  beständig  ab- 
nimmt, wenn  x  alle  Werte  von  Xq  bis  X  durchläuft,  wenigstens 
einen  Wert  §  im  Intervalle  x^^^  ^  X  derart,  daß: 


/  uvdx  =  v(xq)  I  udi 


ist,  dagegen,  falls  v(x)  beständig  zunimmt,  wenn  x  alle  Werte 
von  Xq  bis  X  durchläuft,  ivenigstens  einen  Wert  |  im  Intervalle 
^0  =  ^  =  ^  derart,  daß 

X 

ist. 

424] 
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§  5.  Integration  wnd  Differentiation  nnendlicher  Reihen. 

425.  Crleichmäßige  Konvergenz.  Von  solchen  un- 
endlichen Reihen,  die  eine  Veränderliche  x  enthalten,  haben  wir 
bisher  nnr  einen  besonderen  Fall,  nämlich  die  Potenzreihen 
betrachtet.  (Vgl.  Nr.  112  und  Nr.  363).  Jetzt  wollen  wir 
allgemeiner  annehmen,  daß  u^,  u^,  u^,  ...  n„,  .  .  .  eine  unbe- 
grenzte und  nach  irgend  einer  Vorschrift  gebildete  Folge  von 
Funktionen  einer  Veränderlichen  x  seien.  Alle  diese  FunMionen 
seien  in  dem  Intervalle  A  <C  x  <.B  stetig.  Ist  alsdann  die 
Reihe  u^  -f  u-^  -\-  u^  -\-  •  ■  •  für  jedes  x  dieses  Intervalles  kon- 
vergent, so  ist  ihre  Summe 

(1)  f{x)  =  Mo  +  «1  H !-«„  +  ••• 

eine  im  Intervalle  J.  <  a:  <  J5  definierte  Funldion  von  x. 

Man  darf  aber  den  Satz  13  von  Nr.  23  über  die  Stetig- 
keit einer  Summe  von  stetigen  Funktionen  nicht  ohne  weiteres 
auf  eine  unbegrenzte  Anzahl  von  Summanden  ausdehnen.  Es 
steht  daher  noch  gar  nicht  fest,  ob  die  Funktion  f{x)  stetig 
ist,  wenn  auch  die  einzebien  Summanden  k«,  m.,  ...  m  .  .. 
sämtlich  stetig  sind. 

Es  ist  vielmehr  für  die  folgenden  Untersuchungen  unerläß- 
lich, vorauszusetzen,  daß  die  unendliche  Reihe  (1)  im  Intervalle 
A<i  X  <iB  gleichmäßig  konvergiere.  Was  unter  der  gleich- 
mäßigen Konvergenz  zu  verstehen  ist,  geht  schon  aus  den  Be- 
trachtungen in  Nr.  364  hervor,  die  sich  allerdings  auf  den 
Bereich  der  komplexen  Zahlen  beziehen,  während  wir  hier  im 
Bereiche  der  reellen  Zahlen  verbleiben.     Danach  lautet  die 

Definition,  der  gleichmäßigen  Konvergenz:  Es  soll 
stets,  wie  Mein  auch  eine  positive  Zahl  6  gewählt  sein  mag,  einen 
Index  n  derart  geben,  daß  für  jedes  x  im  Intervalle  A<ix<.B 
und  für  jeden  Index  m  ^n  der  absolute  Betrag  des  Bestes 

Heiner  als  6  ivird: 

(2)  \^Ä^)\<^- 

Ist  diese  Voraussetzung  erfüllt,  so  läßt  sich  in  der  Tat 
zeigen,  daß  auch  die  Summe  f{x)  der  Reihe  (1)  eine  stetige 
Funktion  von  x  ist,  und  zwar  so: 
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Bezeichnet   f^ix)    die   Summe    der   m    ersten   Glieder    der 

Reihe  (1): 

fJ^)  =  Wo  +  Ml  H Vu^-u 

80  ist  f^ix)  nach  Satz  13  von  Nr.  23  im  Intei-valle  A<ix<^B 
stetig,  da  hier  ja  die  Zahl  der  Summanden  endlich  ist.  Ferner 
ist  B^ix)  gleich  f{x)  —  f^(x)  und  daher  nach  (2)  für  jedes  x 
im  Intervalle 

Bedeutet  x^  irgend  einen  bestimmten  Wert  im  Intervalle,  so 
ist  also  auch: 

\fM-fmM\<<S- 

Nach  Satz  3,  Nr.  20,  gibt  es  ferner,  wie  klein  auch  die  positive 
Zahl  6  gewählt  sein  mag,  um  die  Stelle  a:^  herum  ein  Intervall 
x^  —  h  <C  X  <C  x^^  -{-  h  derart,  daß  für  jedes  x  innerhalb  dieser 
Umgebung 

\fJ^)-LM\<^ 

wird,  weil  f„^{x)  stetig  ist.     Da 

f{x)  -  fix,)  =  [fix)  -  fjx)]  -  [f{x,)-f^{x,)-\  +  [fjx)  -  fjx^] 

ist,    so   folgt   aus   den   drei   vorstehenden   Ungleichungen    nach 

Satz  2,  Nr.  4: 

\f(x)-f(x,)\<36, 

sobald  X,  —  h  <i  x  <  x,  +  h  ist.  Aber  3ö  ist  eine  beliebig 
kleine  positive  Zahl.  Also  bedeutet  dies  Ergebnis  nach  Satz  3, 
Nr.  20,  daß  f(x)  an  jeder  Stelle  a\  innerhalb  des  Intervalles 
von  Ä  bis  B  stetig  ist. 

Satz  25:  Sind  die  Summanden  der  unendlichen  Beihe 
fix)  =Uq-\-U,-] h  n„  -\ 

im  Intervalle  A  <C  x  <i  B  stetige  Funktionen  der  Veränderlichen 
X  und  konvergiert  die  Beihe  im  ganzen  Intervalle  gleichmüßig, 
so  ist  auch  die  Summe  fi-/)  der  Beihe  innerhalb  des  Intervalles 
eine  stetige  Fmiktion  von  x. 

426.    Integration    gleichmäßig    konvergenter  un- 
endlicher Reihen.     Wir  können  nun  den  Satz  beweisen: 
Satz  26:  Sind  die  Summanden  der  unendlichen  Beihe 

fix)  =n^  +  u,-^ h  ^*„  H 
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im  Intervalle  A  <C  x  <i  JB  stetige  Funktionen  der  Veränderlichen 
X  und  konvergiert  die  Beihe  im  ganzen  Intervalle  gleichmäßig, 
so  ist  auch  die  unendliche  Reihe 

XX  X 

I  Uffdx  -\-  I  u^ dx  -i-  ■  •  ■  -\-  I  u^dx  -\-  ■  ■  ■ 

Xq  Xq  Xq 

gleichmäßig  konvergent  und  ihre  Summe  gleich  dem  Integrale 

X 

f{x)dx, 


Jf 


falls  die  Integralgrenzen  Xq  und  X  im  Innern  des  Intervalles 
von  Ä  bis  B  liegen,  d.  h.:  Eine  gleichmäßig  konvergente  unend- 
liche Beihe  darf  gliedweise  integriert  werden. 

Zum  Beweise  setzen  wir  wie  in  voriger  Nummer 

Da  f(x)  nach  Satz  25  stetig  ist  und  dasselbe  von  f^(x)  gilt, 
so  ist  auch  B.^(x)  als  Differenz  von  beiden  Funktionen  stetig. 
Alle  drei  Funktionen  haben  folglich  nach  Satz  6,  Nr.  410^  im 
Intervalle  stetige  Integrale,  so  daß  kommt: 

XX  X 

(1)  ff(x)dx  ^Jf^{x)dx  +jR^{x)dx, 

sobald  Xq  und  X  innerhalb  des  Intervalles  von  A  bis  B  liegen. 
Nach  dem  Mittel wertsatze  18,  Nr.  419,  gibt  es  einen  Wert  x-^ 
zwischen  Xq  und  X,  für  den 

X 

(2)  fBJx)dx=^(X-x,)RJx,) 

ist.  Dieser  Wert  Xi  wird  im  allgemeinen  für  verschiedene 
Werte  von  X  verschieden  sein.     Aus  (1)  und  (2)  folgt: 

X  X 

(3)  Jf{x)dx  =JfJx)dx  +  (X  -  Xo)BJx,). 

Wegen  der  gleichmäßigen  Konvergenz  der  vorgelegten  Reihe 
gibt  es,  wenn  6  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  bedeutet, 
einen  Indexwert  n   derart,    daß    für  jedes  x  im  Intervalle  von 
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Ä  bis  B  und  für  jeden  Index  tn^n  auch  \R^\<  6  ist.  Beim 
Grenzübergange  für  lim  m  =  oo  folgt  also  aus  (3) 

X  X 

I  fix) dx  =  lim     /  f^ (x) dx. 
Es  ist  aber  nach  Satz  (1)  in  Nr.  413: 

A'  XX  X 

Xo  Xa  Xo  Xo 

so  daß  folgt: 

XXX  X 

(4j        /  f{x)dx  =  j  u^dx  -\- 1  u^dx  -\-  '  ■  •  -\-  j  ii^^dx  +  •  •  •. 

«0  Xo  X,  Xo 

Diese  unendliche  Reihe  ist  hiernach  auch  sicher  konvergent. 
Noch  erübrigt  aber  der  Beweis,  daß  sie  für  jedes  X  im  Inter- 
valle von  A  bis  B  gleichmäßig  konvergiert. 

Zum  Beweise  bezeichne  9ft„(X)  den  Rest  der  Reihe  (4), 
der  nach  Streichung  der  m  ersten  Glieder  hervorgeht,  so  daß 
wir  haben: 

X  X 

Jf{x)dx  =^fux)dx  +  m^{x). 

Xn  Xo 

Vergleichung  mit  (3)  lehrt,  daß 

'Km  =  {X-x,)R^{x,) 

ist,  wobei  wir  wissen,   daß  x^  zwischen  Xq  und  X  liegt.     Da 

nun  \  R^(xj)   <  (?  für  m^n  ist,  so  folgt: 

mmiX)\<<S\X-X,\. 

Im  Intervalle  von  Ä  bis  5  ist  '  X  —  x^l  kleiner  als  ^  Ä  —  B  , 
mithin:  ,  cv^    /^r-.  ,   a        -r»i 

\^mi^)\<^\^-S\. 

Wählen  wir  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  r  und  setzen 
wir  dann  6  =  x:\Ä  —  B\,  so  folgt,  daß  |  9?,„(X)  <  r  für  jedes 
X  innerhalb  des  Intervalles  von  Ä  bis  B  und  für  jeden  Index 
m  >  n  ist,  d.  h.  die  Reihe  (4)  konvergiert  innerhalb  des  Inter 
valles  von  A  bis  B  in  der  Tat  überall  gleichmäßig. 
426] 
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427.  Differentiation  gleichmäßig  konvergenter  un- 
endlicher Reihen.  Es  liege  jetzt  wieder  eine  im  Intervalle 
von  A  bis  £  gleichmäßig  konvergente  unendliche  Reihe 

F(x)  =  v^  +  v,^---  +  v„  +  --- 

von  lauter  stetigen  Funktionen  Vq,  v^,  ...  v^,  ...  vor.  Wir 
fügen  jedoch  noch  die  Voraussetzung  hinzu:  Die  Funktionen 
Vq,  Vj,  ...  Vj^,  ...  sollen  überall  im  Intervalle  stetige  Ableitungen 
haben,  und  die  unendliche  Reihe  dieser  Ableitungen 

(1)  /•(^)=,,;4.^;  +  ...  +  ^;;  +  ... 

soll  ebenfalls  im  Intervalle  gleichmäßig  konvergieren.  Nach 
unserem  letzten  Satze  ist  alsdann: 

XXX  X 

I  f{x)dx  =  /  v^dx  +  /  v^dx  -\ 1-  /  v^dx  +  •  •  •, 

falls  Xq  und  X  innerhalb  des  Intervalles  gewählt  sind,  und 
diese  Reihe  konvergiert  gleichmäßig.    Sie  läßt  sich  so  schreiben: 

X 

J  f(x)dx  =  v^{X)-v^(Xo)  +  v^(X)-v^{x,)  +  •••  +  v^{X)-v„(x,)  +  ••• 
Addieren  wir  F{xq),  so  kommt  nach  Satz  6,  Nr.  103: 

X 

Jf{x)dx  +  F{x,)  =  v,iX)  -[-  f,(X)  +  •  •  •  +  v^{X)  +  ■•.. 

Differentiation  nach  X  gibt  nun: 

aX)  =  ^^MX)  +  v,(X)  +  ...-!-  .„(X)  + . .  .j. 
Hieraus  und  aus  (1)  folgt  für  jedes  X  im  Intervalle: 

VoiX)  +  vi(X)  +  ...-{-v:{X)^...  =  ^[v,(X)  +  v,{X)  +  :.^vJX)  +  ...l 

Satz  27:  Sind  die  Summanden  der  unendlichen  ReiJie 

Fix)  =  üo  +  1^1  +  •  •  •  +  i'„  +  •  •  • 

im  Intervalle  von  A  bis  B  stetige  Funktionen  von  x  mit  stetigen 

Ableitungen  v'o,  v'i,  .  •  .  v'n,  .  .  .  und  konvergiert  sowohl  diese  Reihe 

als  auch  die  unendliche  Reihe 

fix)  =  v'q-\-v'i-\ Vv'n^ 
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innerhalb  des  Intervalles  überall  gleichmäßig,  so  ist  f{x)  die  Ab- 
leitung von  F{x),  d.  h.:  Eine  gleichniüßig  lonvergente  unendliche 
Reihe  darf  gliedweise  differenziert  werden ,  sobald  auch  die  da- 
durch hervorgehende  unendliche  Reihe  gleichmäßig  honvergiert. 

428.  Beispiele.  Die  Sätze  der  beiden  letzten  Nummern 
zeigen,  daß  die  Sätze  Ton  der  gliedweisen  Differentiation  einer 
Summe  und  von  der  gliedweisen  Integration  einer  Summe, 
nämlich  Satz  12  von  Nr.  34  und  Satz  13  von  Nr.  413,  unter 
gewissen  Bedingungen  auch  auf  unendliche  Reihen  ausgedehnt 
werden  können.  Wir  heben  hervor,  daß  dabei  die  Bedingungen 
für  die  Differenzierbarkeit  viel  mehr  verlangen  als  die  für  die 
Integrierbarkeit. 

Liegt  insbesondere  eine  Potenzreihe 

«0  +  ^i(^  —  ^ü)  +  ^2  (:r  —  x^y  +  •  •  •  +  c„{x  —  XoY  H 

vor,  so  wissen  wir  nach  Nr.  364,  daß  sie,  falls  x  komplex  ist, 
innerhalb  ihres  Konvergeuzkreises  gleichmäßig  konvergiert. 
Ist  r*der  Konvergenzradius,  so  ist  folglich  die  Reihe,  wenn 
Cq,  Cj,  Cg»  •  •  •  c„,  •  •  •  ebenso  wie  x  und  Xq  reell  sind,  gleichmäßig 
konvergent  für  ' x  —  Xq'  <C  r,  dagegen  divergent  für  \x  —  Xq  >  r. 
Die  Potenzreihen  liefern  uns  daher  Beispiele  für  unsere  Sätze. 

1.  Beispiel:  Nach  Satz  1,  Nr.  101,  ist  die  Reihe 

(1)  ;rT— *  =  1  -x^-\-x^-x^-] 

im  Intervalle  —  1  <  a:^  <  +  1  gleichmäßig  konvergent.  Wählen 
wir  Xq  =  0,  so  gibt  die  Integration: 

(2)  a:-ctgZ-^--?'  +  f-^  +  ... 

für  X  j  <  1.  Dabei  ist  der  Arkus  im  Intervalle  von  —  \  yt 
bis  +  in;  zu  wählen,  weil  wir  arc  tg  x^  =  arc  tg  0  =  0  an- 
genommen haben.  Man  kann  hieraus  schnell  konvergierende 
Reihen  für  die  Zahl  7t  gewinnen.  Z.  B.  ist  4  arc  tg  4-  gleich 
arc  tg  |f|.     Da  andererseits  arc  tg  1  =  -|;r  ist,  so  folgt: 

i'-P  =  4  arc  tg|  -  arc  tg  ^, 
also  nach  (2): 

'*L239^  "3    ■  V239)       '     "5  V239/  *  ■   J- 
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Brechen  wir  die  erste  Reihe  nach  der  17.,  die  zweite  nach 
der  5.  Potenz  ab,  so  ergibt  sich  hieraus  auf  12  Dezimalen 
genau  ^  _  3^  141  592  653  59Ö. 

Die   Reihe  (2)    ergibt    sich   auch   aus   der   Maclaurinschen 

Entwicklung.    Ist  nämlich  i/  =  arctga,',  so  ist  ij' =  cos^  y  oder 

y  =  cos  y  sin   (^  +  i  ^)-     Hieraus  folgt  durch   Schluß   von  n 

auf  w  +  1  leicht: 

.     ^     •  1     \T        /  ^^  ,  sinr«(arctff«-|-^-7r)] 

yin)  _  ^,,  _  1),  cos"  y  sm  [nl,y+  |;t)]  =  («  -  1)!  -^T;=^p--, 

yi  -|-  X 

wo  die  Wurzel  positiv  ist,  weil  sie  cos  y>0  vorstellt.  Nach 
Satz  24  von  Nr.  116  ist  also: 

wobei  die  Cauchysche  Restform  gilt: 

i?2„  =  sin  [2w  (arc  tg  ßx  +|;r)]  •     /  _^g2^2Ä^''^ 

die  zeigt,  daß  lim  R.2„  =  0  für  w  =  oo  ist,  sobald  |  :r  |  <  1  ist, 
und  auch  noch  für  a;  =  ±  1.  Für  x  =  ±1  geht  die  allerdings 
sehr  langsam  konvergierende  Reihe  für  tc  hervor,  die  Leibniz 
fand:  '^_l_iii_li 

2.  Beispiel:  Nach  der  Binomialformel  (4)  in  Nr.  125  ist 

für     :r  I  <  1 : 

wobei  die  Wurzel  positiv  ist.  Satz  26  von  Nr.  426  gibt,  wenn 
Xq-=0  gewählt  wird,  für  |  X  |  <  1 : 

.  X    ,    IX^       1-3  X«       1.3.6  J^' 

(4)      arc  sin  X  =  ~  +  2  -3-  +  ^TI  X  +  ^TIT^  -f  ^  '  '  - , 

wobei  der  Arkus  zwischen  —\x  und  +  |jt  liegt.  Für  |X|  >  1 
ist  die  Formel  sinnlos.  Die  Reihe  (4)  ist  dagegen  noch  für 
X  =  +  1  konvergent  und  liefert,  wie  wir  nebenbei  bemerken, 
alsdann: 

i^—    l_Li      i_J_LL3.i-J_  13.5  .    L  4.  .  .  . 
2  Jl.  —    1    ~r    2        3    ">     2.4       5    ~  2-4-6       7      1^ 
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Integrale  yoii  elementareu  Funktionen. 


§  1.   Integration  der  rationalen  Funktionen. 

429.  Vorbemerkung.  Wenn  wir  auch  in  Nr.  44 
unter  den  elementaren  Funktionen  nur  gewisse  sehr  spezielle 
Funktionen  verstanden  haben,  so  mag  doch  von  jetzt  an 
jede  solche  Funktion  elementar  heißen,  die  wir  auf  Grund 
der  Differentiationsregeln  von  §  2  bis  5  des  2.  Kap.,  1.  Bd., 
zu  differenzieren  imstande  sind.  Elementar  nennen  wir  also 
solche  Funktionen,  die  aus  den  in  Nr.  44  angeführten  speziellen 
elementaren  Funktionen  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Opera- 
tionen zusammensetzbar  sind.  Nach  Satz  6  von  Nr.  410  hat 
jede  elementare  Funktion,  sobald  sie  in  einem  Intervalle  stetig 
ist,  auch  Integrale,  die  in  demselben  Intervalle  ebenfalls 
stetig  sind. 

Es  liegt  jedoch  kein  Grund  vor  zu  der  Erwartung,  durch 
die  Integration  von  elementaren  Funktionen  wieder  zu  elemen- 
taren Funktionen  zu  gelangen.  In  dem  besonderen  Falle,  den 
wir  in  diesem  Paragraphen  betrachten  wollen,  ist  -.es  aller- 
dings so. 

Daß  zunächst  die  Integrale  der  ganzen  rationalen  FunJdionen 
in  der  Tat  elementar  und  zwar  wieder  ganze  rationale  Funktionen 
sind,  zeigt  das  erste  Beispiel  in  Nr.  414.  Wir  wenden  uns 
zu  den  gebrochenen  rationalen  Funktionen. 

430.  Allgemeine  Integration  einer  gebrochenen 
rationalen  Funktion.  Es  sei  Fix)  :  f(x)  eine  gebrochene 
rationale  Funktion  von  x.  Nach  Nr.  379  dürfen  wir  annehmen, 
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daß  sie  schon  auf  eine  solche  Form  gebracht  sei,  in  der  die 
ganzen  rationalen  Funktionen  F{x)  und  f{x)  relativ  prim  sind. 
Ferner  nehmen  wir  an,  die  Funktion  fix)  sei  schon  in  ihre 
verschiedenen  linearen  Faktoren  zerlegt  worden: 

fix)  =  {x-  ay{x  -  h)^  .  .  .{x  —  ly, 

so  daß  a,  h,  ...  I  voneinander  verschiedene  Konstanten  und 
a,  ß,  .  .  .  k  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Wir  haben  hier 
wie  in  Nr.  383  angenommen,  daß  der  Koeffizient  der  höchsten 
Potenz  von  x  in  fix)  gleich  Eins  sei.  Dies  ist  statthaft,  denn 
wir  können  den  Bruch  Fix)  :  fix)  dadurch,  daß  wir  ihn 
mit  einer  Konstanten  erweitern,  stets  auf  eine  solche  Form 
bringen. 

Nach  Satz  2  in  Nr.  383  läßt  sich  nun  die  vorgelegte  ge- 
brochene Funktion  in  der  Form  darstellen: 

"  F{x)  _        A  A,  ^«-1 

fix)        (^  _  a)"       (x  —  af-^  '^  x  —  a 


(1) 


^  (^x-b)!^       ix-b)l^-^  ^  x-h 


+  — ^  +  — \-,  +  •  •  •  +  ^" ;  +  G{x). 

ix—T)^       ix  —  V)^-^  '    X  —  Z    '        ^   ^ 

Dabei  bedeutend,  A^,  . .  .A^_^,  B,  B^,. . .  B^_^, .  . . L,L^,...L^_^ 
Konstanten,  von  denen  Ä,  B,  .  .  .  L  sämtlich  von  Null  ver- 
schieden sind,  während  G{x)  eine  ganze  rationale  Funktion  ist. 
Diese  Summe  können  wir  nach  Satz  13  von  Nr.  413  gliedweise 
integrieren.  Das  letzte  Glied  G{x)  liefert  dabei  nach  voriger 
Nummer  eine  ganze  rationale  Funktion  Hix). 
Da  ferner  nach  (1)  und  (2)  in  Nr.  402: 


/„  = ,  +  konst.  für  w  4=  1,  /  --  =  In  ^  -1-  konst. 

ist,  woraus  durch  die  Substitution  t  =  x  —  c  folgt: 

/ "  = 7-  -(-  konst.  für  n  4=  1, 


ix  —  cf  in  —  l){x  —  c) 

*  dx 


J 


=  In  ix  —  c)  -f-  konst., 
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SO  ergibt  die  Integration: 

J    fix)  (^_l)(^_a)«-i       (ß_2)(a;-a)"-2  «-«  «    i  ^ 

+-0:,_i  m  (a:  — 6) 


x- 


+  I/^_i  ln.{x  —  T) 


{X—l){x  —  lf-'^       {X  —  2){x  —  Vf~'^  *■— ^ 

+  ^(a;) +konst. 

Das  unbestimmte  Integral  einer  gebrochenen  rationalen 
Funktion  ist  also  darstellbar  als  eine  Summe  aus  rationalen 
und  logarifhmiscJien  Funltionen.  Doch  ist  dies  nur  ein  vor- 
läufiges Ergebnis,  denn  die  Nullstellen  a,  b,  .  .  .1  des  Nenners 
f(x)  können  ja  zum  Teil  oder  sämtlich  komplexe  Zahlen  sein, 
so  daß  dann  in  unserer  Formel  rechts  noch  mit  imaginären 
Größen  behaftete  Glieder  auftreten.  Da  wir  bisher  nur  über  die 
Integration  von  reellen  Funktionen  gesprochen  haben,  so  ist 
unser  Ergebnis  in  diesem  Falle  vorläufig  geradezu  unbegründet. 
Wir  werden  in  Xr.  432  sehen,  daß  es  dennoch  auch  im  Falle 
komplexer  Nullstellen  des  Nenners  zu  dem  richtigen  Ergeb- 
nisse führt. 

Außerdem  ist  hei-vorzuheben,  daß  wir  x  auf  ein  solches 
Intervall  zu  beschränken  haben,  wo  der  Integrand  F(x)  :  f(x) 
stetig  ist,  d.  h.  auf  ein  Intervall,  das '  keine  der  Stellen  a,b,---l 
enthält.  Ist  ferner  z.  B.  a;  —  a  <  0,  so  ist  nach  der  zweiten 
Formel  (2)  von  Nr.  402  statt  In  {x  —  a)  der  Wert  In  (a  —  x) 
zu  setzen. 

431.  Bedingung^  dafür,  daß  das  lutegral  einer  ra- 
tionalen Funktion  auch  rational  wird.  Da  das  Integral 
einer  ganzen  rationalen  Funktion  stets  rational  ist,  sehen  wir 
von  diesem  Falle  ab  und  betrachten  eine  wirklich  gebrochene 
rationale  Funktion  F{x)  :  f{x).  Die  letzte  Formel  der  vorigen 
Nummer  zeigt,  daß  das  Integral  nur  dann  rational  ist,  wenn 
einzeln  ^  n       x>  n  r  n 

ist.  Da  Ä,  B,  ••  ■  L  nach  Satz  2,  Nr.  383,  von  NuU  ver- 
schieden sind  und  andererseits  mit  A^_^,  B^_^,  ••  ■  L)^_^  zu- 
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sammenfaUen,  wenn  a  =  l,  /3  =  1,  •••A=l  ist,  so  ist  also 
vor  allem  erforderlich,  daß  der  Nenner  fix)  Uine  einfache 
NiTÜstelle  habe. 

In  Nr.  390  sahen  wir  nun:  Wenn  man 

setzt,  so  ist 

Also  ist  das  Integral  dann  und  nur  dann  rational,  wenn  die 
Bedingungen  erfüllt  sind: 

(1)       g,(«-i)(a)  =  0,     i^(^-i)(6)  =  0,     ...  «(^-i)(Z)  =  0 

Die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  ist  gleich  der  Anzahl 
der  verschiedenen  NullsteUen  von  fix). 

Ist  der  Grad  des  Zählers  Fi;x)  um  mindestens  zwei  Ein- 
heiten kleiner  als  der  des  Nenners  fix),  so  reduziert  sich  die 
Anzahl  der  Gleichungen  um  Eins.  Denn  wenn  fix)  vom  w*"'' 
Grade  und  Fix)  vom  höchstens  (w  —  2)*^"  Grade  ist,  enthält  die 
Partialbruchzerlegung    (1)    in   Nr.  430    keine   ganze    rationale 

Funktion  Gix),  und  außerdem  ist  dann  a  +  /3 \-  l  gleich  n. 

Bringt  man  nun  alle  Partialbrüche  auf  den  gemeinsamen 
Nenner  fix),  so  wird  der  Zähler  vom  in  —  1)*'"'  Grade  in  x, 
muß  aber  gleich  F{x),  also  vom  höchstens  (w  —  2)*"''  Grade  sein. 
Daher  muß  dabei  x''-'^  den  Koeffizienten  Null  erhalten,  und 
somit  ist  dann: 

oder 

{^)  (a-1)!    +     (p_  1)!    +  ■  •  ■  "^    (i-l)!  ' 

so  daß  also  eine  der  Bedingungen  (1)  eine  Folge  der  übrigen 
ist.  Die  Formel  (2)  umfaßt  als  besonderen  Fall,  nämlich  für 
«  =  |3  =  .  .  .  =  A  =  1,  die  des  Satzes  5  in  Nr.  386. 
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432.  Erste  Methode   zur  lutegcration   einer   ratio- 
nalen Funktion  mit  komplexen  Nullstellen  des  Nenners. 

Wie  in  Nr.  430  gesagt  wurde,  müssen  wir  die  dort  gegebene 
Methode  nocli  ergänzen,  wenn  der  Nenner  f{x)  der  zu  inte- 
grierenden Funktion  F{x)  :  f{x)  komplexe  Nullstellen  hat. 
Wir  nehmen  dabei  natürlich  an,  daß  die  Koeffizienten  von 
F{x)  und  f{x)  sämtlich  reell  seien.  Ist  nun  h  +  ih  eine 
gerade  w? -fache  Nullstelle  des  Nenners,  so  ist  nach  Satz  24, 
Nr.  378,  auch  h  —  ih  eine  solche.  Diese  NuUstellen  liefern 
in  der  Partialbruchzerlegung  (1)  von  Nr.  430  zwei  Summen 
von  der  Form: 


(x  —  h  —  iTcf       (x  —  h  —  ikf-^  x  —  h  —  ik 

S  .  S,  ,  ^m-l 


j r I "n h  •  •  •  H ~ 

^  (r.  —  h-\-ikr       (x  —  h-{-ik:r-'^  '    x  —  h-\-ik 

Dabei  lassen  sich  die  Koeffizienten  li,  R^,  ■  ■  ■  -R„_i  nach 
Nr.  390  durch  ein  Verfahren  berechnen,  das  ebenso  für  S,  S^, 
•  •  •  'S^m_i  zu  benutzen  ist  und  sich  von  jenem  nur  dadurch 
tmterscheidet,  daß  anstatt  h  +  iJi  der  Wert  h  —  ik  zu  nehmen 
ist.  Daraus  folgt,  daß  R  und  >S',  ebenso  jB^  und  S^  usw., 
schließlich  ebenso  -R„,_i  und  S^_i  konjugiert  komplex  sind. 
Die  zu  betrachtenden  Glieder  der  Partialbruchzerlegung  haben 
mithin  die  Form: 


(1) 


1-1  "•"  "^  x  —  h  —  ik 

I ,  ^m-l—i^m-l 

h+ikf'    '    {x  —  h-^ikT''^  x-h-\rik 


Nehmen    wir    vorläufig,    ohne    die    dazu    eigentlich    nötige 
Begründung,    auch   jetzt    die  Integration    so   vor,   als   ob   alle 
diese  Glieder  nur  reelle  Konstanten  enthielten,   so  liefern   die 
beiden  in  (1)  übereinander  stehenden  Summanden 
,„.  M-\-iN  M  —  iN 


{x  —  h  —  ikf       (X  —  Ä  +  ikf 
nach  Nr.  430  das  Integral: 

M  +  iN  M—iN 


^  ^  {m—\.){x  —  h  —  ik)""  -  ^       {m  —  l){x  —  h  +  ikf 
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Die  Summe  (2)  und  ebenso  die  Summe  (3)  ist  reell,  denn 
wenn  darin  ?  mit  —  i  vertauscht  wird,  so  ändern  sich  die 
Summen  nicht.  Die  reellen  Formen  gehen  sofort  hervor,  wenn 
man  die  Summen  auf  gemeinsame  Nenner  bringt.  Um  also 
zu  beweisen,  daß  diese  Methode  der  Integration  im  Bereiche 
der  komplexen  Zahlen  erlaubt  ist,  genügt  es  zu  beweisen,  daß 
der  Differentialquotieut  der  reellen  Funktion  (3)  in  der  Tat 
die  reelle  Funktion  (2)  ist.  Diesen  Nachweis  dürfen  wir  für 
die  Summanden  in  (3)  einzeln  führen,  da  ja  nach  Nr.  368 
auch  im  Bereiche  der  komplexen  Zahlen  die  Regeln  für  die 
Differentiation  einer  Summe  und  einer  ganzzahligen  Potenz 
gelten.  Man  sieht  nun  sofort,  daß  die  Summanden  von  (3) 
differenziert  die  von  (2)  ergeben. 

Derselbe  Schluß  gut  für  jedes  andere  Paar  von  über- 
einanderstehenden  Summanden  des  Ausdruckes  (1),  abgesehen 
von  dem  letzten  Paare      Dieses  Paar 

(A\  itfm-l  +  ^'J^m-1     ,     J^m-l-^'-^m-l 

^    '  x  —  h  —  ik       "•"       x  —  h^ik 

ero-ibt  nämlich,   wenn   wir   unbekümmert   um    die  auftretenden 

im'aginären  Größen  die   gliedweise  Integration   ausführen,    das 

Integral: 

(5)(M„,_,  +  /xY,„_,)Ln(a;-/.-iA:)+(ilf,„_i-iJV,„_0Ln(;r-/i+a-), 

wo    wir    wie    in  Nr.  376    das    Zeichen   Ln   statt    In   benutzen, 

weil    es    sich    um    Logarithmen    im    Bereiche    der    komplexen 

Zahlen    handelt.      Nun    können    wir    die    Summe    (4)    auf   die 

reeUe  Form  bringen: 

/ß\  o  M^_i{.x  —  h)~N^_'^k 

W  ^  ]x-hY-\-k^^ 

Andererseits  können  wir,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll, 
auch  die  Summe  (5)  auf  eine  reelle  Form  bringen.  Ist  dies 
geschehen,  so  genügt  es,  um  die  Richtigkeit  der  angewandten 
Methode  zu  beweisen,  nur  noch  zu  zeigen,  daß  die  reell  ge- 
schriebene   Funktion    (5)    als    Ableitung    die    reelle    Funktion 

(6)  hat. 

Um   den  Ausdruck   (5)    auf  eine   reelle  Form   zu  bringen, 

bedenken  wir,  daß 
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ist,  wenn 


XON  x  —  h—  \/{x  —  hy  +  h^ 

(8)  w  = ^-^ '—^- 

gesetzt  wird.     Die  Größe  w   ist  reell.     Nun  ist  nach  Nr.  376 
und  nach  (7_) 

Ln  {x-h-  ili)  =  In  Yi^-hf  ^  Je'  +  Ln  [^|^ 
oder  also  nach  (1)  in  Nr.  377: 

Lr  (x  —  h  —  ik)  =  |-ln  [(a;  —  hy  +  ^■]+  2?  arc  tg  w. 
Ebenso  ist: 

Ln  {x  —  h-\-  ili)  =  lln [{x  —  hf  +  Je']-  2i  arc  tg  w. 

Setzen  wir  diese  Werte  in  (5)  ein,    so  nimmt  die  Summe  (5) 
in  der  Tat  die  reelle  Form  an: 

(9)  Jf^_,ln  [(x~Jiy  +  Je']-4N^_,^rctg  ^-^-VC^-fe)' +  ^'. 

Dieser  Ausdruck  läßt  noch  eine  Vereinfachung  zu.     Setzen  wir 
nämlich   (x  —  li):Ji  =  z,    so   ist   die   auftretende  Arkusfunktion 

diese:  

arc  tg  [z  —  yz'  +  1) , 


also  ein  Winkel,  dessen  Tangens  gleich  z  —  "j/^M-  1  ist.  Der 
Tangens  des  doppelt  so  großen  Winkels  ist  gleich  —  1  :  z, 
daher: 

—  2  arc  tg  {z  —  Yz^  +  l)  =  —  arc  tg  ( j  =  arc  tg  —  =  arc  ctg  z 

1  , 

=  ^  .T  —  arc  tg  z. 

Da  eine  additive  Konstante  bei  der  ausgeführten  unbestimmten 
Integration  gleichgültig  ist,  so  können  wir  folglich  den  Aus- 
druck (9)  durch 

(10)         M^_,  h,[(x  -  J^y  +  P]-  2.V_,  arctg  ^ 
ersetzen. 

Wenn  wir  diese  reelle  Funktion  von  x  differenzieren,  so 
geht  in  der  Tat  der  Ausdruck  (6)  hervor.  Damit  ist  der  Be- 
weis dafür  beendet,  daß  wir  zunächst  ohne  Rücksicht  auf  auf- 
tretende imaginäre  Konstanten  wie  in  Nr.  430  inteffrieren 
dürfen.  Fassen  wir  nachher  je  zwei  konjugiert  komplexe 
Ausdrücke  zu  einem  zusammen,  und  ersetzen  wir  die  Loga- 
rithmen von  imaginären  Größen,  wie  wir  es  getan  haben,  nach 
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Formel  (1)  von  Nr.  377  durch  Summen  von  Logarithmen  und 
Arkusfunktionen  von  reellen  Größen,  so  ergibt  sich  schließlich 
das  Integral  der  gebrochenen  rationalen  Funktion  in  seiner 
exakten  reellen  Form. 

433.  Zweite  Methode  zur  Integration  einer  ratio- 
nalen Funktion  mit  komplexen  Nullstellen  des  Nenners. 

Dies  Verfahren,  bei  dem  wir  durchaus  im  Bereiche  der  reellen 
Zahlen  verbleiben,  beruht  auf  der  in  Satz  10  von  Nr.  395 
aufgestellten  reellen  Partialbruchzerlegung  von  F(x)  :  f(x),  die 
wir  gliedweise  integrieren.  Jene  Zerlegung  zeigt,  daß  die 
Integration  geleistet  werden  kann,  sobald  wir  Integrale  von 
der  Form: 


<^^  /(^ 


^^+^       dx 


auszuwerten  imstande  sind.  Darin  bedeuten  P,Q,p,q  reelle 
Konstanten,  und  m  ist  eine  positive  ganze  Zahl.  Weil 
x^  -\-  px  +  (1  nach  Nr.  394  die  Form 

x'^  +  px  -{-  q  =  (x  —  h  —  iJc)(x  —  h  -{-  ik)  =  (a;  —  hy  -f  F 

hat,   so   ist  dabei  p  =  —  2h  und  q  =  li^  +  ^'^>  also  umgekehrt 


h  =  -\p,    li=Vq-\p\ 

wobei  der  Radikand  positiv  ist  und  li  mit  beliebigem  Vorzeichen 
gewählt  werden  darf.     Es  ist  also: 

C   ^-  +  ^—  dx  =  T— ^±±^—  dx. 

Einen  speziellen  Fall  dieses  Integrals  haben  wir  im  2.  Beispiele 
in  Nr.  418  erledigt.  Wir  machen  hier  dieselbe  Substitution 
wie  dort,  indem  wir 

(2)  x  =  h-i-  Jet 
setzen,  so  daß  sich  ergibt: 

(3 )  r      -P^  +  ^       ax  =  ~^-~  T— ^-  4-  ^'-^^^  f     ^^ 

Weil  tdt  =  jd(f  -{-  1)  ist,  so  ist  insbesondere  für  m  >  1: 

(4)  r_*^_  = 1 _|.  konst. , 
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dagegen  für  m  =  1 : 

(5)  /^l  =  \^^(^  +  1)  +  konst. 

Es  kommt  also  nur  noch  darauf  an,  das  in  (3)  auftretende 
letzte  Integral  zu  berechnen.     Weil 

1        _  1 t» 

(f  +  1)"»  ~  (<*  -I-  i)«-i       («« -^  1)»« 

ist,  so  wird: 

^^         J  (t'^ir~j  (t^-\-ir-'  Jit'+ir' 

Um  zunächst  das  zweite  Integral  rechts  auszurechnen,  wenden 
wir  teilweise  Integration  nach  Satz  17  in  Xr.  415  an,  indem 
wir  seinen  Integranden  in 

u-v  =  f  ■  — 

zerlegen,  also 

oder  nach  (4) 

_  1 

~        2(w— l)(t*-|-l)'"-^ 
setzen.     Dann  gibt  die  teilweise  Integration 

Setzen  wir  dies  Ergebnis  in  (6 )  ein,  so  kommt  für  w  >  1 : 

„X      /*      dt        ^ t 2m  — 3  r        dt 

^    '  J  {t'  +  Ij'"  ~"  2(m  -  l){r-  +  1)"'-'  '^  2m-2j  fi^^i)"-!  ' 

Es  ist  dies  eine  BeJcursionsformel ,  in  der  wir  nach  und 
nach  ))i  durch  m  —  1,  tn  —  2,  ...  2  ersetzen,  so  daß  insgesamt 
m  —  1  Formeln  hervorgehen,  von  denen  die  letzte  lautet: 

J(t^^  =  2idfT)  +  2  j  r^fl  =  2(t^)  +  ^2  ^^^  ^S  t  +  konst. 
Multiplizieren  wir  die  ni  —  1  Gleichungen  bzw.  mit 

1 
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U  •  V 

=  t 

(t^  + 1)'" 

1 

V  ■■ 

r    tdt 

^} 

J  (t'+ir 

1 

dt 


2m  — 3 

(2w  —  3)  (2  »1  —  5) 

(2»i  — 3)(27»  — 5)-  ■ 

•3 

2  m  —  2  ^ 

'2?n  — 2;(2m  — 4)^ 

(2m  — 2)(2»i  — 4)-. 

•4 
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und  addieren  sie  dann,  so  kommt  für  >m  >  1 : 
/o.      r dt ^ 1^ t  2  »t  —  3 «__ 

J  (*'  +  1)™  ~  (2  '«  —  2)  {f  -\-  l)"»-^        (2»i  —  2)(2  Mi  —  4)  (fä-j-l)'»"-  2  +  *  ■  " 

(2ffl  — 3)(2w  — 5)---3       i  (2w  — 3)(2Hi  — 5)-.-3 

t"  (2  »r-"2K2^=T)T7:2  F+I  "^  (2m-2)(2m-4y:::2  ^^^*^  ^  +  ^^°^*- 

während  wir  natürlich  für  m  =  1  die  einfachere  Formel 

(9)  /   ,         =  arc  tg  ^  +  konst. 

haben. 

Wenn    wir    schließlich    die   Werte  (4)    und   (8)    bzw.    im 
Falle  m  =  1  die  Werte  (5)  und  (9)  in  (3)  einführen,  so  kommt 

(10^    C      ^^+^       dx-  ^—4- 


_^Ph^Q 


k 


'.m-l 


1  t 


L2m  — 2(«*  +  l)'"-^ 


2w  — 3  t 

(2m  — 2)(2w  — 4)  («*+  ly-^ 
(2?»  — 3)(2w  — 5)-  ■  ■  3         t 


(2m  —  2)(2w  —  4)  •  •  ■  2  («^  +  1) 

,    (2w  — 3)(2>H  — 5)---3         ,     .1    ,    ^  . 

+  77. wrk 7x .  arc  tg  ^    +  konst. 

'    (2  m  —  2)  (2  wi  —  4)  •  ■  ■  2  »   J    ' 

für  /;/  >  1,  dagegen  für  ni  =1: 

(11)  T-- i"^  i    dx  =  ^hiif'  +  1)  +  ^^  arc  tg  i!  +  konst. 

Bei  diesen  Formeln  ist  daran  zu  erimiern,  daß  p  =-  —  2h, 

q  =  Ji^  -{-  l'^  und  t  =  [x  —  h) :  k  ist,  so  daß 

.2    1    1   _  a-/' -{- px -{- q 

ist.     Mithin  ergibt  sich: 

(12)  In  (t'  +  1)  =  ln[{x  -  hf  +  Ä;2]  -  2  In  /.-, 

(13)  arc  tg  ^  =  arc  tg '— r —  • 

Es  treten  also,  wie  zu  erwarten  war,  genau  dieselben  Logarithmus- 
und  Arkusfunktionen  wie  bei  der  ersten  Methode  auf,  vgl.  (10) 
in  Nr.  432. 
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Wir  haben  gefunden: 

Satz  1:  Die  Integrale  von  gebrochenen  rationalen  Funktionen 
sind  Summen  von  ganzen  und  gebrochenen  rationalen  Funktionen 
und  von  Funktionen  von  der  Form: 

konst.  ■  In  [ix  —  hy  +  k^],      konst.  •  arc  tg     ^.     • 

Die  zyklomdrischen  Fimliionen  fehlen  nur  dann,  trenn  der 
Nenner  der  zu  integric?-enden  Funktion  keine  komplexe  Null- 
stelle hat. 

Die  wirkliche  Ausführung  der  Integration  erfordert  aller- 
dings die  vorhergehende  Bestimmung  aller  Xullstellen  des 
Nenners. 

§  2.   Integration  algebraischer  Funktionen  durch 
Rationalisieren. 

434.  Rationale  Fuuktioneu  einer  Wurzel  aus  a-{-bx. 

Wir  werden  in  diesem  Paragraphen  eine  Reihe  von  Integralen 
vorführen,  bei  denen  es  durch  Einführung  passender  neuer 
Veränderlicher  gelingt,  die  Integranden  rational  zu  machen,  so 
daß  das  lutegrationsproblem  auf  das  des  ersten  Paragraphen 
zurückkommt.  Ist  eine  solche  Zurückführung  möglich,  so 
sagt  man,  daß  der  Integrand  rationalisicH  werden  kann.  Ins- 
besondere wenden  wir  dies  Verfahren  auf  entwickelte  algebraiscJie 
Funktionen  an  (vgl.  Nr.  39). 

Wenn  zunächst  der  Integrand  f(x)  des  Integrals  ff{x)dx 
eine  rationale  Funktion  von 


y«.  +  bx 

mit  ganzem  positiven  Exponenten  m  ist,  so  setzen  wir 

a+bx^^t"",     d.  h.  a;  =  — =^,     dx  ^'^t^'-^dt , 

so    daß    der  Integrand   des   neuen   in  t  ausgei      ^  '=>n  Integr.  " 
nach  Nr.  417  augenscheinlich  rational  v-  • -^ 

Dasselbe  Verfahren  ist  anwendbar  '^ 

rationale  Funktion  von  mehreren  Poten.  i       j  tu    :     d  len 

Exponenten  rationale  Zahlen  sind.  Den.  .rean  m  die  kleinste 
positive  ganze  Zahl  ist,  die  alle  Nenner  der  auftretenden 
rationalen  Exponenten  als  Faktoren  enthält,  so  sind  alle  jene 
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Potenzen  ganze  Funktionen  der  m*®''  Wurzel  aus  a  +  bx.     Der 
Integrand  ist  folglich  wie  in  dem  vorher  betrachteten  Falle  eine 
rationale  Funktion  dieser  Wurzel. 
Beispiel:  Liegt  das  Integral 

f  1  -i-Vx 


J 


l+]/x     "" 


vor  und  ist  Yx  etwa  positiv,  so  tritt  x  mit  den  Exponenten  |- 
und  j  auf.     Also  setzen  wir  x  =  f,  dx  =  Gt^dt,  so  daß  kommt: 

Die  anzuwendende  Partialbruchzerlegung  ergibt  sich  leicht  durch 
Parti aldivision,  nämlich: 


so  daß  kommt: 


f: 


+  31n(^-  +  1)  +  6  arc  tg^  +  konst. 

+  31n(y'a;  +  1)  +  6  arc  igy^x  +  konst. 
Weil  yx  >  0  angenommen  und  gleich  t^  gesetzt  worden  war, 


so 


ist  t  >  0,  also  y^x  >  0. 


435.    Rationale  Funktionen  von  x  und  ]/«  +  bx. 

Es  sei  die  positive  Quadratwurzel  von  a  -\-  hx  mit  X  bezeichnet. 
Wir  betrachten  alsdann  Integrale 


/  fix,  X)dx , 


deren  In.  '•'''>',  X)  rationale  Funktionen  von  x  und  X 

'  '  '^=f,     d.  h.  dx  =  ^tdf, 

so  wird  der  Integrand  des  neuen  Integrals  offenbar  rational  in  t, 
womit  die  Rationalisierung  geleistet  ist. 
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fx-yV+'hxdx  =  P^^ •  t  ■  \tdt  =  ^  j{i^  -  af)dt 

=  pf/a  +  ^x  ^  (t  ^  ~  T5  '^j  +  konst. 


436.  Bationale  Funktionen  voua?uud]/a+&<>i^+<^^*  Ist 


X  =  y  a  -\-hx  -\-  cx^ 

die  positive  Wurzel  aus  a-^hx-\- cx^  und  sind  die  Koeffizienten 
a,  b,  (■  so  beschaffen,  daß  X  für  ein  gewisses  Intervall  von 
Werten  der  Veränderlichen  x  reell  wird,  so  soll  es  sich  um 
die  Auswertuncr  solcher  Integrale 


/' 


/■(ic,  X)  dx 

handeln,  deren  Integranden  rationale  Funktionen  von  x  und  X 
sind.  Der  Fall  c  =  0  ist  schon  in  voriger  Nummer  erledigt. 
Je  nachdem  c>0  oder  c<CO  ist,  können  wir  setzen: 


x^Ycy^+^x-\-x'  bzw.  x=y-cy-^ 


&         _      2 

c 


Daher  genügt  es,   die  speziellen  Fälle  c  =  +  1  und  c  =  —  1  zu 
untersuchen.     In  dieser  Nummer  nehmen  wir  c  =  +  1,  in  der 
nächsten  c  =  —  1  an. 
Es  sei  also 

X  =  ya-\-hx  +  P. 

Alsdann  können  wir  drei  vei-schiedene  Wege  einschlagen: 

Erste  Methode:  Wir  führen  eine  neue  Veränderliche  t 
ein,  indem  wir  X  =  ^  -j-  a;  oder  X=  t  —  x  wählen.  Setzen 
wir  etwa  X  =  t  —  x,  so  folgt: 

a  -{-l)x  =  f  —  2tx, 
d.  h.  eine  in  x  lineare  Gleichung,  aus  der  sich  ergibt: 

y^)      ^-2t-{-b'     ^-      2t  +  b~~'     ax-z    (2t^b)'~^^- 

Vermöge   dieser  Substitutionen  geht   ein  in   t  rationaler  Inte- 
grand  hervor. 
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Zweite  Methode:  Wenn  insbesondere  «>0  ist,  so  können 
wir  auch  mittels  der  Einführung  von  t  vermöge 

X  =  y~a^tx 

zum  Ziele  kommen,  da  sie  wieder  für  x  eine  lineare  Gleichung 

h  -^x  =  2tya  +  fx 

liefert,  aus  der  sich  ergibt: 

K,^)x—    f,_^-,  ^—        i2_i         ,  ax—     ^       (t^  —  iy       ^^' 

so  daß  der  neue  Integrand  rational  in  t  wird. 

Dritte  Methode:  Wenn  insbesondere  die  Nullstellen  x^,  x^ 
der  quadratischen  Funktion  X^  =  a  -\-  hx  ■}-  x^  reell  sind,  was 
z.  B.  für  «  <  0  stets  der  Fall  ist,  so  köunen  wir  auch  vermöge 

X  =  [X  —  x^)t 

die  neue  Veränderliche  t  einführen.  Denn  da  X^  =  {x  —  x^{x  —  x^ 
ist,  so  geht  für  x  wieder  eine  lineare  Gleichung 

X    ~~~    jOa    \pC  OC-t  J  Z 

hervor,  aus  der  sich  ergibt: 

(3)     ^  =  %f_rf%     X==^^~~^,    dx  =  -2^^'^^dt, 

so  daß  der  neue  Integrand  rational  in  t  wird. 
1.  Beispiel:  Nach  der  ersten  Methode  ist: 

=  In  (2X  +  2a;  +  &j  +  konst. 
=  In  (x  +  \h  +  ya  +  hx-{-  x^)  +  konst. 
Die  zweite  Methode  gibt  dagegen: 

/dx  ['  2dt  C(    1  1    \j.  C  dt      .    C  dt 

=  In  (^  +  1)  -  In  (^  -  1)  +  konst.  =  In  ^^  +  konst. 

^hi^  +  ^-^^  +  konst. 
X  —  x  —  Ya 
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ß 


Wenn  mau  im  Numerus  die  Quadratwurzel  X  durch  Erweitem 
des  Bruches  mit  X  -\-  x  -\-  y  a  entfernt,  so  geht 

■4-  =  i^?i+i_'_t  X   ^^^^ 

X        \b—y7i 

hervor.  Dies  ist  derselbe  Wert  wie  der  bei  der  Anwendung 
der  ersten  Methode  gewonnene,  da  die  Konstante  um  In  (|6  — ]/») 
vergrößert  werden  darf.  Die  dritte  Methode  gibt  zunächst 
wie  die  zweite: 

/dx  f  2dt         ,     <  + 1    ,    ,        , 

Hier  ist  aber  t  =  X  :  (x  —  x^),  so  daß  kommt: 


/ 


^  =  1^  Y  ^  j_  ^    +  Konst. 
A  A  —  X  -\-  x^ 


ß- 


Da  X^  ==  (x  —  Xi)(x  —  X.2)  ist,  läßt  sich  hierfür  schreiben: 

'dx  _  j^  V^^=^  +  KJEK  +  konst. 
■^  ]/x  —  Xj  —  Yx  —  Xj 

=  In  (Yx  —  X2  -\-  Vx  —  arj   +  konst. 
=  In  (2x  —  x^  —  X2  -\-  2 X)  -\-  konst. 

Weil  x^  und  x^  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  X  =  0 
sind,  so  ist  x^  +  x^  gleich  —  h,  so  daß  derselbe  Wert  wie 
beim  ersten  Verfahren  herauskommt. 

2.  Beispiel:  Die  Anwendung  der  ersten  Methode  gibt: 

fVa  +  hx  +  x^^dx  =  "^J^'^'ltlXfdt 


=  1/^ 


\{t^\h?  +  a-\h^ 


dt 


Setzen  wir  t  -\-  \h  =  z,  so  kommt  weiter: 
Da  sich  nun  durch  Partialdivision 

<''+V^'''''  =  ^  +  2(«  -  W)h  +  (« -  wf  h 

ergibt,  so  folgt: 

Jxdx  =  1^2  +  \{a-\¥)]iiz-\{a-\h^yl,  +  konst, 
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Es  ist  aber  nach  (1): 

so  daß  schließlich  hervorgeht: 

/]/a  +  hx+lc^dx  =  i(a:  +  i&) Va  +  hx  -TP 

+  \(a-\l')hi{x+\h+ya+hx+x')+]Lonsi. 
3.  Beispiel:  Die  erste  Methode  ergibt: 

Vermöge  der  Substitution  t  -\-  \h  =  z  geht  hieraus  hervor: 

J  — x-^  ^J ^' '^' 

=  |^-  +  -i''-'ln.+  ^(a-i&^)|  +  konst. 

=  ß X  +  {a  -  \ßb)ln(x  +  \h  +X)  -\-  koust. 


437.  Rationale  Funktionen  von  x  und  Ya-^hx  —  x^. 

Wie  zu  Beginn  der  letzten  Nummer  gesagt  wurde,  betrachten 
wir  jetzt  Integrale,  deren  Integranden  rationale  Funktionen 
von  X  und 

X  =  yä-]-  hx  —  x^ 

sind.  Die  Quadratwurzel  sei  wieder  positiv.  Auch  jetzt  haben 
wir  uns  auf  ein  Intervall  zu  beschränken,  in  dem  X  reell  ist. 
Wir  geben  zwei  Wege  zur  Rationalisierung  an. 

Erste  Methode:  Hätte  die  Gleichung  a  -f  hx  —  x^  =  0 
nur  komplexe  Wurzeln,  so  wäre  X  für  jedes  x  imaginär,  weil 
dann  X^  stets  negativ  wäre.  Hätte  die  quadratische  Gleichung 
zwei  zusammenfallende  Wurzeln,  so  wäre  X  nur  für  diesen 
einen  Wert  von  x  reell,  nämlich  gleich  Null.  Also  folgt,  daß 
wir  voraussetzen  müssen,  daß  die  quadratische  Gleichung  zwei 
verschiedene  reelle   Wurzeln  x^  und  x.^  habe.     Alsdann  ist 


X  =  y(x  —  Xj)  (x^  —  x). 
Wir  führen  nun  die  neue  Veränderliche  t  ein  vermöge: 
X  =  (x  —  Xj)t     oder     x^  —  x  =-  (x  —  Xj)t^. 
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Dies  ist  eine  in  x  lineare  Gleichung,  und  es  kommt: 

Vermöge  dieser  Substitutionen  wird  der  Integrand  rational  in  f. 
Ziceite  Methode:   Ist   insbesondere  a  >  0,   so   kann  man 
eine  neue  Veränderliche  t  auch  durch 

X  =  Ya  +tx 
definieren;  dann  wird  x  durch  die  lineare  Gleichung: 

h  —  x  =  2y~ät-\-fx 
als  Funktion  von  f  gegeben.     Es  kommt: 

_  b  —  2y^t       Y _  bt-\/ä(t'-l)        .^ _  9 |/ä(t--l)-6f  , 

80  daß   der  Integrand  mittels  dieser  Substitutionen  rational  in 
t  wird. 

438.  Spezielle  Fälle.  Liegt  ein  Integral  vor,  das  zu 
den  in  Nr.  436  und  Nr.  437  betrachteten  Klassen  gehört,  so 
führen  zwar  die  angegebenen  Methoden  stets  zum  Ziele;  aber 
man  kann  bisweilen  auf  anderen  Wegen  schneller  zum  Ziele 
gelangen.     Hierfür  einige  Beispiele. 

1.  Beispiel:  Bedenkt  man,  daß  X  =  )/«.  -\-hx  -{-  cx^  den 
Differentialquotienten  (|  ?>  -f  ex) :  X  hat,  so  erkennt  man  un- 
mittelbar, daß 

/^    -\-ex —  ^^  ^  "[/a  +  &a:  -f  cx^  -\-  konst. 
]/o  -f  bx-{-cx- 
ist. 

3.  Beispiel:  Das  Integral 

dx 


f. 


Ya  -\-bx  —  ab- 
läßt sich  so  schreiben: 

dx 


/> 


ya  +  i&*  — (a;-i&)- 
so  daß  es  durch  die  Substitution: 

■«-i^    =/^  d.h.  x=^l)  +  tYa^^\  dx=y'a~^fjb'dt 
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übergeht  in: 

=  /    ,  =  arc  sin  t  -j-  konst. 

ya-[-hx—  a-*     J  yi—t^ 

=  arc  sin  — —   ': +  konst. 

3.  Beispiel:  Es  ist 

ria  +  ßx)dx    _   r^Jlb-ß(ib-x)  ^^ 
^  ya-^-bx  —  X-     J        ya-\-bx  —  x^ 

^        -    ^^J  ya  +  bx-x^      '^J  ya-\-bx-x^ 
also  nach  dem  ersten  und  zweiten  Beispiele: 


/. 


x  —  U 


i^±M£^=(^  +  l^T,Urcsin    

ya^bx-x^       V      I     -f-  ya  +  |fe* 

—  ßYa  -\-hx  —  x^  +  konst. 


439.  Rationale  Funktionen  von  x,    ya  +  bx  und 


y«  +  ßx.     Ist  der  Integrand  eine  rationale  Funktion  von 

X,  y'a  -\-  hx,     Ya  +  ßx, 
so  setzen  wir 

a  -^  ßx  -=  t-,  d.  h.  x  =  — g — ,  dx  =  ^  dt, 

so  daß 


er  Integ-rand  des  in  t  ausged 
eine  rationale  Funktion  von  /  und 


ß  ^  ß 
wird.    Der  Integrand  des  in  t  ausgedrückten  Integrals  wird  daher 


Je  nachdem  h:ß>0  oder  <  0  ist,  läßt  sich  folglich  das  Integral 
auf  eine  der  in  Nr.  436  und  437  betrachteten  Klassen  zurück- 
führen. 

§  3.  Elliptisclie  lutegrale. 

440.    Definition    der   elliptischen   Integrale.     Wir 

gehen  nunmehr  einen  Schritt  weiter,  indem  wir  Integrale  be- 
trachten, deren  Integranden  rationale  Funktionen  von  x  und  einer 
Quadratwurzel  X  aus  einer  ganzen  Funktion  dritten  oder  vierten 
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Grades  sind.  Solche  Integrale  heißen  elliptiscli,  weil  zuerst  das 
Problem  der  Rektifikation  der  Ellipse  auf  ihre  Betrachtung 
geführt  hat,  worauf  wir  in  Nr.  546  zurückkommen. 

Hat  der  Radikand  der  Quadratwurzel  X  eine  mehrfache 
Nullstelle,  z.  B.  die  doppelte  Xullstelle  x■^^,  so  enthält  er  den 
Faktor  {x  —  x^'^,  der  sich  daher  aus  der  Wurzel  herausziehen 
läßt,  so  daß  wir  zu  einem  Integrale  zurückkommen,  das  zu  den 
in  Nr.  436  und  437  betrachteten  Integralen  gehört.  Dies  gilt 
auch,  wenn  die  doppelte  Nullstelle  x^  komplex  ist.  Denn  dann 
hat  der  Radikand  nach  Satz  24,  Nr.  378,  auch  die  zu  x^  kon- 
jugiert komplexe  Zahl  x.j^  zur  doppelten  Nullstelle  und  ist  also 
von  der  Form  konst.  {x  —  x^'^  (x  —  x.^f,  so  daß  das  Wurzel- 
zeichen zu  entfernen  ist  und  für  X  eine  ganze  quadratische 
Funktion  mit  reellen  Koeffizienten  hervorgeht. 

Wir  nehmen  daher  im  folgenden  an:  Der  Hadihand  der 
Quadratwurzel  X  soll  Jceine  mehrfache  Nullstelle  haben.  Alsdann 
läßt  sich  das  elliptische  Integral,  wie  man  zeigen  kann,  im 
allgemeinen  nicht  mehr  vermöge  der  elementaren  Funktionen 
ausdrücken.  Wir  werden  aber  zeigen,  daß  sich  alle  elliptischen 
Integrale  auf  einige  elliptische  Integrale  von  spezieller  Form 
reduzieren  lassen,  und  andeuten,  wie  man  diese  speziellen  ellip- 
tischen Integrale  mittels  unendlicher  Reihen  zu  berechnen  im- 
stande ist. 

Wenn  wir  in  dem  elliptischen  hxiegraXe  J fix,  X)dx,  in  dem 
also  f  eine  rationale  Funktion  von  x  und  X  sein  soll,  vermöge 
einer  Substitution  von  der  Form 

(1)  ^=^'. 

die  neue  Veränderliche  t  einführen,  so  geht  es  wieder  in  ein 
elliptisches  Integral  über,  da  X  gleich  der  durch  {p'  -r  q'tf 
dividierten  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Funktion  dritten 
oder  vierten  Grades  von  t  wird,  während  x  und  dx :  dt  rationale 
Funktionen  von  t  sind.  Wir  können  also  versuchen,  durch 
geeignete  Wahl  der  Koeffizienten  p,  q,  p',  q'  der  linear  ge- 
brochenen Substitution  ( 1)  zu  erreichen,  daß  das  elliptische 
Integral  in  der  neuen  Form  einfacher  wird.  Insbesondere 
haben  wir  unser  Augenmerk  darauf  zu  richten,  den  Radikanden 
der  Quadratwurzel  zu  vereinfachen. 
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441.  Reduktion  der  in  einem  elliptischen  Integrale 
vorkommenden  Quadratwurzel.  Vorauszusetzen  ist,  daß 
alle  Koeffizieuten  des  Kadikanden  der  Quadratwurzel  X  reell 
seien.  Zunächst  nehmen  wir  an,  daß  der  Radikand  vom  vierten 
Grade  sei  und  die  Nullstellen  x^,  x^,  x^' ,  x^  habe.  Da  alle 
Nullstellen  nach  Nr.  440  voneinander  verschieden  sein  sollen, 
so  gibt  es  nach  Nr.  378  nur  drei  Möglichkeiten: 

Erstens  können  x^,  x^,  x^ ,  x^  sämtlich  reell  sein.  Wir 
können  dann  annehmen,  daß  x^y-  x^~>  x^  >  x.^'  sei,  d.  h.: 

(1)  {x^  —  x^')  (n'i  -  x^)  {x^  -  x{)  (a-2  -  xj)  >  0. 

Ztceitens  können  x^  und  x^  reell,  dagegen  Xy=h' -\-  ih'  und 
X2=  h'—  ik'  konjugiert  komplex  sein.  Da  dann  die  Produkte 
{Xj^  —  Xi)  {Xi  —  x./)  und  (xo  —  Xj')  (x^  —  x{)  positiv  sind,  so 
besteht  auch  in  diesem  Falle  die  Ungleichung  (1). 

Drittens  können  sowohl  x^  =  h  -\-  ili  und  x^  =  h  —  iJc  als 
auch  x^'  =  //+  ik'  und  x^'  =  h'  —  ik'  konjugiert  komplex  sein. 
Alsdann  sind  (x^^ — x^'){x^  —  x^)  und  (x^—  x^){x^  —  x^)  positiv, 
so  daß  auch  in  diesem  Falle  die  Ungleichung  (1)  gilt. 

In  jedem  der  drei  Fälle  sind  ferner  {x  —  x^)  {x  —  x^  und 
{x  —  x^)  (x  —  X.2)  reelle  quadratische  Funktionen,  so  daß 

(2)  X^  =  c\x'—{x^  +  x^x  +  x^x^'Wx^  —  {x^  +  x^)x-{- x^x.{\ 

eine  reelle  Zerlegung  des  Radikanden  darstellt,  in  der  c,  x^  -r  x^, 
x-^x.2,  x^  +  x^  und  x-^x^  reelle  Konstanten  bedeuten. 

Als  die  linear  gebrochene  Substitution  (1)  von  Nr.  440 
benutzen  wir  nun   insbesondere  eine  von  der  speziellen  Form: 

(3)  -=^T^', 

in  der  p  und  q  reelle  Konstanten  bedeuten.  Dabei  muß  jedoch 
p  ^  q  gewählt  werden,  weil  sich  sonst  t  aus  (3)  forthebt.  Als- 
dann wird: 

•[(i^+20-(-^i'+O(i>+^0(i+0+^i'<(i+0']- 

Die  eckigen  Klammern  enthalten  reelle  ganze  rationale  Funk- 
tionen zweiten  Grades  von  t.  Wir  behaupten  nun,  daß  sich 
die   reellen   und   verschiedenen   Konstanten  p   und   q   der   Sub- 

[441 


78  Kap.  II.     Integrale  von  elementaren  Funktionen. 

stitution  so  wählen  lassen,  daß  die  in  t  linearen  Glieder  in 
diesen  beiden  quadratischen  Funktionen  fortfallen,  d.  h.  daß 

2pq  —  {x^  +  x^){p  +  g)  +  2^1^:2  =  0 , 
2pq  —  (x/  +  x{){p  +  2)  +  2x^'x^  =  0 

wird.  Da  sich  aus  diesen  Forderungen  pq  und  p  -[■  q  berechnen 
lassen,  so  heißt  dies:  p  und  q  sollen  die  Wurzeln  der  qua- 
dratischen Gleichung 

1^1     ~|~     Xn  X-t  Xa    jX        ~-~    ^    yX-jXa     ~~"    X-i     tA-a     )X 

-f-  X^X^  [X■^^  -\-  X^  )        ^x  "^2  y*^!  ~r  '^2/  ^^  ^ 
sein.     Es    erübrigt    also   zu  beweisen,    daß   diese   quadratische 
Gleichung    zwei    reelle    und   verschiedene    Wurzeln    hat.      Die 
Bedingung  dafür  lautet: 

\X-^X^         ^l  ^2  ) 

—  {x^-\-  x.^  —  x^'  —  x^')  \XyX^{x^'  +  X.2)  —  x^x^'ix.^  -f  x^\]  >  0, 

ivohei  aUerdiii{/s  x^  -]-  x^  =^  x^'  -{-  xj  vorausgesetzt  icorden  ist. 
Die  hier  links  stehende  ganze  rationale  Funktion  von  x^,  x^, 
x^ ,  x^  ist,  wie  man  sieht,  gleich  Null,  wenn  Xy  =  x^  oder 
Xy  =  x^'  oder  x^  =  x^  oder  x^  =  x^'  ist,  muß  also  die  Form 

konst.  {Xy  —  x-^){x^  —  x^'){x^  —  ^i')(^2  ""  ^2'J 
haben.     Die   Vergleichung    der   Koeffizienten    von   x^^x^^   lehrt 
überdies,   daß   der  konstante  Faktor  gleich  Eins  ist.     Die  Be- 
dingung  ist  also   identisch   mit  der  Ungleichung  (1),  von  der 
wir  wissen,  daß  sie  in  jedem  Falle  besteht. 

Mithin  lassen  sich  p  und  q  reell  und  verschieden  in  der 
Art  wählen,  daß  der  Ausdruck  (4)  von  X^  die  speziellere  Form 
annimmt:  ^  („  _|_  fe^^)  (^-  + fe-^») 

{i  +  ty 

in  der  a,  h,  a.  h'  reelle  Konstanten  sind. 

Allerdings  wurde  x^  -\-  x^  =^  x^  -f  a'  angenommen.  Ist 
jedoch  X]^-\-  x^  =  x^  -{■  x^ ,  so  benutzen  wir  statt  (3)  die  noch 
speziellere  lineare  Substitution: 

x=t  +  \  {Xy  +  x^)  =  ^  -f  I  (rr/  +  x^), 
wodurch  der  Wert  (2)  von  X-  übergeht  in: 

X2  ^c\t'-\  (x,  -  x,y]  [t'-  -  i  {X,'  -  x,yi 
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so  daß  X'^  die  Form  annimmt: 

"WO  a,  b  und  a',  h'  reelle  Konstanten  sind. 

Je  nachdem  x^  -\-  x^=^  x^  +  x^  oder  =  x^  +  x^  ist,  gelten 
also  die  Formeln: 


^~    1+«  ' 


^=^(rT"<ri^>  +  ^^')(«'+^''^')' 


X  —  ^    I    Y  v'^'i  T"  ^2  j ; 


Man  sieht  hieraus,  daß  das  elliptische  Integral  j/"(a;,  JC)dx 
auch  in  der  neuen  Veränderlichen  t  ein  elliptisches  Integral 
J^(t,  T)dt  bleibt,  bei  dem  die  Quadratwurzel  T  eine  speziellere 
Form  

T^V(a-\-ht^)(a  +b'f) 

hat.     Außerdem  ist  in  beiden  Fällen 

dx       ,        .dt 
-^  =  konst.  Y- 

Ehe  wir  die  Ergebnisse  in  einem  Satze  zusammenfassen, 
soll  noch  analog  der  Fall  erledigt  werden,  in  dem  X^  nur  vom 
dritten  Grade  ist  und  keine  mehrfachen  NullsteUen  hat.  Sind 
x^,  x^,  x^  die  Nullstellen  von  X^,  so  gibt  es  nach  Nr,  378  nur 
2wei  Fälle:  Es  darf  x^  stets  reell  angenommen  werden,  während 
entweder  X2  und  x^  beide  reell  sind  und  alsdann  Xj^  >  x^ 
>  x^  gesetzt  werden  darf  oder  aber  Xo  und  x^  konjugiert 
komplex,  also  von  der  Form  h  +  iJi  sind.     In  beiden  Fällen  ist 

(5)     >  (Xi  —  x^)  (rTj  —  Xs)  >  0. 

Da  in  beiden  Fällen  x  —  x^  und  (x  —  x^)  (x  —  x^)  reelle 
Punktionen  sind,  so  zerlegen  wir  X^  reell  in  der  Form: 

X^  =  c(x  —  Xj)  [x^  —  {x^  +  X^)  X  +  x^x^]. 
Vermöge  der  Substitution 


^~    1  +  i 
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wird  jetzt,  wenn  wir  noch  mit  1  +  ^  multiplizieren  und  dividieren: 
^'  =  ITTW  t^  -  ^1  +  ^^  +  5  -  ^Xi)f  +  ('I  -  ^i)^'] 

Kv  +  qty  -  (^2  +  ^3)  (p  +  20  (1  +  0  +  ^2^.3  (1  +  ifi 

In  den  beiden  eckigen  Klammem  stehen,  wenn  p  und  q 
reell  gewählt  werden,  reelle  ganze  rationale  Funktionen  zweiten 
Grades  von  t.  Wieder  lassen  sich,  behaupten  wir,  die  Kon- 
stanten p  und  q  reell  und  verschieden  und  zwar  derart  wählen, 
daß  die  in  t  linearen  Glieder  in  beiden  Funktionen  fehlen. 
Denn  die  Bedingungen  hierfür  sind 

p+  q^  2x^,     2pq  -  {x^  -f  x^)  (p  +  q)  +  2x^x^  =  0, 

anders    ausgedrückt:   p    und    q   müssen   die   Wurzeln   der  qua- 
dratischen Gleichung 

sein,    die    in    der  Tat    wegen    der   Ungleichung    (5)   reell   und 

•verschieden  sind.     Im    übrigen  schließen  wir  wie  vorhin,   als 

wir  X^  als  Funktion  vom  vierten  Grade  annahmen. 

Wir  fassen  alle  Ergebnisse  zusammen  in  dem 

Sat0  2:  Jedes  reelle  elliptische  Integral  ff(x,X)dx,  in  dem 

die  hiquadratische  oder  Jcuhische  ganze  Funktion  X^  von  x  keine 

mehrfache  Nullstelle  hat,  läßt  sich  durch  Einführung  einer  neuen 

Veränderlichen  t  vermöge  einer  reellen  Substitution,  die  sich  der 

dllqemeinen  Form  ,     . 

„  _  P jf  Sj 

p  -\-q_t 

unterordnet,  stets  in  ein  solches  reelles  elliptisches  Integral  f(p(t,  T)dt 
verwandeln,  in  dem  die  Quadrattvursel  T  eine  spezielle  Form: 

T  =  /(a  +  ht'Yi^'  +  b't') 

mit  reellen  Koeffizienten  a,  h,  a',  h'  hat.    Infolge  der  Suhstitution 

ist  außerdem:  ,  ,, 

'  ax       7        ,  clt 

^  =  konst.  rp- 

442.  Weitere  Reduktion  der  elliptischen  Integrale. 

Nach  dem  letzten  Satze  dürfen  wir  uns  auf  die  Betrachtung 
der  elliptischen  Integrale  von  dieser  spezielleren  Form /g)(/,  T)dt 
beschränken.  Da  (p  eine  rationale  Funktion  von  t  und  T  ist, 
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läßt  sich  (p  als  Bruch  aus  zwei  (fanzcn  rationalen  Funktionen 
von  t  und  T  darstellen.  Indem  wir  im  Zähler  und  Nenner 
die  mit  geraden  Potenzen  von  t  behafteten  Glieder  von  den 
mit  ungeraden  Potenzen  von  t  behafteten  absondern,  bringen 
wir  OD  auf  die  Form: 

^  ~  ~'M-\-Nt  ' 

worin  M^,  N^,  M,  N  ganze  rationale  Funktionen  von  f-  und 
T  sind.  Wenn  wir  diesen  Bruch  mit  31  —  Nf  erweitern,  er- 
hält er  die  Form: 

_  MMj^  -\-  (MNy  —  NM,)t  —  NN,t^ 
<P  —  M'  —  NH"^^  ' 

80  daß  t  im  Nenner  nur  noch  in  geraden  Potenzen  auftritt. 
Daher  läßt  sich  (p  stets  auf  eine  solche  Form: 

cp  =  P+  Qf 

bringen,  in  der  P  und  Q  ganze  oder  gebrochene  rationale 
Funktionen  von  t^  und  T  sind.  Nunmehr  ist  das  elliptische 
Integral  als  Summe  darzustellen: 

ffpdt^fpdt  +  JQtdt. 

Das  zweite  Integral  rechts  läßt  sich  durch  elementare 
Funktionen  ausdrücken.  Denn  wenn  wir  darin  die  Substitution 
t^  =  z  machen,  so  wird  tat  =  \dz,  also 

JQtdt  =  \JQdz, 

wo  Q  eine  rationale  Funktion  von  t~  und  T,   d.  h.  von  ^  und 

/(a  +  hz)  (ä'l-  h'z) 

ist.  Es  tritt  also  nur  eine  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen 
quadratischen  Funktion  der  neuen  Veränderlichen  z  auf,  so  daß 
dies  Integral  nach  Nr.  436  bis  438  durch  algebraische,  logarith- 
mische und  zjklometri^che  Funktionen  ausdrückbar  ist. 

Von  Interesse  ist  also  nur  noch  die  Untersuchung  der 
elliptischen  Integrale  von  der  Form  JP dt,  ivorin  P  eine  rationale 
Funktion  von  f  und  T  ist.  Diese  Funktion  P  ist  ein  Bruch 
aus   zwei  ganzen  rationalen  Funktionen  von  t^  und  T.     Wenn 
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wir  im   Zähler   und  im  Nenner  alle  geraden  Potenzen  von  T 
mittels 

(1)  T^  =  (a-^  hf)  ia'  +  h'f) 

rational  und  ganz  durch  t-  ausdrücken,  so  nimmt  das  Integral 
die  Form  an: 

wo  A,  B,   C,  D  ganze  rationale  FunJdionen  von  t^  allein  sind. 
Erweitern  wir  den  Integranden  mit  D—  C:  T  und  schi-eiben 
wir    für    T^    seinen    Wert    (1),    so    nimmt    das    Integral    die 
Form  an: 


j'pdt^J{i>  +  l)<u=Jmt+Jw 


WO  O  und  ^P"  ganze  oder  gebrochene  rationale  Funktionen  von 
t^  allein  sind. 

Das  Integral  f  Odt  läßt  sich  nach  Satz  1,  Nr.  433,  durch 
algebraische,  logarithmische  und  zy klometrische  Funktionen 
ausdrücken.     Also  ergibt  sich: 

Satz  3:  Jedes  reelle  elliptische  Integral  ist  gleich  einer 
reellen  Summe  von  algebraischen,  logarithmischen  und  zyklo- 
metrischen  Funktionen  und  von  einem  elliptischen  Integrale  von 
der  besonderen  Form: 


f^(t')  % 


worin   '*¥  eine  reelle  ganze  oder  gebrochene  rationale  Funktion 

von  t^  und  ^_____ 

J=  -|/(a+  ht^)  (a'+b't') 

ist.     Dabei  sind  a,  b,  o',  b'  reelle  Konstanten. 

443.  Normalformen  des  Radikanden  in  einem  ellip- 
tischen Integrale.  Wir  betrachten  jetzt  die  in  dem  letzten 
elliptischen  Integrale  auftretende  Quadratwurzel  T  genauer. 
Je  nachdem  darin  die  Konstanten  a,  b,  «',  b'  positiv  oder 
negativ  sind,  ergeben  sich  verschiedene  Gestalten  von  T.  Da  ein 
positiver  konstanter  Faktor  des  Radikanden  aus  der  Wurzel  heraus- 
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gezogen  werden  und  in  die  Funktion  W(t-)  hineingebracht  werden 
kann,  so  erhellt,  daß  die  folgenden  fünf  Gestalten  übrig  bleiben: 


(1)  T  =  y-^(f-x'){f-ii'), 

(2)  T  =  y-{t^-X^)it^-i,^), 

(3)  T  =  /TFqri^"(F"=vy, 

(4)  T  =  /3-(F+ITF=V), 

(5)  T  =  y  +  {t'  +  k')  (f  4-  ii'), 

worin  A  und  u  reelle  Konstanten  bedeuten.    Denn  der  sechste  Fall 


ist  auszusehließen,  weil  es  in  diesem  Falle  kein  reelles  Intervall 
für  t  gibt,  in  dem  T  reell  ist. 

Wir  werden  nun  zeigen,  daß  sich  die  Wurzel  in  allen  fünf 
Fällen  durch  Einführung  einer  passenden  neuen  Veränderlichen, 
wodurch  die  charakteristische  Form  des  elliptischen  Integrals 
in  Satz  3  der  voi-igen  Nummer  nicht  geändert  wird,  auf  ein 
und  dieselbe  Form  bringen  läßt.  Diese  sogenannte  Normalform 
ist  keineswegs  die  einzig  mögliche,  denn  in  allen  fünf  Fällen 
lassen  sich  die  Wurzeln  noch  auf  mehreren  anderen  Wegen 
auf  andere  gemeinsame  Formen  bringen.  Wir  wollen  die  in 
mancher  Hinsicht  bequemste  Xormalform  aufstellen,  die  übrigens 
auch  am  meisten  angewandt  wird. 

Vorweg  einige  Bemerkungen:  In  den  Fällen  (1),  (2)  und 
(5)  ändert  sich  T  nicht,  wenn  A"  mit  ^^  vertauscht  wird.  In 
diesen  drei  Fällen  darf  daher  l^  <  fi^  angenommen  werden. 
Ferner  führen  wir  nachher  in  jedem  der  fünf  Fälle  eine  neue 
positive  Konstante  k^  ein;  man  wird  dabei  bemerken,  daß  sie 
stets  kleiner  als  Eins,  also  ein  positiver  echter  Bruch  ist. 
Weiterhin  ist  zu  beachten,  welche  Variabilitätsbereiche  der 
Veränderlichen  t^  aufzuerlegen  sind,  damit  die  Wurzel  T  reell 
bleibe.  Im  Falle  (1)  sind  es  zwei  Bereiche,  nämlich  0<i!^<A^ 
und  f-  >  /i^,  in  allen  anderen  Fällen  ist  es  immer  nur  einer. 
Im  FaUe  (2)  nämlich  muß  k^<t^<ii^,  im  Falle  (3)  muß 
t^>^-,  im  Falle  (4)  muß  0<t^<(i^  sein,  und  im  Falle  (5) 
darf  t~  alle  positiven  Werte  annehmen.  Wir  werden  nun  in 
jedem   der  fünf  Fälle  und  für  jeden  der  möglichen  Variabilitäts- 
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bereiche,  also  insgesamt  auf  sechs  Arten,  eine  Substitution 
angeben,  vermöge  derer  statt  t  eine  neue  Veränderliche  x  ein- 
geführt wird. 

Alles  dies  sowie  die  infolge  der  Substitutionen  hervor- 
gehenden Werte  stellen  wir  in  den  folgenden  Übersichten  knapp 
zusammen.  Man  überzeuge  sich  jedesmal  davon,  daß,  wenn  t^  den 
vorgeschriebenen  Variabilitätsbereich  durchläuft,  x^  alle  We>ie 
ziiischen  Null  und  Ems  annimmt. 

Fall  (1):  }}<a-,  k' =  ^^■ 
Für  0<t'<  }}'. 


f==XH\    dt  =  kdx,    T  =  k(i^V{l-x'^(l-k^x'), 
dt 1  dx 

T  ~  ii'  yri— X*)  (1  — Pa;«) 

Für  f  >  ti': 

'     x^  '  x^ 

dt  1  dx 


t'^^,,      dt^-^i"^,      T=^,V(l-x^)(l-Jc^x'), 


Fall  {2):  X'  <  u',    k'  =  ''^,-,     l'<e-<  a' 


xdx 
dt  1  dx 


T  fi   |/(i_a;*)(l  — Ä^x») 

Fall  iß):  ¥  =  ^^«,     i'  >  ^'■ 


_  Xyi  xy'i—k'^x^ 

\/l  —  x^"      ^  ~ 
dt        k  dx 


,9  (i^  j,  xax  rr       ^yi  xy . 

1  —  x^'  f*,/i_„s37  l-         i_a; 


Fall  (4):  ¥  =  ^y^ ,     0  <  ^^  <  u\ 


xdx 
dt  k  dx 


t'=^(i^l-x%    ^^  =  -^^7=,     T  =  ^xVV^k'x', 


T  u.  y(i_a;2)(i_^-*a;«) 
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f* 


dt         1  dx 

Diese  Ergebnisse  lehren: 

Satz  4:  Jedes  reelle  elliptische  Integral  von  der  Form 

dt 


f 


y{a-{-bt^){a  -{-b't^) 

läßt  sich  durch  Einführung  einer  neuen   Veränderlichen  x  ver- 
möge einer  passenden  Substitution  von  der  Form 

r  +  sx'- 
mit  reellen  Konstanten  a,  ß,  y^  ö  auf  die  Form  bringen: 

dx 


honst. 


Jvö^ 


x^)  (1  —  k^x*) 

Dabei  ist  Ji-  ein  positiver  echter  Bruch.  Wenn  t^  einen 
solchen  Variahilitätsbereich,  in  dem  ]/(a  -{-  bt^)  {a'  -\-  b't^)  reell 
ist,  vollständig  durchläuft,  so  nimmt  x'  (die  Werte  von  Nidl  bis 
Eins  an. 

Die  Zusammenstellung  der  fünf  Fälle  zeigt  in  der  Tat, 
daß  sich  die  sechs  angewandten  Substitutionen  der  allge- 
meinen Form 


yi-äx' 

unterordnen.  Da  diese  Substitution  jede  rationale  Funktion 
von  t^  in  eine  rationale  Funktion  von  x  verwandelt,  so  folgt 
aus  Satz  3  der  vorigen  Nummer  der 

Satz  5:  Jedes  reelle  elliptische  Integral  ist  gleich  einer 
Summe  von  reellen  algebraischen,  logarithmischen,  zyldometrischen 
Funliionen  und  einem  elliptischen  Integrale  von  der  besonderen 
Form 


ß 
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in  dem  f(x^)  eine  ganze  oder  gebrochene  reelle  rationale  Funktion 
von  x^  bedeutet  und 

X  =  1/(1  —  rr^Kl -^-^x^) 

ist,  wobei  k^  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet. 

444.  Abermalige  Reduktion  der  elliptischen  Inte- 
grale. Nach  dem  letzten  Satze  interessieren  uns  nur  noch  die 
elliptischen  Integrale  , 

von  der  angegebenen  besonderen  Form. 

Da  fix^)  eine  rationale  Funktion  von  x^  ist,  so  können 
wir  auf  sie  die  Partialbruchzerlegung  anwenden.  Wollten  wir 
auch  weiterhin  gründlich  vorgehen,  so  müßten  wir  die  in 
Satz  10  von  Nr.  395  gewonnene  reelle  Partialbruchzerlegung 
anwenden.  Um  jedoch  in  unserem  Abrisse  aus  der  Theorie  der 
elliptischen  Integrale  nicht  zu  sehr  ins  Einzelne  zu  gehen, 
wollen  wir  die  einfachere,  ivetin  auch  nicht  stets  reelle  Partial- 
bruchzerlegung des  Satzes  2  in  Nr.  383  anwenden,  tvobei  jetzt 
X'  an  die  Stelle  von  x  tritt. 

Vermöge  ihrer  wird  f[x^)  in  eine  Summe  aus  einer  ganzen 
rationalen  Funktion  G{x-)  von  x^  und  Partialbrüchen  zerteilt. 
Da  G{x-)  eine  Summe  von  mit  Konstanten  multiplizierten 
ganzen  positiven  Potenzen  von  x-  ist,  so  zeigt  die  Einsetzung 
der  Zerlegung  von  f{x^)  in  das  elliptische  Integral:  Das  Integral 
kann  zerteilt  werden  in  eine  Summe,  deren  Summanden,  ab- 
gesehen von  konstanten  Faktoren,  die  beiden  charakteristischen 
Formen  „  ^        , 

J       X     '  J  [x^'-ayx 

haben.  Dabei  sind  u  und  v  ganze  positive  Zahlen,  während 
a  eine  Konstante  bedeutet.  Es  können  nun  insbesondere  solche 
Integrale  von  der  zweiten  Art  auftreten,  in  denen  a  =  0  ist, 
Sie  lassen  sich  so  schreiben: 


f 


{x^ydx 


X 

und  können  also  zu  denen  der  ersten  Art  gerechnet  werden, 
falls  man  auch  negative  ganze  Zahlen  für  /i  zuläßt.  Ist  da- 
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gegen   a   iu   einem  Integi-ale  von  der  zweiten  Art  nicht  gleich 

Null,   so   können   wir  —  1  :  a  =  n  setzen  und  das  Integral  auf 

die  Form  ^        , 

konst.   / —- 

bringen. 

Satz  6:  Jedes  elliptische  Integral  ist  gleich  ein&r  Summe 
von  algebraischen,  logarithmischen  und  zyMometri sehen  FunMionen, 
vermehrt  um  eine  Summe,  deren  Summanden,  abgesehen  vmi  kon- 
stanten Faktoren,  die  Formen  haben: 

Y  —  r  a?^'dx       y,  _  r dx 

■"     J  Y{l-x^){l-r-x^) '         '  ~J  (1  +  nx^'T  y{l-x^{l-lrx') 

Von  den  Konstanten  ^,  v,  n  und  Jc^  ist  ^  ganzzahlig,  v  ganz- 
Mihlig  und  positiv  und  k^  ein  positiver  echter  Bruclt. 

Wegen  der  zu  Anfang  dieser  Nummer  gemachten  Be- 
merkung haben  wir  in  der  Formulierung  dieses  Satzes  von 
■dem  Beiworte:  reell  absehen  müssen. 

Die  letzten  Betrachtungen  lehren  aber  jedenfalls,  daß  den 
elliptischen  Integralen  von  der  Form  Y^  und  Z^,  eine  besonders 
hervorragende  Bedeutung  zukommt.  Wir  werden  in  Nr.  445 
und  Nr.  447  zeigen,  daß  auch  sie  sich  noch  weiter  reduzieren 
lassen. 

445.  Elliptische  Normaliutegrale  erster  und  zweiter 
Gattung.     Da   X^   den  Wert   (1  —  x^)  (1  —  k^^x^)   hat,   so   ist 

X  ^'  =  -  (1  +  ¥)  X  +  2¥x\ 
dx  \      >       /        ' 

Hieraus  folgt  durch  Multiplikation  mit  x^^'^dx:  X  und 
Integration  sofort: 

<1)        ß'"~'  If  ^^  =  -  (1  +  ^"'^  ^/'-^  +  ^^'^^'- 

Das  links  stehende  Integral  können  wir  durch  teilweise  Inte- 
gration umwandeln: 

A;2."-3  ^dx  =  x^^^-^X  -  (2^  -  3)  Cx^^-'^Xdx. 

Hier  setzen  wir  im  letzten  Integrale 

^       X«        i  —  (i^]c^)x^-\-k^x* 
X  =  ^iF  = 


X  X 
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ein  und  erhalten: 


/ 


ax 


-  {2ii  -  3)  [r_2  -  (1  +  P)  i;_,  +  Pr^]  +  konst. 

Führen  wir  diesen  Wert  in  (1)  links  ein,  so  erhalten  wir 
schließlich  die  Formel: 

(2)    (2^  -  1)  /.-^i;  -  {2^.  -  2)  (1  +  k')  Y^_,  +  (2^  -  3j  i;_, 
=  a;2."-3X  + konst. 

Es  ist  dies  eine  Relcursionsformcl ,  die,  falls  /t  eine  ganze 
Zahl  und  größer  als  Eins  ist,  gestattet,  nacheinander  Y^  (für 
tt  =  2),    Y^  (für  ti  =  3)  usw.  auszudrücken  als  Summe  Yon  der 

konst.  Yq  +  konst.  Y^  +  g(x)X, 

wo  g(x)  eine  ganze  rationale  Funktion  von  x  bedeutet.    Femer 
gibt   (2)   bei   der  Annahme   /a  =  1    eine  ebensolche  Formel  für 
Y_^,  bei  der  Annahme  u  =  0  alsdann  für   Y_^  usw. 
Satz  7:  Alle  elliptischen  Integrale  von  der  Form 


J 


V(l  —  a-*)  (1  —  k^x^) 

worin   (i   eine  ganze   Zahl   bedeutet,    lassen   sich   darstellen    als 
Summen  von  der  Form 

x^dx 


l-onst.  I  ^  +  Jconst.  l  -—= 


x^)  (1  —  k^x-) 


+  g{x)-\/{l-x'){l-hH% 

wo  g(x)  eine  ganze  rationale  Funktion  von  x  ist. 

Daher   ist    die  Berechnung    der  elliptischen  Integrale   Y 
zurückgeführt  auf  die  der  beiden  speziellen  elliptischen  Integrale 

X  X 

Y  _  /* dx^ Y  _  r x^dx /h'  <  1\ 

0  ~J  y(l— x«)(l^-^'       ^      J  V(l— a;*)  {l  —  k-'x')     U'  <  V' 

0  0 

die    man    die    elliptischen    Normal  integrale    erster    und    zweiter 
Gattmiff  nennt.     Die  Zahl  Je  heißt  ihr  Modul. 

446.  Berechnung  der  elliptischen  Normalintegrale 
erster  und  zweiter  Gattung.  Mit  Hilfe  des  Satzes  26  in 
Nr.  42f)  können  wir  die  beiden  Normalintegrale  berechnen. 
Denn  da  x^  auf  das  Intervall  von  0  bis  1  beschränkt  ist  und 
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A,"  einen  positiven  echten  Brucli  bedeutet,  ist  nach  der  Binomial- 
formel  (4)  in  Nr.  125,  falls  l/l  —  li^x^  positiv  gewählt  wird: 


yi_^-2^2         "12      "^      '2-4  '2.4-6' 

Diese  Reihe  konvergiert  nach  der  Bemerkung  zu  Beginn  von 
Nr.  428  gleichmäßig.  Gliedweise  Multiplikation  mit  1 :  y  1  —  x^ 
gibt  eine  ebenfalls  gleichmäßig  konvergierende  Reihe,  deren 
gliedweise  Integration  nach  dem  zitierten  Satze  2Q  in  Nr.  426 
das  elliptische  Normalintegral  erster  Gattung  auf  die  Form 
bringt: 


X  XX 

y{i-x){i-r^x^)  ~J  yi  -x^     -   J  i/r= 


+  ^~:^M7i^,+ 


1  •  3  X.4  r  ^* 

0 

Ebenso  ergibt  sich  für  das  elliptische  Normalintegral  zweiter 
Gattung  für  ,  rr  j  <  1 : 

/'  x^dx  r  x^dx      <    \  1.2  r  x*dx 

y(i  —  x^)  (i^^k^x^)  ~J  yT^^      ^    J  yi  — X* 


1-3    ,/-  X« 


+  H^-M.-#^.+ 


x- 


Die   einzelnen  Glieder   dieser  Reihen   lassen   sich,   da  teil- 
weise Intesrration : 


/  x"d 


x"*-- 

1 

^ 

rx'^-^dx 

yi 

m    J 

■  X- 

/rt 

'yi-x* 

0 

liefert  und  hierin  m  =  2,  4,  6  •  •  •  gesetzt  werden  kann,  nach 
einander  in  der  Form: 

X 

— ^  oder  ^(a;)yi  — ,2;^  + konst. aresin a; 

y  1     X 

0 

darstellen,   wobei  jedesmal  g(x)  eine  ganze  rationale  Funktion 
bedeutet. 
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Je  kleiner  der  echte  Bruch  Ä"  ist,  um  so  schneller  nehmen 
die  Glieder  der  unendlichen  Reihen  ab.  Für  «ip-ößere  Werte 
von  h^  kann  man  andere,  ebenfalls  schneller  konvergierende 
Reihen  aufstellen,  worauf  wir  jedoch  hier  nicht  eingehen. 

447.  Elliptisches  Normaliutegral  dritter  G-attuug. 

Nach   den   Auseinandersetzungen   von   Nr.   444   betrachten   wir 
jetzt  die  elliptischen  Integrale 
dx 


'Je 


;,  WO  X  =  /(l  -  x^)  (1  -  Px^)  ist. 


(l  +  nxyx' 

Dabei  bedeutet  v  eine  positive  ganze  Zahl.  Um  für  diese 
Integrale  eine  Rekursionsformel  zu  gewinnen,  gehen  wir  von 
der  Formel  aus: 

....    d  xX  \X-  —  {l+k'^x^^2r-x*'\{\-{-nx^  —  2n{v  —  \)x''X\ 

^  ^  dx^ij^nx^^'-^^  '{l^nx'YX 

Bezeichnen  wir  für  den  Augenblick  1  +  nx^  mit  oj,  so  ist 


^  1),  X^  =  -,  (w  +  1  -  cöj  in  +  h^  -  ¥oo). 


Wenn    diese   Werte    in    den  Zähler    rechts    eingesetzt    werden, 
so  nimmt  er  die  Form  an: 

(2v  —  2)  a  —  (2v  -  3 )  ßco  +  (2v  —  4)  yoo-  -  i2v  -  b)  <Jo^^ 
wobei  a,  ß,  y,  d  die  folgenden  Konstanten  sind: 

'a  =  ~  {n  +  1)  (n  +  J:%    ß  ^  },  \n(n  +  2)  +  (2«  +  3)Z--], 


(2) 


n- 


y  =  l  [w  + («  +  3)A-2],    d  =  ^'' 


«• 


Die  Formel  (1)  läßt  sich  demnach  so  schreiben: 

(2v  — 2)o:        {2v  —  B)ß(2v  —  4:)Y        (2v  — 5)d d      xX 


öjA  CO         X  CO         X  CO         X  ^'^  CO 

Wenn  wir  sie  integrieren,  so  ergibt  sich: 
{^){2v-2)aZ-{2v-?>)ßZ^._^  +  {2v-^)yZ^._,-{2v-b)dZ^_, 

= -.  +  konst. 

Es  ist  dies  die  gesuchte  Mekursionsformel.  Für  v  =  2  er- 
gibt sie  Zo  ausgedrückt  durch  Z^,  Zq,  Z _^  imd  a:X:cj,  für 
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V  =  3  ferner  Z^  ausgedrückt  durch  Z^,  Z^,  Z^  und  ^X  :  oj-  usw., 
so  daß  alle  Integrale  Z^  mit  positiven  ganzzahligen  Indizes  v 
dargestellt  werden  in  der  Form: 

(4)  Z,  =  konst.Z, +  konst.Zß-f  konst.Z_iH ^-^ — T^n  +  konst., 

(1  +  nx^  ' 

wo  gix)  eine  ganze  rationale  Funktion  von  x  bedeutet. 

Allerdings  ist  es  denkbar,  daß  der  Koeffizient  a  von  Z^ 
in  (3)  gleich  Xull  wird,  nämlich  nach  (2)  für  n  =  —  1  imd 
n  =  —  Ic'.  In  diesen  Fällen  ist  /j  nach  (2)  gleich  Z"  —  1  bzw. 
(1  —  h')  :  h-  und  also  nicht  gleich  Null,  weil  Ir  einen  positiven 
echten  Bruch  bezeichnet.  Die  Rekursionsformel  (3)  nimmt 
also  in  den  Fällen  n  =  —  1  und  w  =  —  ä;^  eine  einfachere 
Form  an: 

-  {2v  -  S)ßZ^_,  +  (2v  -  4)^Z, _2  -  (2v  -  5)(JZ,,_3 
xX 


{l-\-nx'j 


— j  +  konst., 


so  daß  sich  bei  den  Annahmen  i/  =  2,  3,  4  •  •  •  nach  und  nach 
Z^,  Z^,  Z^  ■    ■  darstellen  lassen  in  der  allgemeinen  Form: 

(5)     Z^  =  konst.  Zq  +  konst.  Z_^  -\ — -i  -{-  konst., 

(1  4"  wx*)" 

wo  wieder  jedesmal  g(x)  ganze  rationale  Funktionen  von  x 
vorstellt. 

Xach  Xr.  444  ist  nun  aber  Z_^  in  der  Form: 

Z_,  =  Hl  +  nx')  ^^  =  To  +  wi;  +  konst. 

durch  Yq  und  1'^  ausdrückbar.  Ferner  ist  Zq  =  Yq.  Sobald 
also  w  =  —  1  oder  n  =  —  /t'  ist,  lehren  die  Formeln  (5),  daß 
alle  Integrale  Z,  durch  die  schon  betrachteten  Integrale  aus- 
drückbar sind.  Ist  jedoch  n  weder  gleich  —  1  noch  gleich 
—  k-,  so  zeigt  (4),  daß  die  Berechnung  der  Integrale  Z^ 
schließlich  nur  noch  die  des  Inteeri'als 


7  _  r    ^^ 

'^i      J    IJ^nx^ 


verlangt. 
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Satz  8:  Alle  elliptischen  Integrale  von  der  Form: 

dx 


/ 


(1  +  na;*)Y(l  —  ^*)  (1  —  **^*) 
tvorin  v  eine  positive  ganze  Zahl  größer  als  Eins,  n  eine  Kon- 
stante und  k^  einen  positiven  echten  Bruch  hedeutet,  lassen  sich 
darstellen  als  Summen  von  der  Form: 

l'onst.  I —  +  Iconst.  1  —-=^==:^         .  ^ 

J  (1  4-  nx^  1/(1  —  x^  (1  —  k^x^)  J  y{l  —  X*)  (1  -  k*x^ 

J  }/{l  —  x'){l  —  k^x^)  (l  +  na;*)"-^ 

tvohei  g{x)  eine  ganze  rationale  Funktion  von  x  ist.  Wenn 
insbesondere  n  =  —  1  oder  n  =  —  h^  iä,  so  fehlt  in  dieser 
Summe  das  erste  Glied;  alsdann  gilt  der  Satz  auch  für  v  =  1. 
Wir  sind  also  schließlich  zu  dem  Ergebnisse  gelangt,  daß 
zu  den  beiden  in  Nr.  446  berechneten  elliptischen  Normal- 
integralen  erster  und  zweiter  Gattun«;  nur  noch  ein  wesent- 
liches  Integral  hinzutritt,  nämlich  das  sogenannte  elliptische 
Normalintegral  dritter  Gattung: 


fl 


dx  //,-2  <;  1 


(1  +  MX*)  ]/(l  —  a;*)  (1  —  k^x^)  \x- < 


;)• 


Die  Konstante  Jc^  <  1  heißt,  wie  schon  in  Nr.  445  erwähnt 
wurde,  der  Modul.  Die  Konstante  n  dagegen  wird  der  Pura- 
meter  des  Xormalintegrals  dritter  Gattung  genannt.  Ist  er  gleich 
—  1  oder  —  Ä",  so  läßt  sich,  wie  wir  vorhin  sahen,  dies  Integral 
auf  die  beiden  Normalintegrale  erster  und  zweiter  Gattung 
zurückführen. 

Auf  die  Berechnung  des  Normalintegrals  dritter  Gattung 
gehen  wir  nicht  näher  ein. 

448.    Überblick    über    die    elliptischen   Integrale. 

Die  Gesamtheit  unserer  Untersuchungen  über  elliptische  Integrale 
lehrt,  daß  sich  jedes  elliptische  Integral  als  eine  Summe  dar- 
stellen läßt,  deren  Summanden  außer  algebraischen,  logarith- 
mischen und  zyklometrischen  Funktionen  noch  die  mit  Kon- 
stanten multiplizierten  drei  Normalintegrale  sind.  Allerdings 
müssen  wir  hinzufügen,  daß  wir  bei  der  Anwendung  der 
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Partialbruchzerlegung  in  Nr.  444,  wie  dort  schon  hei-vorgehoben 
wurde,  keine  Rücksiclit  darauf  genommen  haben,  ob  die  Zer- 
legung auch  rein  reell  ist.  Trotzdem  zeigen  die  gemachten 
Schlüsse,  daß  die  drei  Normalintegrale  hei  der  Untersuchung  der 
eUiptisclmi  Integrale  die  grundlegende  Bolle  spielen. 
Es  sind  diese  drei  Integrale: 


(1) 


_  r dx _  r 


x^dx 


W 


-f. 


x^(l—k^xy 

I 

dx 


(1  -f  nx")  y{i  —  x')ii—r-x^) 


Dabei  ist  der  Modul  Jr  ein  echter  Bruch  und  der  Parameter  n 
von  IC  konstant.  Die  Quadratwurzel  nehmen  wir  positiv  an. 
Der  Variabilitätsbereich  von  x  geht  von  —  1  bis  +1. 

Eine  besonders  einfache  Form  erhalten  die  Normalintegrale, 
wenn  eine  neue  Veränderliche  cp  vermöge  der  Substitution 

(2)  a;  =  sin  ^ 

eingeführt  wird,  was  gestattet  ist,  da  x  auf  das  Intervall  von 
—  1  bis  +1  beschränkt  ist.  Wir  dürfen  alsdann  (p  auf  das 
Intervall  von  —  jTchis^lTC  einschränken,  so  daß  cos  cp  =  yi—x- 
stets  positiv  ist.  Die  positive  Wurzel  aus  1  —  k-x^  wird  ferner 
gleich  der  aus  1  —  Jc'  sin^  cp.  Man  pflegt  sie  mit  z/g?  zu  bezeichnen: 


(3)  z/<p  =  yT—lFsm^  (f. 

Nun  sind  die  drei  Normalintegrale: 

<p  (f                                                   w 

...                         Cdw  Ain^qpdqp                    / 


d(p 


{1  -\-n  sin*  q>)  ^i(p' 

Weitergehende  Untersuchungen,  auf  die  wir  nicht  eingehen, 
lehren,  daß  sich  die  drei  Normalintegralc  bei  beliebiger  An- 
nahme der  Werte  von  Jr  und  n  in  der  Tat  nicht  durch  die 
elementaren  Funktionen  ausdrücken  lassen.  Das  ist  jedoch 
möglich,  wenn  der  Modul  Ic^,  der  ja  ein  positiver  echter  Bruch 
ist,  einen  der  Grenzwerte  Null  oder  Eins  hat.  Dies  zeigen 
wir  in  den  beiden  nächsten  Nummern. 
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449.  Die  Normaliutegrale    mit    dem  Modul  Null. 

Ist  h-  =  0,  so  wird: 

XX  X 

C      dx  /*    x^dx  C  dx 

U  =  I  — ,      V  =  I  — ,      W  =  /  ,  • 

J  Y^^x'  J  yi  — a;*  J  (1  +  nx^  yi  —  x' 

0  0  0 

Zunächst  ergibt  sich  sofort: 
(1)  M  =  arc  sin  x, 

wobei  der  Winkel  im  Intervalle  von  — ~  n  his  -\-  ^  7t  zu 
wählen  ist.  Die  Integrale  v  und  iv  lassen  sich  zwar  nach  der 
in  Nr.  437  angegebenen  ersten  Methode  berechnen,  doch  wollen 
wir  hier  anders  vorgehen: 


Weil  —Yl—x'^  die  Ableitung  x  :  Yl  —  x^  hat,  gibt  teil- 
weise Integration: 


V  =  I  X  ■     _^ dx  =  [—  X  l/l  —  x^    +  /  l/l  —  x^  dx 

Ö  0 

X 

=  —  a;  l/l  —  ä;^  +  1    ,  ~        dx  =  —  x  y  1  —  x^  -]-  u  —  v. 

0 

Bringen  wir  das  letzte  Glied  links  hin  und  dividieren  wir  dann 
durch  2,  so  kommt  wegen  (1): 


(2)  V  =  —  \x  )/l  —  x^  -\-  \  arc  sin  x. 

Das  Integral  tv  unterwerfen  wir  der  Substitution 

_  t  7      _         ^* 

wodurch  der  Integrand  rationalisiert  wird.    Da  ^  =  0  für  x  =  ^ 
ist,  so  kommt:  ^ 


w 


=/t 


+  (1  -f  n)f' 

0 


Ist   1  +  w  >  0,    so    setzen   wir    ferner  ")/l  -(-  w  •  ^  =  ^   und   er- 
halten: 


w 


1        r    dz  1  . 

=    .  1  ^r-T — ^  =  — =  arc  tg  z. 

i/r+^Ji  +  ^     yi  +  n      ^ 
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Ist    dagegen   1  +  w  <  0  und  etwa  gleich  —  m,   so  daß  7n  >  0 
ist,  so  kommt: 

t  t 

W  =  I r^  =  ^  /  (  —7^7^  H ^7^^  (^t 

f  \1  +  Ym  t        l  —  -\/mtJ 

0  0 


J  1-mt'        ^J\i_^ymt        l-}/^itJ  2Y^i        1—y^it 


Im  Falle  1  +  w  =  0  wird  iv  einfach  gleich  t.    Führen  wir  überall 
wieder  die  ursprüngliche  Veränderliche  x  ein,  so  haben  wir: 


(3)  tv  =  ■ 


X 


arc  ts 


yi  — «» 
1 


In 


yi— X*  +  a;y— 1  — 


für  w  >  —  1 , 
für  w  =  —  1, 
für  «  <  —  1. 


|.^ 


,2y  —  1  —  w "  yi  —  x*  —  ^ y  —  1  — » 

Im    ersten   Falle    ist    der   Arkus   auf  das   Intervall   von 

bis  -^  ~  7C  zu  beschränken.    Die  Wurzel  aus  1  +  n  bzw.  —  1  —  n 

darf  positiv  augenommen  werden. 

450.  Die  Normaliutegfrale   mit   dem  Modul  Eins. 

Im  FaUe  P=  1  ist: 


XXX 

i     dx  i'  x^dx  /* 


dx 


(1  +  nx^  (1  —  x*) 


Die  Integranden  sind  rational,  so  daß  die  in  §  1  gegebenen 
Methoden  sofort  liefern: 


(1) 

11     A  i"  X 

(2) 

Ferner  ist: 

11      1  +  X 

X. 


X  X 

.^  1   n   n ?L_\/7  _  '^^   r  dx       1    ,  i-i- 


Das  rechts  noch  vorhandene  Integral  wird  wie  das  Integral  w 
in  der  vorigen  Nummer  behandelt.  Es  ergibt  sich  auf  diesem 
Wege: 
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(3)  tv  = 


,   I      arc  tg  (x  Vn)  +  zrjr—, — :  In  :r^^  für  «  >  0, 

1  -|- «.  ^  ^    '     ''    '    2(1  -\-n)       1  —  a;  ' 

I  In  -^t_?  für  w  =  0, 


l—x 


2(14-«)        1—xV  —  n        2  1+w         1— a; 


2(1 -fw)        1— a;y- 

Im  ersten  Falle  ist  der  Arkus  auf  das  Intervall  von  —  \  n 
bis  +  I  TT  einzuschränken.  Die  Wurzel  aus  n  bzw.  —  n  darf 
positiv  angenommen  werden. 

§  4.   Integration  transzendenter  Funktionen. 

451.  Zurückführuug  transzendenter  Integranden 
auf  algebraische.  Nachdem  wir  uns  bisher  in  diesem  Kapitel 
ausschließlich  mit  Integralen  von  algebraischen  Funktionen  be- 
schäftigt haben,  wollen  wir  in  diesem  Paragraphen  Klassen 
von  Integralen  betrachten,  deren  Integranden  transzendent  sind. 

Da  für  die  Integrale  der  ersteren  Art  in  den  vorher- 
gehenden Paragraphen  manche  Berechnungsmethoden  gewonnen 
wurden,  so  wird  es  häufig  zweckmäßig  sein,  Integrale  von 
transzendenten  Funktionen  durch  passende  Substitutionen  in 
Integrale  von  algebraischen  Funktionen  zu  verwandeln.  Dies 
ist  natürlich  nicht  immer  möglieh.  Es  gelingt  aber  bei  den- 
jenigen Integralen,  die  wir  hier  übersichtlich  zusammenstellen: 

dx 


Cf{e"'')dx,  (f(\nx) 

lf{smx)dx,  Ifi^gx) 

//■(arc  sin  x)  y^=^ ,         |/"(arc  tg  x)  - 


dx , 

dx 


+  x^ 


wozu  sich  noch  einige  analoge  gesellen.     Hierin  soll  überall  f 
eine  algebraische  Funktion   der  bei  /'  angegebenen  Größe  sein. 
Vermöge  der  sechs  Substitutionen: 

f^pini^       /  =  liia:,       t=n\nx,       t  =  igx, 
^  =  arcsina;,       f  =  arctga;, 

die  auf  die  einzelnen  sechs  Integrale  auszuführen  sind,  werden 
sie  augenscheinlich  Integrale  von  algebraischen  Funktionen 
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von  t,  da  nämlich  f  eine  algebraische  Funktion  in  t  wird  und 
außerdem  in  den  einzelnen  Fällen  ist: 

^  dt         (Ix         j,  ,  dt 

dx  = —i,      —  =  dt,       dx  = 


mt 


yT-T^' 


7  dt  dx  ,.  dx  T, 

452.  Integration  goniouietrischer  Funktionen.  Liegt 
insbesondere  ein  Integral  von  der  Form 

I  f(smx,   cosjr,   tgx,   ctgxjdx 

vor,  wo  der  Integrand  eine  ratioiKd"  Funktion  von  sin  x,  cos  x, 
igx,  ctga;  ist,  so  läßt  sich  der  Integrand  rationalisieren,  indem 
man  t  =  ig^x  setzt.     Denn  dann  ist: 

2f  1  -t*-    ,  2t         .  i  —  t- 

sm  X  =  ^^,,  cos  ,r  =  ^-^— „  tg  x  =  ^—^^  ctg  x  =  -^  -  , 

/    _    2^^ 
I.Beispiel:  f   .      =  /  -  =ln^  +  konst.=  lntgv^  +  konst. 

-/    Slll  CC      ^  f      z  ^ 

^.  Beispiel: 

r^  _  r^ä,  ^  rät      Cm  _    .  +, 

J  cos  .r      J  1-t-      J  l-\-t   '  J  1  —  t  1  —  t^ 

=  In  ^^^^  +  konst.  =  In  tg  {^x  +  i^-r)  +  konst. 

5.  Beispiel:     1  tg  a;^?^'  =  /     _- rj  •     Setzen  wir  t^  =  z,  so 
kommt: 

/  to-  xdx  =  /  /^~  =  In  ,         +  konst.  =  In  ,      ^,  +  konst. 

=  —  In  (cos^  jX —  siu^l" a;)  + konst. -= — In  cos a;+ konst. 

4.   Beispiel:  /ctg  xdx    wird    vermöge    der    Substitution 
X  =  |-n:  —  f  auf  das  vorige  zurückgeführt,  so  daß  kommt: 


ß 


ctg  xdx  =  In  sin  x  +  konst. 
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453.  Wiederholte  teilweise  Integration.  Es  seien 
u  und  V  Funktionen  von  x,  und  n  bedeute  eine  positive  ganze 
Zahl.     Kann  man  alsdann  n  -j-  1  Funktionen 

%;  i^a,  ^3,  .  .  .  v„,  v„+i 
finden,  deren  Ableitungen  bzw.  gleich 

V.  i\u',  v^u',  .  .  .  v^_^u',  v„u' 
sind,  so  kann  man  auch  das  Integral 


/  tt"i 


'vdx 
berechnen. 

Denn  nach  Voraussetzung  ist 

//,,  fJr  di>  dv 

so  daß  wiederholte  teilweise  Integration  nach  Satz  17,  Nr. 41 5,  gibt: 
1  u'^vdx  =  j  u"v'xdx  =  it"V;  —  n  1  u"'^ ti'v^dx, 

1  u"~'^  ti'v^dx  =  I  u"~'^v^ dx  =  H"~'^V2  —  (n  —  1)  I  n''~^u'v^dx, 

j  uu'vn-i  dx  =  I  uv'ndx  =  nv„  —  1  u'Vndx, 

j  ii'v„dx  =  \  v'n  +  idx  =  y„  +  i  +  konst. 

Werden  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

1,  — w,  n\n  —  \),  •••  (— l/-iw(«— 1)---3-2,  (— l)''w(w— l)---2-l 

multipliziert  und  dann  addiert,  so  kommt: 

(2)        /  u"vdx  =  u"t\  —  nu"~'^  Vo  +  n(n  —  l)u"~^v^ _  .  .  . 
-^(—iy-in(n—r)---3-2uv„-\-{—l)"n(n—l)---2'lv„  +  i  +  konst. 
Beispiel:  Ist  u  =  arc  sin  x,  c  =  1,  also  v^  =  x,  so  kommt: 

^  (i(— yi  —X-)  r- ö 

t'i  u   =  -^===  =  —  A- ,      daher  r,  =  —  V 1  -  a;^ 


Vgw'  =  —  1  =  — -^ — '-,  daher  v^  =  —  a:, 


da;     ' 

^ 


— -j:^ — ,  daher  v^  =  yi—x- 


yi  —  x^  d^ 

usw.     Aus  (2)  folgt  also,  falls  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist: 
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(3)    1  (arcsma;j"f?a;  =  konst.  +  ,x'[(arcsiria;)"— w(w— l)(arcsina;)"~^H — ] 
-j-Yl—x-  [w(arc  sina;)""^  —  n{n—l){n—2')  (arc  sinx)"'^  +•••]• 

Vermöge  der  Substitution  x  =  sin  2  geht  hieraus  hervor: 

(4)   I  2"cossd2  =  'konst.-i-sm^[s"  —  n{n—l)2''-^-\ — ] 

-j-cosz[iiz"-^~n{n—l){n—2)z"-^+---]. 

Die   Endglieder    der   in   (3)   und   in   (4)   auftretenden   Summen 
fallen  verschieden  aus,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

454.  Auswertung  reeller  Integrale  mit  Hilfe  des 
Imaginären.  Wir  haben  die  Ijutegration  im  Bereiche  der 
komplexen  Zahlen  noch  nicht  besprochen.  Dennoch  wollen  wir 
hier  an  einem  lehrreichen  Beispiele  zeigen,  wie  man  mitunter 
durch  Anwendung  imaginärer  Größen  zu  reellen  Integralformeln 
gelangen  kann,  die  sich  ihrer  umständlichen  Form  halber  der 
direkten  Berechnung  leicht  entziehen.  Um  aber  völlig  korrekt 
zu  verfahren,  werden  wir  nachträglich  die  Richtigkeit  der 
gewonnenen  Formeln  durch  direkte  Differentiation  prüfen 
und  dadurch  wie  schon  in  Nr.  432  den  eingeschlagenen  Weg 
legitimieren. 

In  der  Integralformel  (1)  von  Nr.  418  wollen  wir  für 
—  m  die  komplexe  Konstante  a  -f-  ih  setzen.     Alsdann  kommt: 


./' 


t"e^^  +  '''^UU 


-        (a  +  ib)t      ja  +  ibr-t'  I    /      ^yja-^ilff 

1!        '''         2!  '     ~T~\      -^J  nl 


e(«+*'')'  +  konst. 


Nun  ist  nach  (3)  und  (5)  in  Nr.  373: 

Ist  Q  der  absolute  Betrag  und  u  die  Amplitude  von  a  -\-  ih, 
also  a  +  ih  nach  Satz  1,  Nr.  355,  gleich  q  (cos  a  -\-  i  sin  a), 
so  ist  nach  der  Moivreschen  Formel  in  Nr.  358  für  jede  ganze 
positive  Zahl  k: 

(a  -\-  ihy  =  9*  (cos  ka  -\-  i  sin  ka). 
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Also   ist 


(a  -\-  tb)  " 


cos  [ —  (m  +  1)  «]  +  ^  sin  [ —  in  -{-  1)  a.\ 


9"'-' 


Führen  wir  diese  Werte  in  die  Integralformel  ein,  kehren  wir 
dabei  die  Reihenfolge  der  rechtsstehenden  Summanden  um  und 
schreiben  wir  z  statt  t,  so  ergibt  sich: 

/  z"e"-'  cos  hsds  +  *  /  ^"^"'  ^^^  bzdz 
=  konst.  +  e"*  { cos  {hz  —  (w  +  1)  a]  +  i  sin  [hß  —  (n  +  1)  a] }  • 

f  z"  ,  .      ,  n/'~-^ 

•    [cos  na  -\-  i  sin  na] [cos  (w  —  l')a  -\-  /  sin  (w  —  1)  aj  — g— 

y  Q  ST 

4-  [cos  (n  -2)a  +  «sin  («-2)a]  ^(^-^^)^""    _^ 

n(n  —  1)  •  ■  -2  z    ,    .       ^  .„     w!    1 
+  (-  1)"-^  [cos  a+i  sin  a]  -~ i +  (-  1)"  ^„+1 1  ' 

Multiplizieren  wir  die  beiden  geschweiften  Klammern  aus,    in- 
dem wir  wiederholt  von  der  Formel 
(cos  Ä  +  i  sin  Ä)  (cos  B  -f  /  sin  B)  =  cos  ( J.  +  B)  +  i  sin  (Ä  +  B) 

Gebrauch  machen,  und  trennen  wir  die  reellen  Glieder  von  den 
rein  imaginären,  so  ergeben  sich  zwei  von  imaginären  Größen 
völlig  freie  Formeln,  die  wir  in  eine  einzige  zusammenfassen 
können: 

/-.  \  I         r,       ^,    COS 

(1)  J'"'''\n 


sm 


k_n-k 


=  konst.  -f  «!  e'^^  'S!  -^^-,-^,  ""^^  \bs  -  (/.•  +  1)  a]. 

0 

Hierin  gilt  entweder  überall  das  Funktionszeichen  cos  oder 
überall  das  Zeichen  sin.  Außerdem  haben  q,  cos«  und  sina 
die  Bedeutungen: 

(2)     p  =  Va^  +  5",     cos  a  =  -=,     sin  a  =    , ^=, 

wobei  die  Wurzel  positiv  ist. 

Nachträglich  beweisen  wir  die  Richtigkeit  der  Formeln 
(1)  dadurch,  daß  wir  zeigen:  Die  rechte  Seite  von  (1)  gibt, 
nach  z  differenziert,  in  der  Tat  z"e'''  cos  hz  bzw.  z"e'^^  sin  hz. 
454j 


§  4.    Integration  transzendenter  Funktionen.  \Q\ 

Wenn  wir  die  rechte  Seite  von  (1)  differenzieren,  so  ist 
zu  bedenken,  daß  ^  rechts  einmal  vor  dem  Summenzeichen  und 
zweimal  unter  dem  Summenzeichen  auftritt.  Infolgedessen  er- 
geben sich  für  jede  der  Zahlen  Ji  =  1,  2,  .  .  .  n  drei  mit  z^~^ 
behaftete  Glieder,  nämlich  diese: 

w!  e"^  ( —  1)  z"~  '  I  a  cos  r,  /7     ,    -i  \    n        b   sin  p,  /t     .    h      -, 

(,_,)V-'^  1  ^   --  ^       ~   ■     +  ^^  "^  +  .  cos  t'^^  -  (^-  +  1)«] 

-sint^^-^-«]^ 

wo  entweder  überall  die  oberen  oder  überall  die  unteren  Zeichen 
gelten.  Nach  (2)  ist  der  Inhalt  der  geschweiften  Klammer 
gleich  NulL  Bei  der  Differentiation  der  rechten  Seite  von  (2) 
fallen  also  alle  mit  z'^,  z^,  z^,  ...  ^"~^  behafteten  Glieder  fort. 
Dagegen  ergeben  sich  zwei  mit  z^  behaftete  Glieder,  nämlich 

,,    „-  f  a  cos  .j  \  —  ^  sin  ,,  ) 

^"e"'    -     .    {hz  —  a)-\-  {hz  —  a)\- 

\  Q    Sin  ^  P  cos  ^  •'  j 

Dies  aber  ist  wegen  (2)  der  Integrand.  Also  gibt  die  Differentiation 
der  Formel  (1)  in  der  Tat  eine  richtige  Gleichung.  Damit  ist 
die  Formel  verifiziert. 

Wir  heben  hervor,  daß  sich  aus  (1)  für  n  =  0  und  wegen 

(2)  die  oft  angewandten  Formeln  ergeben: 

(3)  J.-  cos  hzclz  =  e-  ^^£^i|+^-_i-  +  konst., 

(4)  /  e"-  sin  Izdz  =  e"'  "^^"  /«T  y^a"^  ^  +  konst., 

die  man  auch  leicht  durch  teilweise  Integration  wie  im  3.  Bei- 
spiele von  Nr.  416  findet. 

455.  Die  Integrale  /cos  (ax  +  b)  cos  {a'x  +  ö)  . . .  doc. 

Ist  in  Jf{x)dx  die  Funktion  f(x)  ein  Produkt  von  mehreren 
Sinus  oder  Kosinus  linearer  ganzer  Funktionen  von  x,  so  lassen 
sich  alle  Faktoren  durch  den  Kosinus  ausdrücken.  Ferner  läßt 
sich  nach  der  bekannten  Formel 

cos  Äcos  B  =  |cos  ( J_  +  ^)  +  1  cos  (Ä  —  B) 

jedes  Produkt  von  zwei  solchen  Kosinus  in  eine  Summe  zer- 
legen, in  der  wieder  Kosinus  von  linearen  ganzen  Funktionen 
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von  X  auftreten.     Wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  zeigt 
also,  daß  schließlich  jedes  Integral  von  der  Form 


/ 


cos  {ax  -\-  h)  cos  (a'x  +  i>')  cos  (a"x  -f  b")  ■  •  ■  dx 

und  ebenso  jedes  Integral,  das  hieraus  hervorgeht,  wenn  die 
Kosinus  zum  Teil  oder  sämtlich  durch  Sinus  ersetzt  werden, 
in  eine  Summe  von  der  Form 


2 
verwandelt  werden  kann.     Da 


r»  X,  I  cos  (jpx  +  q)  dx 


ß 


cos  (px  -{-  q)dx  =  — ^ — ^^'^  +  konst.  für  p  =^  0, 


ß 


cos  qdx  =  cos  q  ■  x  -{-  konst. 
ist,  so  läßt  sich  das  Integral  auswerten. 

456.  Anwendung  auf  Jcos"a?cfa^  für  gauzzahliges 
positives  >*.  Xach  der  soeben  entwickelten  Methode  er- 
gibt sich 

2   cos^  X  =  cos  2x  -\-  1, 

2^  cos^  X  =  (cos  Sx  -}-  cosic)  -f  2  cos  x  =  cos  3x  -j-  3  cosa;, 

2^  cos^  X  =  [cos  Ax  +  cos  2a;]  +  3  [cos  2x  -f-  1] 

=  cos  4x  -^  4  cos  2x  -j-  o, 
2*  cos^  X  =  [cos  bx  -\-  cos  Sx]  +  4  [cos  ox  +  cos  a;]  +  6  cos  x 
=  cos  5a;  -f  5  cos  3a;  +  10  cos x, 
2^cos*'a;  =  [cosßa:;  +  cos  4a;]  +  5  [cos 4a;  +  cos 2a;]  +  10  [cos  2a;  -|-  1] 
=  cos  6a;  +  6  cos  4a:  -f-  15  cos  2a;  +  10 

usw.  Man  erkennt,  daß  die  Koeffizienten  der  Kosinus  rechts 
die  Binomialkoeffizienten  sind,  da  jeder  solche  Koeffizient  als 
Summe  zweier  aufeinanderfolgenden  Koeffizienten  der  vorher- 
gehenden Formel  entsteht.  In  den  Formeln  für  gerade  Potenzen 
von  cos  X  tritt  eine  additive  Konstante  auf,  die  jedesmal  gleich 
dem  Koeffizienten  von  cosa:  in  der  vorhergehenden  Formel  ist 
Daher  ist  allgemein: 
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22"-2cos-"-^a;  =  cos(2w  —  l)x  -\ ^ —  cos(2»  —  S)x 

22«-icos-"a;=cos2wa;+^cos(2w— 2)a;H — ^^"~    cos{2n—4)x-\ 

2«(2r.-l)--(^i  +  2)       ^  (2n-l)(2»i-2)--(n+l) 

+        1.2..(ri-l)~  ^OS-.:r  i-  i.2..(«-l) 

Es  bedeutet  hierbei  n  eine  positive  ganze  Zahl. 
Integration  dieser  Formeln  liefert  nun: 

2^«-^  I  cos^"-^xdx  =  — r^  +  --^, ^ — ^ 

f  2w  —  1  1  2w  —  6 

(2n  — l)(2n— 2)  8in(2w  — 5)a;  (2w  -l)(2n  — 2)..(n+l)  sin^      , 

+  1-2  2»  — 5       "^  ^  1.2---(w-l)  1     "^  •' 

c^9„     1    /*       o„      7         sin2wx  ,  2w8in(2>i  — 2)a;  ,  2«(2«  — l)sin(2w  — 4)«  , 

2t^(2w-l)---(w  +  2)  8in2^       (2n-l)  (2n-2)  ■  •  (n+1)  j^ 

+         1.2.  ••(%—!)       '      2      "•"  1-2  ■.(♦?.— 1)  ' 

Ersetzt  man  x  durch  a;  +  |;r,  so  ergeben  sich  Formeln  für 
I  sm^"~^xdx     und      1  sin^" xdx. 

457.  Berechnung  von  /'siii'"a^'COS"jr"C?x.  Dies  Integral 
läßt  sich,  falls  ni  und  n  rationale  Zahlen  sind,  mittels  der  in 
Nr.  452  angegebenen  Substitution  ^  =  tg  |  x  auf  eine  solche 
Form  bringen,  wo  der  Integrand  eine  algebraische  Funktion 
wird.  Insbesondere  ist  diese  Funktion  rational,  wenn  ni  und  n 
ganze  Zahlen  sind. 

Wir  können  auch  die  Substitution  sinx  =  yt  machen,  wo- 
durch sich 

/i  r  '"-^  "-^ 

sin"» X cos"xdx  =  ^  U    ^    (l—t)   ^    dt 

ergibt.    Wenn  wir  t  =  l  —  s^,  d.h.  cosrr  =  0  setzen,  so  kommt: 

j  sm'^xcos''xdx  =  — I  (1—s^)    ^    z"d&', 

und  diese  Umformung  wird  man  bequem  benutzen  können,  weim 
I  [m  —  1)  eine  ganze  Zahl,  d.  h.  m  eine  ungerade  Zahl  und  n  ra- 
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tional  ist.    Denn  wenn  dann  n  =P'.q  ist,  wo  p  und  q  ganze  Zahlen 

g  , — 

bedeuten,    so    setzt    man    nach    Nr.  434    die   Größe    yz  gleich 
einer  neuen  Veränderlichen. 

Wenn  wir  dagegen  in  (1)  die  Substitution  t  ^  z^  machen, 
also  ^\n.x  =  z  setzen,  so  kommt: 

/  sin'"  X  cos"  xdx  =  1  z'"  (1  —  z^)   2    dz, 

also   eine   analoge   Form.      Sie   gestattet,    das   Integral    zu    be- 
rechnen, falls  n  eine  ungerade  Zahl  und  m  rational  ist. 

Setzen  wir  endlich  t  =  z^:{l  -\-z-)  in  (1)  ein,  so  ergibt  sich: 


I  sin"*  X  cos"  xdx  =  / 


'dz 


jH  +  n  +2} 


und   diese  Form   gestattet   die  Berechnung  des  Integrals,  falls 
m  +  n  eine  gerade  Zahl  und  m  rational  ist. 

In  jedem  dieser  drei  Fälle  läßt  sich  das  Integral  weiter- 
hin durch  teilweise  Integration  vereinfachen,  ehe  man  die  all- 
gemeinen Methoden  für  die  Integration  rationaler  Funktionen 
anwendet. 

458.  Berechnuugf  von  fiiu"' x  tos"  xdx  für  ganze 
Zahlen  »?  und  n.  Statt  der  vorher  auseinandergesetzten 
Methode  kann  man  aber  auch  von  vornherein  die  teilweise 
Integration  zweckmäßig  anwenden,  sobald  m  und  n  ganze 
Zahlen  bedeuten.     Denn  es  ist 

I  sm"'  X  cos"  xdx  =  I  cos^-^a;  •  ^-  (    ^^  .  ^)  dx, 

so  daß  teilweise  Integration  liefert: 


/ 


sin"'a;  cos"  xdx  = 


cos"-^a;sin"'  +  V 


w-f  1 

(1)  "     H-i  r 

4-  -"  ,  ,    /  sin"'  +  ^a;  cos"~^  xdx. 
m  +  lj 

Im    letzten   Integrale    ersetzen    wir  einen  Faktor  sin-a;  durch 
1  —  cos^ic,  wodurch  dies  lutegi-al  in 

/  sin'"«;  cos"~-  xdx  —  1  sin"*j;  cos"  xdx 
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übergellt,  so  daß  in  (1)  rechts  zum  Schlüsse  wieder  das  in  (1) 
linksstehende  Integral  erscheint.  Bringen  wir  es  auf  die  linke 
Seite,  so  erhalten  wir: 


ß 


sin"'a:  cos"  xdx  =  - 


m  -\-  n 
(2) 


—   I  SU 


-\ r—  /  sin"'a;  cos" ~^  xdx. 


Ersetzen  wir  x  durch  ^n  —  x   und  also   dx  durch   —  dx  und 
vertauschen  wir  außerdem  m  mit  n,  so  folgt: 


/^ 


sin"*a:  cos"  xdx  = 

(3)        "      «-.  r     ,  " 

H -. —  /  sin"'~-a;  cos"  xdx. 

m  -f-  n  j 

Ersetzen  wir  ferner  n  in  (2)  durch  n  -{-  2  und  Jtt  in  (3)  durch 
m  +  2  und  bringen  wir  alsdann  jedesmal  das  rechtsstehende 
Integral  auf  die  linke  Seite,  so  erhalten  wir  die  beiden  Formeln: 

r      ,„  „      ;  8in'»  +  ^a;co8«  +  ^a; 

1  sm'"  X  cos"  xdx  =  — 


(4) 


(5) 


w+  1 


4 — ,—^ —  /  sm"'Ä;  cos^  +  ^a^a:«: 


sin"'Ä;  cos"  xdx  = 


?«4-i 


H ^  ,  l       I  sin"'  +  ^  0.'  cos"  xdx. 


Dies  sind  Rekiirsionsformeln,  die  zur  sukzessiven  Vereinfachung 
der  Integrale  dienen.  Die  Formeln  (2)  und  (3)  sind  anzu- 
wenden, falls  n  bzw.  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  die  Formeln 
(4)  und  (5),  falls  n  bzw.  m  eine  negative  ganze  Zahl  ist.  Die 
Formeln  (2)  und  (3)  sind  unbrauchbar,  wenn  m  -\-  n  =  0  ist, 
aber  die  Formel  (2)  ist,  wenn  »?  +  >*==  0  ist,  durch  die  aus 
(1)  folgende  Formel  zu  ersetzen: 

ig"' xdx  =  ^^^     ^    -  /  tg^^  +  '^r^^^r, 

die  als  Rekursionsformel  dient,  wenn  ;n  eine  negative  ganze 
Zahl  ist.    Wenn  wir  hierin  ni  statt  m  +  2   schreiben  und  das 
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Integral  rechts  auf  die   linke   Seite   bringen,    so    erhalten    wir 
die  Rekursionsformel: 

(7)  Jtg'"  xdx  =  *^^  -Jig^-'xdx, 

die  anzuwenden  ist,  falls  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist. 

Die  Formel  (4)  ist  imbrauchbar,  wenn  n  =  —  1  ist,  die 
Formel  (5),  wenn  m  =  —  1  ist.  Aber  es  ist  zu  bemerken, 
daß  wiederholte  Anwendung  dieser  Formeln  die  Integrale,  in 
denen  n  bzw.  m  eine  negative  ganze  Zahl  bedeutet,  auf  die 
besonderen  Integrale 


dx     bzw.     / 

cos  X  J 


cos     X     ^ 

-  dx 


zurückführen,  sobald  n  bzw.  m  eine  ungerade  Zahl  ist.  Auf 
das  erste  dieser  beiden  Integrale  wenden  wir,  wenn  m  eine 
positive  Zahl  ist,  die  Formel  (3)  für  n  =  —  1  an,  so  daß  es 
sich  weiter  reduziert,  und  wenn  m  eine  negative  ganze  Zahl 
ist,  die  Formel  (5j  für  n  =  —  \.  Ebenso  wenden  wir  auf  das 
zweite,  wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  die  Formel  (2) 
für  m  =  ~  1  an,  und  wenn  n  eine  negative  ganze  Zahl  ist, 
die  Formel  (4)  für  m  =  —  1. 

Man  erkennt  also,  daß  das  Integral 


/ 


BVD^x  cos"  xdx, 

worin  m  und  n  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  sind, 
durch  wiederholte  Anwendung  der  Rekursionsformeln  zurück- 
geführt werden  kann  auf  solche  Integrale  von  derselben  Form, 
in  denen  m  und  n  die  Werte  —  1,0  oder  1  haben.  Es  sind 
dies  die  Integrale 

j  dx  =  X  -\-  konst. , 
/  smxdx  =  —  cosa:  +  konst.,        /  cos  xdx  =  smx  -\-  konst. 

/  sin  X  cos  xdx  =  |  /  sin  2xd{2x)  =  —  \  cos  2x  +  konst. 

==  —  I  cos-  X  -f  konst.  =  Y  sin-  x  -f  konst. 
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J  ~^  =  In  tg  i  a;  +  konst.,  J  ^£~  =  In  tg  (|a;  +  i^t)  +  konst., 

dx  =  I  tcr  xdx  =  —  In  cos  x  +  konst., 

coax  J    °  ' 

/POS  oc  i 

-. —  dx  =  I  ctg  xdx  =  In  sin  a:  +  konst., 
sin  X  ^/ 

wie  sich  nach  Nr.  452  ergibt,  sowie  das  Integral: 

r   dx 

J  sin  X  cos  X 
In  diesem   machen   wir  die  Substitution  x  =  \t  und   erhalten: 

/. =  /    .  —  =  In  tff  -I  ^  -f  konst.  =  In  to^  a;  4-  konst. 
sm  X  cos  a;      ^  sin  f  o  „      ■  o        ■ 

Wir  können  also  auf  diesem  Wege  jedes  Integral 

j  sin"'a;  cos"  xdx, 

in  dem  m  und  n  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  sind, 
herechnen. 

459.  Die  Integrale  fsiiV"  xdx  und  fcoH*"  xdx  für 
ganze  positive  Zahlen  »i.  Die  Formel  (3j  der  vorigen 
Nummer  gibt  im  Falle  n  =-^  0: 

J^-   ™     j                sin™"^«  cosa;    ,    w— 1  {*  ■    „,_,      , 
sm^'xdx  = I  sin"'    -  xdx. 
m                      m    J 

Ist  m  eine  ganze  positive  Zahl,  so  wollen  wir  die  Fälle  unter- 
scheiden, in  denen  m  ungerade  oder  gerade  ist.  Ist  m  ungerade, 
gleich  2Z; —  1,  so  kommt: 

1  sin-'~^  xdx  =  —  ^,  _    sin-*~^a;  cos  x 

+  2kZZiJ  sm"'-^xdx; 

ist  m  dagegen  gleich  2Jc,  so  kommt: 

(2)      /  sin^^"rrt7a:=  — ;^.  sin^^~^a:cosa:+ "     .       1  sm^''~^xdx. 

Jede  dieser  Formeln  ist  eine  Rekursionsformel. 
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Wenn  wir  in  der  ersten  h  nacheinander  durcli  h—  1,  /.  —  2, 
...  2  ersetzen,  so  erhalten  wir  insgesamt  h  —  1  Gleichungen, 
die  wir  bzw.  mit 

.        2fc— 2       (2A:  — 2)(2A:  — 4)  (2Ä;  —  2)(2fe  — 4)  •  •  •  4 

'      2Tc—V      (2^-  — 1)(2Ä-  — 3)'    ■■■    (2fc  — l)(2fc  — 3)---5 

multiplizieren  und  alsdann  addieren.     So  finden  wir: 

(3)  I  sin^'^'^xdx  = 

0      ,  2^-  — 2   .    g.    .      ,  (2Ä;  — 2)(2Ä;  — 4)   .    „i-e      i 

(2^-2)(2^fc^-4)^       2^        (2A-2)C>A:-4)-4-j-1 
+  (2ft-3)(2i--5)--3^^^  ^  +  (2;t-3)C2)t-5)-.-3.lJ  +  ^°^^^- 

Die  Gleichung  (2)  dagegen  liefert,  entsprechend  behandelt: 

(4)  I  sm^''xdx  = 

I    (2ä:-1)(2A;-3)..-3  -1  (2Ä:  -  1)(2A-- 3)  •  ■  ■  3 

+  (2it_2)(2Z;-4)...2^"'^J  +  ^^:(2i- -  •J)c2^- -  4)  •  •  •  2    ^  +  ^°'''^- 

Durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  ~:i  —  x  erhält 
man  entsprechende  Formeln  für  die  Integrale  der  ganzen  posi- 
tiven Potenzen  des  Kosinus.  Wir  erinnern  daran,  daß  wir  diese 
Integrale  in  Nr.  456  in  anderer  Weise  dargestellt  haben,  nämlich 
als  Summen,  die  nach  goniometrischen  Funktionen  der  Viel- 
fachen des  Winkels  fortschritten ,  während  jetzt  die  Summen 
nach  Potenzen  goniometri scher  Funktionen  fortschreiten. 

460.  Das  Integral  /  — : rr- i —    D^  dies  Inte- 

"       Ja  sin  ./■  +  €»  cos  .<•  +  c 

gral  öfters  vorkommt,  behandeln  wir  es  als  letztes  Beispiel  nach 

der    in   Nr.  452    angegebenen   Methode,    indem    wir   tg|a;  = 

setzen,  wodurch  hervorgeht: 


^   ^  J  a  sin  x-T-h  CO?,  X -\-  c     J  {c  — 


2dt 


6)«ä-f  2a«+(c  +  fe) 

Nach  §  1   ergeben  sich  verschiedene  Behandlungsweisen  je  nach 
der  Beschaifenheit   der   im  Nenner   des  Integranden   stehenden 
ganzen  Funktion  zweiten  Grades. 
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Hat    diese   ganze  Funktion   zwei   reelle  verschiedene  Null- 
stellen t^  und  t^,  so  wird  das  Integral  gleich 


1    r     2  dt 2  r  r_dt  _  r  dt 

zrij  (t-t^)(t-t,)  ~  (c  -  b){t,  - 1,)  IJ  T-t\    J  t-t. 


\n'-'^ 


{c-b){t,-t,)       t-t. 


In  *4^r-Ji  ^  konst. 


{c-b){t,-t,)        tg^X-t, 

Es  sind  hierbei  f^  und  t^  die  Werte 


^i  1       —  a  +  ]/«*  +  ft*  —  c* 


tj  c  —  b 

so  daß  sich  also  für  c^  <  «-  +  ^^  ergibt: 


2)/„ 


^^  —  ^  ^^g— l/g'+fc"— c^  — (fe  — c)tg^j-     ^^^^^ 


sina;+&cosa;  +  c      y„i_|_j,e_c2      a^-ya^  +  ft«  — c'— (6  — c)tg^ 


a: 


Wenn  zweitens  die  in  (1)  auftretende  quadratische  Funktion 
konjugiert  komplexe  Nullstellen  h  ±  ik  hat,  so  wenden  wir 
auf  das  in  (1)  rechts  stehende  Integral  die  Formel  (11)  von 
Nr.  433  an,  indem  wir 

r>       (\        n  -  2o  c-\-b 

^        c  —  o'     ^        c  —  o'      -^       c  —  6 


setzen,  wobei 


k  =  -ip  =  -/_      i  =  yg^Zh^  = 


Yc^  —  a*  —  b^ 


c  —  b'  '  ^  c  —  b 

ist,   also   für   die   in   der  angegebenen  Formel  (11)  auftretende 
Größe  t  oder  {x  —  h)  :  l,  d.  h.  also  jetzt  für  (t  —  h)  :  Je  der  Wert 

t  —  /(  {c  —  b)t-\-  a    (c  —  b)tg^x-\-  a 

k  yc'  —  a^  —  b^  ~    |/c-  —  «*  —  6« 

zu  setzen  ist.     Demnach  ist  für  c^  >  a^  +  6^: 
dx  2 


0^)/, 


smx-i-bcosx-\-c      ^c'  —  a^  —  b^  ^    Yc^  —  a^  —  b^ 


arctg^^gj^^  +  konst. 


Hat  endlich  die  in  (1)  auftretende  quadratische  Funktion 
zwei  gleiche  Nullstellen  f^,  so  wird  das  in  (1)  rechtsstehende 
Integral  gleich 


-^JA  -  ~  (c-m-t,)  + 1^™«'- 


i;4«o 
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Es  ist  dann  c-  =  «^  -(-  h^  und  t^  =  a  :  (h  —  c).     Demnach  ergibt 
sieh  im  Falle  c^  =  a^  -^  h^: 

— = ry 1 —  =  — TT ir^T"! 1-  konst. 

asinx -\-o  cosx -\- c        «  +  (c  —  o)tg-^x 

Es  kann  ferner  sein,  daß  sich  die  quadratische  Funktion 
in  (1)  auf  eine  lineare  reduziert,  nämlich  wenn  6  =  c  ist.  Als- 
dann wird  das  Integral  (1)  gleich 

-ln(a^  -f  6)  -f  konst., 

so  daß  sich  ergibt: 

(5)  /  — : T—rr ,-^\  =     In  (a  tg^a;  -f  h)  -\-  konst. 

■   -'        J  asm x-\-b {cosx -\-l)        a       v      »2       i      /    i 

Ist  außerdem  a  =  0,  so  wird  die  quadratische  Funktion 
eine  Konstante,  und  es  kommt: 

(^)  /co7f+l  =  *^^'^  +  ^^"'*- 

Hiermit  sind  aUe  Möglichkeiten  erledigt. 

461.  Bemerkung  über  die  Logarithmen,  die  sich 
beim  Integrieren  ergeben.  Indem  wir  hier  die  Vorführung 
von  Beispielen  beenden,  in  denen  die  Integrale  ausgewertet 
werden  können,  erscheint  es  rätlich,  noch  einmal  auf  eine 
Bemerkung  von  Nr.  402  zurückzukommen,  wo  wir  betonten, 
daß  die  Formel: 


ß 


=  In  rc  -f  konst. 


unvollständig   ist,   falls   man   sich   auf  den  Bereich  der  reellen 
Zahlen  beschränkt,  da  ja  auch: 

dx 


ß 


=  In  (—  x)  +  konst. 


richtig  ist.  Die  zweite  Formel  geht  allerdings  aus  der  ersten 
hervor,  wenn  die  darin  auftretende  additive  Konstante  durch 
In  (—  1)  +  konst.  ersetzt  wird.     Aber  ln(—  1)  ist  imaginär. 

Bei  den  Amvendungen  aller  derjenigen  Integralformeln,  in 
denen  sich  auch  logarithmisclie  Funktionen  ergeben,  muß  man 
also  heacJden,  daß  die  Numeri  dieser  Logarithmen  auch  stets 
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)tiit  —  1  multipliziert  iverden  dürfen.  So  z.  B.  ist  die  Formel  (2) 
der  vorigen  Nummer  eigentlich  noch  zu  ergänzen   durch  diese: 

dx _^      1  ^  ya^  +  fe'^'— «+(&-c)tg4a;  _^  ^^^  j^g^ 

asiu.r+bcosaj  +  c     i/a*  +  &*  — c*     >/a*4-&*  — c* +  «  —  (&  — c)tg  4- a; 

Man  wird  bemerken,  daß  sich  jene  Formel  (2)  in  diese  ergänzende 
Formel  nicht  etwa  einfach  dadurch  verwandeln  läßt,  daß  man 
der  Wurzel  das  entgegengesetzte  Zeichen  gibt,  vielmehr  nur 
dadurch,  daß  man  zur  additiven  Konstante  die  imaginäre  Kon- 
stante In  ( —  1)  hinzufügt. 

Beachtet  man  diesen  Umstand  nicht,  so  kann  mau  leicht 
bei  Anwendungen  der  Integralformelu  ganz  wesentliche  Fälle 
übersehen. 

462.  Über  sonstige  elementar  auswertbare  Inte- 
grale. Außer  den  vorgeführten  Integralen  lassen  sich  noch 
manche  andere  mittels  der  elementaren  Funktionen  ausdrücken. 
Bei  ihnen  erkennt  man  häufig  sofort,  welche  Substitutionen 
sich  als  zweckmäßig  erweisen,  oder  ob  die  teilweise  Integration 
zum  Ziele  führt.     Z.  B.  wird  man,  um  das  Integral 


/^ 


'dx 


auszuwerten,  sofort  die  Substitution  a:  =  sin  ^  machen,  wodurch 
das  Integral  auf  das  in  Nr.  454  unter  (3)  berechnete  zurück- 
kommt.    Andererseits  liegt  bei  dem  Integrale 

arc  tga; 


/: 


da  1  :  (1  +  x)-  der  Differentialquotient  von  —  l  :  {l  -\-  x)  ist, 
die  Anwendung  der  teilweisen  Integration  nahe,  wodurch  der 
Integrand  des  noch  auszuwertenden  Integrals  rational  wird. 

Allerdings  gibt  es  viele  Fälle,  bei  denen  der  einzuschlagende 
Weg  nicht  so  deutlich  erkennbar  ist,  vielmehr  Kunstgriffe  zum 
Ziele  führen.  Jedoch,  was  eigentliche  Methoden  betrifft,  so 
bieten  solche  Integrale  nichts  lehrreiches,  so  daß  wir  von  ihrer 
Behandlung  füglich  hier  absehen  können. 

Auf  das  Verfahren,  Integrale  durch  Entwicklung  in  un- 
endliche Reihen  zu  berechnen,  kommen  wir  später  zurück. 
In  Nr.  446  haben   wir  übrigens  schon   zwei  derartige  Beispiele 

vorgeführt. 
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Drittes  Kapitel. 
Theorie  der  bestimmteu  Integrale. 

§  1.    Grenzwerte  bestimmter  Integrale. 

463.  Das  Ziel  der  folgenden  Betrachtungen.    Wenn 

f(x)  eine  im  Intervalle  von  A  bis  B  stetige  Funktion  von  x 
bedeutet  und  Xq  und  X  irgend  zwei  Werte  innerhalb  dieses 
Intervalles  sind,  so  ist  das  Integral 

X 

(1)  Jflx)dx 

nacb  Satz  6,  Nr.  410,  eine  stetige  und  differenzierbare  Funktion 
der  oberen  Grenze  X  Da  ferner  nach  Satz  >^,  Nr.  412  das  von 
X  bis  Xq  erstreckte  Integral 


f{x)  dx 


den   entgegengesetzten  Wert  hat,   so  ist  das  Integral  (1)  auch 
eine  stetige  und  differenzierbare  Funktion  der  unteren  Grenze  Xq. 

Wir  können  also  sagen,  daß  das  Integral  (1)  eine  stetige 
und  differenzierbare  Funktion  der  oberen  oder  unteren  Grenze 
ist,  je  nachdem  man  die  obere  oder  untere  Grenze  als  ver- 
änderlich auffaßt,  und  zwar  ist  der  Variabilitätsbereich  derselbe 
wie  der  Variabilitätsbereich  des  Integranden  f{x). 

Alle  Integralformeln  des  zweiten  Kapitels  gelten  zunächst 
nur   unter   der  Voraussetzung,   daß  man  die  Veränderliche  auf 
einen    solchen  Bereich    beschränkt    hat,    innerhalb    dessen  der 
jeweilige  Integrand  stetig  ist. 
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Bei  den  grundlegenden  Untersuchungen  in  §  2  des  1.  Kapitels 
haben  wir  ferner  das  Intervall  von  Xq  bis  X  stets  als  ein 
endliches  Intervall  vorausgesetzt. 

Es  ist  hiernach  klar,  daß  wir  nunmehr  ziveierlei  zu  er- 
wägen haben,  nämlich  erstens,  oh  wir  imstande  sind,  das 
Intervall  bis  ins  UnendlicJw  auszudehnen,  und  zweitens,  oh  wir 
itnstande  sind,  das  Intervall  auch  üher  Stellen  hinweg  auszu- 
dehnen, wo  der  Integrand  f(x)  unstetig  wird.  Die  Erörterung 
dieser  beiden  Fragen  ist  der  Gegenstand  des  gegenwärtigen 
Paragraphen. 

464.  G-renzwert  eines  Integrals  mit  der  oberen 
G-renze  +  c».  Wir  nehmen  an,  daß  die  Funktion  f\x)  für 
jedes  endliche  x'>Xq  stetig  sei.     Alsdann  ist  das  Integral 

«/  ==  /  f{x)  dx 

nach  Satz  6,  Nr.  410,  für  jedes  endliche  JL^Xq  eine  stetige 
und  differenzierbare  Funktion  von  X  Nach  der  in  Nr.  18 
gegebenen  Definition  des  Grenzwertes  folgt  nun: 

Das  Integral  J  hat  für  lim  X  =  -f-  oo  einen  hestimmten 
endlichen  Grenzicoi  S,  nenn  es  stets,  ivie  Jdein  auch  eine  vor- 
gegebene positive  Zahl  6  sein  mag,  eine  positive  Zahl  n  derart 
gibt,  daß  der  Wert  des  Integrals  J  für  jedes  X  >  n  von  S  um 
weniger  als  6  abweicht: 

X 

(1)  ff(x)dx-S\<0. 

Ist  dies  der  Fall,  so  sagen  wir,  daß  das  Integral  für 
lim  X  =  -f-  oo  konvergent  sei.  Andernfalls  heißt  es  divergent. 
Ist  es  konvergent,  so  benutzen  wir  statt  der  umständlichen 
Schreibweise 


die  einfachere: 


lim     1  f(x)  dx  =  S 

+  00 


f{x)dx  =  S. 
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Es  ist  vielleicht  nicht  überflüssig,  nochmals  daran  zu  er- 
innern, daß  wir  nach  Nr.  lU  unter  Zahlen  oder  Buchstaben 
stets  emJliche  Größen  verstehen.  Wenn  wir  also  in  der  obigen 
Definition  gesagt  haben,  daß  X>m  gewählt  werden  soll,  so 
bedeutet  dies,  daß  für  X  jede  beliebige  endliche  Zahl  ^  n 
genommen  werden  soll. 

Daß  wir  ein  Integral  -/  mit  bestimmtem  endlichen  Grenz- 
werte S  konvergent  nennen,  hat  seinen  Grund  darin,  daß  jedes 
Integral  nach  Nr.  410  als  Grenzwert  einer  Summe,  d.  h.  also 
als  eine  Summe  von  unendlich  vielen  Gliedern  aufzufassen  ist, 
so  daß  wir  wie  bei  den  unendlichen  Reihen  (vgl.  Nr.  101)  von 
Konvergenz  oder  Divergenz  sprechen  können.  Eigentlich  sind 
auch  die  Untersuchungen  in  §  2  des  1.  Kapitels  Konvergenz- 
betrachtungen. 

1.  Beispiel:  Da  e~^  für  jedes  x  stetig  ist,  so  ist 


eine  stetige  Funktion  von  X  für  jeden  Wert  von  X.  Für 
lim  X  =  +  oo  ist  lim6;~^=0,  also  lim -/ ==  e ~ "^o.  Daher  ist 
J  konvergent  für  X  =  +  c5ü  und  hat  den  Grenzwert  *S'  =  e~^o, 
so  daß  wir  schreiben: 


+  K 

/  e'^'dx  =  e~' 


2.  Beispiel:  Da  1  :  (1  -f-  x-)  für  jedes  x  stetig  ist,  so  ist 
für  jedes  X\ 

X 

J  T^'  ^  ^^'^  *»  ^  ~  ^^^  ^^  ^0 ' 

wenn  die  beiden  Arkus  in  demselben  Intervalle  von  —  |^  bis 
-\-  j7C  angenommen  werden.    Für  lim  X  =  -{-  oc  ist  limarctgX 


=  jTi,  d.  h.  es  ist: 


+  35 

l^^2  =  ¥^  — arctga;«. 
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3.  Beispiel:    Es   seien  K  und  Je   ebenso   wie  Xq  und   X 
positive  Zahlen.     Alsdann  ist: 

sobald  h  =^  1  ist,  dagegen  für  Tc  =  1: 


J  —  dx  = 
X 


Kln- 


Hieraus  folgt  im  Falle  A;  >  1 : 


rx  ,  K 


J-r*"*^"-      -"■*-^' 


dagegen  im  Falle  0  <  A'  ^  1 ; 


J5d^  =  +  ^. 


4.  Beispiel:  Für  jedes   X  ist: 

X 

I  e^dx  =  e^—  e'^j 
woraus  folgt: 

+  00 

/  e^dx  =  +  oü. 

5.  Beispiel:  Für  jedes  X  ist: 

X 

I  cos  xdx  =  sin  X 

0 

Nun    hat    aber    sin  X   für   lim  X  =  +  oo    keinen   bestimmten 
endlichen  Grenzwert,  also  hat  auch 

+  --C 

cos  xdx 


ß 


keinen  bestimmten  endlichen  Wert. 

8*  [464 


116  Kap.  in.     Theorie  der  bestimmten  Integrale. 

465.  Kennzeichen  der  Konvergenz  eines  Integrals 
mit  der  oberen  Grenze  +  ^'o-  In  den  Beispielen  war  die 
Entscheidung  über  Konvergenz  oder  Divergenz  des  Integrals 
leicht,  weil  wir  das  Integral  für  endliche  Werte  der  oberen 
Grenze  X  jedesmal  auszuwerten  imstande  waren.  Ist  dies  jedoch 
bei  einem  vorgelej^ten  Integrale  nicht  möglich,  so  können  wir 
die  in  voriger  Nummer  gegebene  Definition  der  Konvergenz 
nicht  anwenden,  weil  in  ihr  der  Grenzwert  S  selbst  auftritt, 
der  ja  von  vornherein  nicht  bekannt  ist.  Wir  sehen  uns  also 
genötigt,  die  Definition  der  Konvergenz  so  umzuformen,  daß 
sie  frei  wird  von  dem  noch  unbekannten  Grenzwerte  S. 

Eine  ähnliche  Aufgabe  haben  wir  bei  den  unendlichen 
Reihen  erledigt,  indem  wir  die  in  Nr.  101  gegebene  Definition 
ihrer  Konvergenz,  in  der  die  noch  zu  berechnende  Summe  S 
der  Reihe  auftrat,  in  Nr.  102  so  umformten,  daß  sie  von  S 
frei  wurde.  Wir  werden  nun  auch  ganz  entsprechend  wie  damals 
in  Nr.  102  vorgehen: 

Wenn  das  Integral  J  für  lim  X  =  -{-  oc  einen  bestimmten 
endlichen  Grenzwert  S  hat,  so  muß  es  nach  Nr.  464  zu  jeder 
beliebig  kleinen  vorgegebenen  positiven  Zahl  6  eine  positive 
Zahl  n  derart  geben,  daß  für  jede  obere  Grenze,  die  größer 
oder  gleich  n  ist,  der  Wert  des  Integi-als  von  S  um  weniger 
als  6  abweicht      Wählen  wir  also  )n  >  ti,  so  muß 


7li 


f{x)dx-  S\<6 

sein,  und  dasselbe  muß  für  m  =  n  gelten: 

,i 


\Jf(x)i 


\dx  —  S'  <6. 
Nach  Satz  2  in  Nr.  4  ist  nun: 


in  n  m  n 

I   ff{x)dx-ff{x)dx  I  =   r  ff(x)dx  -  '^l  -  [  ff(x)dx  -  S 

Xq  Xq  Xq  Xq 

wi  n 

£    ff{x)dx  -  s\  +  \  ff{x)dx-S' . 
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Die  links  zwischen  den  Strichen  stehende  Differenz  ist 
nach  Satz  9,  Nr.  412,  gleich  dem  von  n  bis  m  erstreckten 
Integrale,  während  jeder  der  beiden  Summanden  rechts  nach 
dem  Vorhergehenden  kleiner  als  6  ist.  Demnach  folgt,  wenn 
2a  =  r  gesetzt  wird: 

m 

(1)  I  f(x)dx  <Cr  für  jedes  m'^n. 

n 

Dies  Ergebnis  ist  der  Formel  (1)  in  Nr.  102  analog.  Wie 
damals  wollen  wir  auch  jetzt  die  Betrachtung  iiml'ehren ,  also 
nicht  mehr  voraussetzen,  daß  das  Integral  J  für  lim  X  =  +  oo 
konvergiere,  sondern  annehmen:  Zu  jeder  beliebig  kleinen  vor- 
gegebenen positiven  Zahl  x  gebe  es  einen  positiven  Wert  n  derart, 
daß  für  jedes  yn  >  n  die  Ungleichung  (1)  besteht.  Wir  wollen 
alsdann  beweisen,  daß  das  Integral  J  für  lim  X  =  +  cx)  kon- 
vergiert. 

Wie  in  Nr.  102  bezeichne 

Ti   >  Tg  >  Tg  >  •  •  •  >  T .  >  •  •  • 

irgend  eine  solche  unbegrenzte  Folge  von  abnehmenden  posi- 
tiven Zahlen,  die  nach  Null  strebt  (wie  z.  B.  1,  Yg,  Yg  .  .  .)• 
Es  seien  ferner  n^,  n^,  n.^,  .  .  .  n^ .  .  .  solche  zu  diesen  positiven 
Zahlen  r^,  Tg,  T3, .  .  .  t.  .  .  .  gehörige  positive  Werte  von  n,  für 
die  nach  Voraussetzung  die  Ungleichung  (1)  gilt,  so  daß  allgemein : 


<  /  f{x)dx  <  Tj.  für  m  >  n. 


ist.  Addieren  wir  hier  überall  das  von  Xq  bis  n^  erstreckte 
Integral,  so  ergibt  sich  nach  Satz  9  von  Nr.  412: 

I  f{x)dx  —  Tj.  <  /  f(x)dx  <  I  f(x)dx  -f  T.       für  ni  >  n-. 

Solche  Ungleichungen  gehen  für  i  =  1,  2,  3,  .  .  .  in  beliebiger 
Anzahl  hervor.  Sie  sind  genau  so  gebaut  wie  die  Ungleichungen 
(3)  in  Nr.  102,  ja  sogar  dieselben,  wenn  wir  die  Bezeichnungen: 

«i  m 

Sn,  =Jtlx)dx,  S^  =Jf(x)dx 

Xg  Xq 
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einführen.  Also  folgt  gerade  so  wie  dort,  daß  lim  S^^  für 
lim  w  =  -f  oo  einen  bestimmten  endlichen  Wert  S  hat.  Somit 
geht  der  folgende  Satz  hervor,  der  dem  Satze  2  von  Xr.  102 
entspricht : 

Satz  1:   Ist  f[X)   eine  für  x^Xq  überall  stetige  Funktion 
von  X,  so  konvergiert  das  bestimmte  Integral 

+  ^ 

f{x)dx 


+  ^ 

ff 


dami  und  nur  dann,  wenn  es  stets,  sobald  eine  beliebig  kleine 
positive  Zahl  r  vorgeschrieben  wird,  eine  positive  Zahl  n  derart 
gilt,  daß  für  jedes  m  >  n  ist: 


f(x)dx   <  T. 

Vgl.  Satz  20,  Nr.  419,  für  Integrale  mit  endlichem  Intervalle. 

466.  Hilfsmittel  zur  Feststellung-  der  Konvergenz 
oder  Divergenz  eines  Integrals  mit  der  oberen  G-reuze 

-|-  X).  Die  Analogie  mit  den  unendlichen  Reihen  läßt  sich 
weiter  verfolgen.  Wie  in  Xr.  105  bemerken  wir,  daß  das  so- 
eben gewonnene  notwendige  und  hinreichende  Merkmal  der 
Konvergenz  meistens  nicht  direkt  anwendbar  ist,  da  man  den 
absoluten  Betrag  des  Wertes  des  von  n  bis  m  erstreckten  Inte- 
grals nur  in  seltenen  Fällen  abzuschätzen  vermag.  Vielmehr 
wird  man  andere  Intecn-ale,  deren  Konvergenz  oder  Diverorenz 
schon  bekannt  ist,  zur  Vergleichung  heranziehen  auf  Grund 
eines  Satzes,  der  das  Analogon  zum  Satze  10  in  Nr.  105  ist 
und  so  lautet: 

Satz  2:   Wenn  zivei  Integrale 

j  u(x)dx      und       \  v{x)dx 

a  h 

vorliegen  und  u{x)  für  jedes  x'^a,  v{x)  für  jedes  o:  ^  b  stetig 
ist,  so  ist  das  erste  Integral  konvergent,  sobald  das  zweite  kon- 
vergieH  und  es  eine  positive  Zahl  a  derart  gibt,  daß  für  jedes 
x^a  sowohl  v(x)'^0  als  auch  u{x)\-^v{x)  ist.  —  Dagegen 
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ist  das  erste  Integral  divergent  und  zwar  gleich  |  _  ,  sobald 
das  zweite  nach  +  oo  divergiert  und  es  eine  positive  Zahl  a 
derart  gibt,  daß  für  jedes  x^  a  soivohl  v{x)  ^  0  als  auch  u{x) 

[^   V*.  I  und  überdies    u(x)\'>  vix)  ist. 
\  negativ  I  /  i     _     v   / 

Indem    wir    zum    Beweise    zunächst    die    Voraussetzungen 

des    ersten    Teiles    dieses   Satzes    machen,    entnehmen   wir   aus 

Satz  1,    Nr.  465,    daß    es,    wie    klein    auch    eine   vorgegebene 

positive  Zahl  r  sein  mag,  eine  positive  Zahl  n  derart  gibt,  daß 

für  jedes  m  >  n 


J 


v{x)dx  <  T 


ist.  Hier  sind  nämlich  die  Zeichen  für  den  absoluten  Betrag 
nicht  nötig,  da  wir  «>a  annehmen  können  und  v(x)  dann 
nach  Voraussetzung  positiv  ist,  mithin  auch  das  Integral  (nach 
Satz  12,  Nr.  412).  Aus  Satz  16,  Nr.  414,  und  Satz  14,  Nr.  413, 
folgt  nun  sofort: 


?/(  in  m 

j  u{x)dx  ^  /  I  u(x)  dx  ^  I  v{x)dx 


<r, 


womit  die  Konvergenz  des  ersten  Integrals  nach  Satz  1,  Nr.  465, 
bewiesen  ist. 

Dem  Beweise  des  zweiten  Teiles  unseres  Satzes  schicken 
wir  die  Bemerkung  voraus,  daß  wir  uns  nur  um  die  von  der 
unteren  Grenze  a  an  bis  -f-  oo  erstreckten  Integrale  zu  kümmern 
brauchen,  da  ja  nach  Satz  9,  Nr.  412,  sobald  a  <ia,  &  <  « 
und  X  >  a  ist,  auch 

X  a  X  X  a  X 

I  udx  =  I  udx  -f  /  udx^      j  vdx  =  /  vdx  +  /  vdx 

a  a  a  b  b  a 

ist  und  die  von  a  bis  u  bzw.  von  b  bis  u  erstreckten  Integrale 
beim  Grenzübergange  zu  lim  X  =  -f  ^^  unverändert  bleiben. 
Nach  den  Voraussetzungen  des  zweiten  Teiles  unseres  Satzes  2 
ist  u(x)  für  x'^a  stets  positiv  oder  stets  negativ.     Weil  nun 

A'  X 


I  u(x)dx  =  —  /  —  u{x)dc 
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ist,  so  braueben  wir  den  Beweis  nur  für  die  erste  Annahme^ 
nämlicb  für  ^t(a;)  >  0,  zu  fübreu,  so  daß  nacb  den  Voraus- 
setzungen des  Satzes  u(x)  ^  v(x)  für  x^a  ist.  Nach  Satz  14, 
Nr.  413,  ist  also  für  X  >  a: 

X  X 

I  u(x)dx  ^  I  v{x)dx. 

Beim  Grenzübergange  zu  lim  X  =  +  oo  wird  das  zweite  Inte- 
gral gleich  +  oo,  demnach  auch  das  erste.  Hiermit  ist  der 
Beweis  beendet. 

Nach  Satz  2  stellen  wir  die  Konvergenz  oder  Divergenz 
eines  Integrals  durch  Vergleich ung  mit  einem  anderen  lütegrale 
fest.  Indem  wir  dies  zweite  Integral,  das  über  v{x)  erstreckte, 
in  bestimmter  Weise  wählen,  werden  wir  speziellere  Sätze 
gewinnen. 

Wir  wollen  insbesondere 

X 

setzen.  Hierbei  sollen  K  und  /.'  positive  und  insbesondere  von 
Null  verschiedene  Konstanten  sein,  so  daß  v{x)  für  a;  >  0 
stetig  und  positiv  ist.  Nach  dem  3.  Beispiele  in  Nr.  464  ist 
alsdann  das  zweite  in  Satz  2  auftretende  Vergleichungsintegral 
für  A-  >  1  konvergent,  während  es  für  h  -^1  den  Grenzwert 
-f  oo  hat.  Wenn  wir  also  in  dem  Satze  v{x)  den  angegebenen 
Wert  erteilen  und  u(x)  nunmehr  wie  gebräuchlich  mit  f(x) 
bezeichnen,  so  geht  sofort  der  Satz  hervor: 

Satz  3:  Ist  f{x)  für  jedes  x'^Xq  stetig,  so  konvergiert  das 
Inteqral 


j 


I  f(x)dx, 


sobald  es  zwei  positive  Zahlen  a  und  K  und  eine  Zahl  ä;  >  1 
derart  gibt,  daß  \x^f{x)  \  ^  K  für  jedes  x'^a  ist.  —  Es  hat  dagegen 

den  Grenzwert  |  _       1 ,  sobald  es  zicei  positive  Zählen  u  und  K 

und  eine  positive  Zahl  yfc  ^  1   derart  gibt,  daß  für  jedes  x^a 

erstens  f{x)  1         .1  und  zweitens    x^f(x)  \  ^  K  ist. 
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Dieser  Satz  ist  ein  Analogen  zum  Satze  11  oder  12  in 
Nr.  105  über  unendliche  Reihen.  Wie  wir  jenen  Sätzen  in 
Satz  13  und  14  ebenda  noch  speziellere  Formen  gaben,  können 
wir  es  jetzt  auch  mit  dem  Satze  3  tun.  Wir  wollen  nämlich 
jetzt  insbesondere  annehmen,  daß  f{x)  für  lim  x  ^  -\-  oo  mit 
1  :  X  in  einer  bestimmten  Ordnung  verschwinde,  vgl.  Nr.  127. 
Die  Ordnungszahl  sei  k,  d.  h.  es  habe  I  x^f{x)  für  lim  x  =  -\-  oo 
einen  bestimmten  endlichen  positiven  und  von  Null  verschiedenen 
Grenzwert  A.  Dies  bedeutet:  Ist  eine  beliebig  kleine  positive 
Zahl  T  vorgegeben,  so  gibt  es  eine  positive  Zahl  a  derart, 
daß  I  x^f  (x)  I  für  jedes  x  '>  u  zwischen  A  —  r  und  A  -\-  r 
liegt.  Ist  nun  A'  >  1,  so  wählen  wir  K  =  A  -\-  x,  ist  Ä;  ^  1, 
so  wählen  wir  K  =  A  —  r  und  wenden  den  letzten  Satz  an. 
So  kommt: 

Satz  4:  Ist  f(x)  für  jedes  x^  Xq  stetig^  so  ]convergiert  das 
Integral 


ß 


f{x)dx, 


sobald  f{x)  für  lim  rr  =  -f  c»  in  höherer  als  erster  Ordnung  mit 
l:x  verschwindet.  —  Es  hat  dagegen  den  Grenzwert  l_       L 

sobald  f(x)  für  lim  ic  =  -|-  oo  in  niederer  als  erster  oder  gerade 
in  erster  Ordnung  mit  1  :  x  verschwindet  und  f{x)  von  einem  ge- 
wissen  Werte  a  an  für  jedes  x'>  a  beständig  p      ^.  \  ist. 
I       ''  "^  l  negativ  J 

Wenn  übrigens  fix)  für  lim  ic  =  +  oo  den  Grenzwert 
+  oü  oder  —  oo  hat,  so  erkennt  man  sofort  aus  Satz  1,  Nr. 
465,  die  Divergenz  des  Integrals.  Dasselbe  gilt,  wenn  f{x)  für 
lim  a;  =  +  oc  einen  bestimmten  endlichen  und  von  Null  ver- 
schiedenen Grenzwert  hat.     Also  fügen  wir  hinzu: 

Satz  5:  Ist  f(x)  für  jedes  x^x^  stetig,  so  ist  das  Integral 


+  a 

ß 


f{x)dx 


gewiß  nicht  konvergent,  wenn  fix)  für  lim  x  =  -{-  oo  den 
Grenzwert  +  oo  oder  —  cx;  oder  einen  endlichen  und  von  Null 
verschiedenen  Grenztvert  hat. 
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467.  Integrale,  deren  Grenzen  irgendwie  nach 
Unendlich  streben.  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daß  fix) 
für  jedes  a:  ^  x^  stetig  sei,  und  X  <  ^Cq  wählen.  Alsdann  soll 
untersucht  werden,  ob  das  Integral 

X 


ß 


f{x)dx 

für  lim  X  =  —  3o  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert  hat. 
Wir  machen  die  Substitution  x  =  —  t,   dx  =  —  dt  und  finden: 

X  -  X 


Jf(x)dx  =  -Jf(-f)dt 


Also  ist  der  fragliche  Grenzwert  durch  die  Formel 

+  » 


Jf{x)dx  =  -Jf(-t)df 


zu  definieren  und  dadurch  auf  den  bisher  betrachteten  Grenz- 
wert eines  Integrals  mit  der  oberen  Grenze  +  oo  zurückgeführt. 
Da  der  Wert  des  rechts  stehenden  Integrals  unabhängig  von 
der  Bezeichnung  der  Veränderlichen  des  Integranden  ist,  so  folgt: 

—    a:  +  X. 

(1)  ff(x)dx  =  -  /}(-  x)dx. 

Soll  die  untere  Grenze  eines  Intecrrals  nach  -f  oo  oder 
—  oo  streben,  so  läßt  sich  die  Untersuchung  leicht  auf  die 
bisher  betrachteten  Fälle  zurückführen.  Xach  Satz  8,  Nr.  412, 
ist   ia 

*'  X  Xa 

I  f(x)dx  =  —  /  f(x)dx, 

Xg  X 

woraus   sofort   beim  Grenzübergange   zu   lim   Xq  =  +  oo  folgt: 

X  +  X 

(2)  /  f{x)  dx  =  -  ffix)  dx. 

+  X  X 

Schließlich  ist  es  denkbar,  daß  beide  Integralgrenzen  nach 
Unendlich  streben,  z.  B.  die  obere  Grenze  X  nach  -|-  oo  und  die 
untere  Grenze  Xq  nach  —  oo.  Hier  verfahren  wir  so:  Es  sei  a 
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irgend  ein  zwischen  Xq  und  X  gelegener  Wert.  Dann  ist  naeli 
Satz  9,  Nr.  412: 

I  fix)  dx=j  fix)  dx  i- 1  f{x)  d  X. 
Beim  Grenzübergange  folgt  also: 

4-   -jo  a  +00 

(3)  jf{x)dx  =  jf{x)  dx  +  lf{x)dx. 

—  CO  —  00  a 

Hierdurch  ist  der  gesuchte  Grenzwert  auf  solche  zurückgeführt, 
die  wir  schon  vorher  betrachtet  haben. 

Wir  sagen  in  allen  soeben  besprochenen  Fällen,  daß  das 
fragliche  Integral  konvergiert  oder  divergiert,  sobald  der  Grenzwert 
bestimmt  und  endlich  ist  oder  nicht.  Im  FaUe  (3)  ist  noch  zu  be- 
merken: Das  links  stehende  Integral  heißt  nur  dann  konvergent, 
wenn  jedes   der   beiden   rechts  stehenden  Integrale  konvergiert. 

Es  ist  auch  leicht  einzusehen,  daß  die  Definition  (3)  des 
Grenzwertes  von  dem  gewählten  Zwischenwerte  a  unabhängig 
ist.  Denn  wenn  h  irgend  ein  anderer  Zwischenwert  ist,  so 
folgern  wir  aus  Satz  9,  Nr.  412: 

a  b  h 

I  f{x)dx  =  /  f{x)dx  —  j  f{x)dx, 

X  h  X 

I  f(x)  dx  =  I  f(x)  dx  ^  I  f(x)dx, 

a  a  t> 

woraus  sich  für  lim  Xq  =  —  (x>,  lim  X  =  +  oo  ergibt: 

a  b  b 

j  f{x)  dx  =  j  fix)  dx—  \  f(x)dx, 

—  00  —   00  a 

+  00  b  +  X 

ff(x)  dx  =  jfix)  dx  +  /  f{x)dx. 

a  a  b 

Addieren  wir  beide  Formeln,  so  kommt: 

a  +  x  b  +  » 

jf{x)dx  +  ff{x)dx  =  /  f{x)dx  -\-jf{x)dx. 

—  00  a  —  00  b 
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Dies  aber  besagt,  daß  der  Zwischenwert  a  durch  einen  anderen 
Zwischenwert  h  ersetzbar  ist.  Es  braucht  kaum  bemerkt  zu 
werden,  daß  wir  natürlich  bei  der  Betrachtung  des  Grenzwertes 
(3)  vorausgesetzt  haben,  daß  f(x)  für  alle  Werte  von  x  stetig 
sei,  ebenso  wie  wir  bei  der  Betrachtung  des  Grenzwertes  (2) 
stillschweigend  annahmen,  daß  f{x)  für  jedes  x^X  bzw.  x^X 
stetig  sei,  je  nachdem  in  (2)  die  untere  Grenze  -f  oo  oder  —  oo 
sein  soll. 

Unser  Ergebnis  ist: 

Sat0  6:  Die  Definition  in  Nr.  464  und  die  Sätze  1 — 5 
von  Nr.  465  und  Nr.  466  lassen  sich  sinngemäß  auf  solche 
Integrale  üheriragen,  deren  Grenzen  irgendtvie  nach  Unendlich 
streben,  indem  sich  jedes  solche  Integral  auf  Integrale  mit  der 
oberen  Grenze  -\-  oo  zmrückführen  läßt. 

Wenn  die  Funktion  fix)  insbesondere  eine  sogenannte 
gerade  Funldion  ist,  d.  h.  eine  Funktion,  der  dieselbe  Eigenschaft 
fix)  =  /"(—  x)  wie  jeder  geraden  Potenz  a;^,  x*^,  .  .  .  zukommt, 
so  folgt  aus  (2)  für  X  =  0  und  wegen  il)  für  Xq  =  0: 

0  —  X  +  X  + » 

1  f{x)dx  =  —  j  f{x)dx  =  +  /  f{—  x)dx  =  j  f{x)dx, 

-00  0  0  0 

so  daß  aus  (3)  bei  der  Annahme  a  =  0  hervorgeht  der 

Satz  7 :  Ist  fix)  eine  gerade  Funldion  von  x  und  ist  das 
über  fix)  von  0  bis  -{-  oo  erstrecJäe  Integral  konvergent,  so  ist: 

+  00  +  X 

if{x)dx  =  2jf(x)dx. 

—    00  0 

468.  Beispiele. 

1.  Beispiel:  Es  ist  e~^'  eine  gerade  Funktion.  Für  Ä;>1 
und  lim  a;  ==  +  oo  ist  nach  dem  4.  Beispiele  in  Nr.  131  der 
Grenzwert  von  x^e~^'  gleich  Null.  Nach  Satz  7  imd  nach 
Satz  3  in  Nr.  466  ist  daher  das  Integral 


ie-'''dx  =  2  le-'^'dx 


konvergent, 
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2.  Beispiel:  Ist  f(x)  für  jedes  x  stetig  und  f(x)  stets 
kleiner  als  eine  gewisse  positive  Zahl  a,  so  hat  auch  x''f{x)e~'^' 
für  lim  X  =  -\-  oo  und  für  lim  x  =  —  oo  den  Grenzwert  Null. 
Daher  sind  alle  Integrale  über  f(x)e~''^  konvergent,  z.  B.  die 
Integrale 

I  Binxe~''dx      und       I  cosxe~^'dx, 

—  »  —  X 

von  denen  das  erste  wegen  sin  ( —  x)  =  —  sin  x  nach  Formel  (3) 
von  Nr.  467  (für  a  =  0)  gleich  Null  und  das  zweite  wegen 
cos  (—  x)  =  cos  X  nach  Satz  7  das  Doppelte  des  Integrals  von 
0  bis  +  oo  ist. 

3.  Beispiel:  Aus  dem  2.  Beispiele  in  Nr.  464  folgt: 


+  x  +x 

/dx     ^  t     dx 


4.  Beispiel:  Sind  die  beiden  ganzen  rationalen  Funktionen 
F(x)  und  f(x)  relativ  prim  (vgl.  Nr.  379)  und  ist  Xq  größer 
als  die  größte  reelle  Nullstelle  von  f(x),  so  ist  die  gebrochene 
Funktion  F(x)  '-[{x)  für  x  ^  Xq  stetig.  Sie  hat  für  lima;=  +  oo 
einen  Grenzwert  +  <x>,  wenn  der  Zähler  von  höherem  Grade 
als  der  Nenner  ist,  dagegen  einen  von  Null  verschiedenen  end- 
lichen Grenzwert,  wenn  der  Zähler  von  demselben  Grade  wie 
der  Nenner  ist,  und  den  Grenzwert  Null,  wenn  der  Zähler  von 
niederem  Grade  als  der  Nenner  ist.  Nach  Satz  4  und  5  von 
Nr.  466  ist  also  das  Integral 

J  m  "^^ 

nur  dann  konvergent,  wenn  der  Grad  des  Zählers  F{x)  um 
mindestens  zwei  Einheiten  kleiner  als  der  des  Nenners  f{x)  ist. 
Bedeutet  x^  andererseits  eine  Zahl  kleiner  als  die  kleinste  reelle 
Nullstelle  von  fix),  so  ist  F(x)  :  f(x)  für  jedes  x^Xq  stetig, 
und  es  folsrt  ebenso,  daß 


/ 


fix)  ^^ 
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dann  und  nur  dann  konvergiert,  wenn  der  Grad  von  Fix)  um 
mindestens  zivei  Einheiten  kleiner  als  der  von  f{x)  ist. 

Hat  f{cc)  nur  imaginäre  Nullstellen,  so  schließen  wir,  daß 


J 


ebenfalls  unter  denselben  Umständen  konvergiert.  Ein  spezieller 
Fall  hiervon  wurde  im   3.  Beispiele  behandelt. 

469.  Integrale,  bei  denen  die  Konvergenzmerkmale 
versagen.  Daß  die  Konvergenzmerkmale  in  den  Sätzen  von 
Xr.  460  nicht  stets  ausreichen,  erläutern  wir  an  den  beiden 
Beispielen: 

+  00  +  X 

^  (Jx      und      j  8m(x^)dx. 

0  (t 

Beim  ersten  ist  anzumerken,  daß  sin  x  :  x  auch  für  x  =  0  stetig  ist 
und  nach  Nr.  26  den  Wert  Eins  hat.  Die  Integranden  wechseln, 
wie  groß  auch  x  gewählt  sein  mag,  immer  noch  bei  weiterem 
Wachsen  von  x  das  Vorzeichen.  Daß  die  Integrale  konvergieren, 
beweisen  wir  daher  auf  anderem  Wege:  Ist  zunächst  die  obere 
Lntegralgrenze  endlich,  gleich  X  >  0  gewählt,  so  gibt  es  eine 
ganze  positive  Zahl  n  derart,  daß  X  zwischen  riTt  und  (n  -\-  1)7C 
liegt,   und   ebenso   eine   ganze   positive  Zahl   m  derart,   daß  X 

zwischen  Ymn  und  y(m  -\-1L)7C  liegt,  wobei  die  Wurzeln 
natürlich  positiv  sein  sollen.     Daher  ist: 

X  7t  271  nn  X 

Jsina;   ,  f  sinx   ,      ,     fsinx   ,      ,  ,    iainx   -,      ,     /  sina;    , 

X    ^^^=J-^^^^+j     .    ^^•+---+j~^    dx+J-^dx, 

0  0  71  {n  — 1)71  TlTl 

X  yn  YSTt  Vmn  X 

I  sm(x^)dx=  I  sm(x^)dx-{-  j  sin(x^)dx-\ 1-  /  sm{x^')dx-}-  j  sm{x^)dx. 

^  ^  Vn  Y(m  —  l)7i  1'«,^ 

Nach  Satz  7,  Nr.  411,  zeigt  schon  die  graphische  Darstellung 
in  Fig.  12  und  13,  daß  die  Summanden  rechts  abwechselnd 
positiv  und  negativ  sind  und  ihre  absoluten  Beträge  beständig 
abnehmen.  Um  dies  auch  rechnerisch  zu  beweisen,  machen 
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wir  in  den   (k  -j-  l)*®''  Summanden  die  Substitution  x  =  71  -\-  f 
bzw.  X  =  Yn  +  f  und  erhalten : 


/sin  X  ,  /sin  t        i       , , 
dx  =  —  I  — —  •  — j-—  dt, 
X                           J       t         TC-[-t         ' 
kn                               ik  —  V)n 


K(i-+i)« 


(i  — 1)71 

Vkn 


I  sin  (x^)  dx  =  —  I  sin  (f)  — 


dt. 


Fig.  12. 


Alle  Wurzeln  sind  positiv.    Da  ^  :  (jr  +  ^)  und  t :  Y^  -\- 1^  positiv 
sind,   so  lehrt  der  Mittel wertsatz   22,  Nr.  420,    daß   es  einen 


Fig.  13. 


Wert  t^  im  Intervalle  von  (1c  —  1)71  bis  k^t  und  einen  Wert  t^ 
im  Intervalle  von  ]/(Ä;  —  i)7t  bis  "j/Ä^  derart  gibt, 


(k+l)7r 


r^dx  =  -^i^,f' 


kn 
smt 


dt, 


kn 
\l^l)n 


(k-l)n 


Ykn 


f^n  (x-)dx  =  -       *1 Ain  (t^)dt 

J  V^  +  hV 

1/^  V{k  —  l)n 

ist.     Die  Integrale    rechts   sind   nun   die   Z*''"   Summanden   der 
Entwicklungen  (2),  denn  wir  dürfen  in  ihnen  t  mit  x  bezeichnen. 
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Weil  t^:  {tc  -\- 1^)  und  t^  :  Yn  + 1^^  kleiner  als  Eins  sind,  nehmen 
also  in  der  Tat  die  absoluten  Beträge  der  Glieder  der  Ent- 
wicklungen (2)  beständig  ab,  während  die  Glieder  abwechselnd 
positiv  und  negativ  sind. 

Die  Substitution  x  =  (ji  —  l)7t-\-t  bzw.  x=y(m  —  l)7C-\-t^ 
im  M*®'^  bzw.  m^^^  Summanden  der  Entwicklungen  (2)  ergibt 
ferner: 


/^^..  =  (-i).-./, 


sini  ,, 

dt. 


(»  — 1)ä 


Ain  {x^)dx  =  (-  l)"'-!  Csinit^) 


{n  —  l)Tt-\-t 

dt. 


|/(w—  1)«  +  t* 

Da  sin  t  und  sin  (t^)  im  Intei-valle  von  0  bis  tc  positiv  und 
höchstens  gleich  Eins  sind,  so  sind  mithin  die  absoluten  Beträge 
dieses  n}^^  bzw.  w*®^  Summanden  der  Entwicklungen  (2)  nach 
Satz  14,  Nr.  413,  nicht  größer  als 

/-, T,      ,-    =ln        ,    bzw.  /  ~7—-:=- =  \/m%—'\/{m  —  X)%, 

0  0 

und  diese  Werte  streben  für  lim  n  =  +  cx)  bzw.  lim  ;w  =  +  oo  nach 
Null.  Die  ersten  n  bezw.  m  Summanden  der  Entwicklungen  (2) 
sind  also  abwechselnd  positiv  und  negativ,  ihre  absoluten  Beträge 
nehmen  beständig  ab,  und  für  lim  n  =  -\-  oo  bzw.  lim  w  =  +  oo 
haben  sie  die  Grenzwerte  Null.  Nach  Satz  9,  Nr.  104,  bilden 
sie  daher  für  lim  w  =  +  oc  bzw.  lim  m  =  +  oo  lionvcrgente  un- 
endliche Reihen.  Die  letzten  Glieder  der  Entwicklungen  (2) 
sind,  da  X  zwischen  n:i  und  (n  +  l)jr  bzw.  zwischen  Ymn 
und  |/(w-|-l);r  liegt,  Bruchteile  ebensolcher  nach  Null  strebender 
Summanden.  Folglich  erg-eben  sich  für  lim  X  =  4-  oo  die 
konvergenten  unendlichen  Reihen: 

+  X  n  -In  nn 

/sina;  ,  /sina;  ,      ,     /  sinx  ,      ,         ,     iainx  -, 

0  0  n  (n  —  l)h 

+  x  Yn  Y^  ymn 

j  sin{x^)dx=  I  sm(x^)dx-\-  I  8m(x-)dx-\---\-  hM.^^)dx-{---- . 

"  "  Yn  Y(m-lüt 
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470.  G-reuzwert  eines  Integrals,  dessen  Integraud 
an  der  oberen  G-reuze  unstetig  ist.  Wir  gehen  jetzt  zu 
dem  zweiten  in  Nr.  463  angekündigten  Probleme  über.  Es 
sei  nämlich  f(a')  eine  solche  Funktion  von  x,  die  für  alle  Werte 
von  X  in  einem  endlichen  Intervalle  Xq  ^  x  <C  X  stetig  ist, 
jedoch  für  x  =  X  unstetig  tcird.  Bedeutet  Xi  eine  Zahl  im 
Intervalle,  die  kleiner  als  X  ist,  so  ist  das  Integral 


J 


=  /  f(x)  dx 


nach  Satz  6,  Nr.  410,  wohldefiniert.  Es  fragt  sich,  ob  es 
für  lim  x^  =  X  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert  hat. 
Nach  Nr.  18  ist  zu  definieren: 

Das  Integral  J  hat  für 
lim  Xi  =  X  einen  hestinimten  end- 
lichen Grensivert  S,  wenn  rs  stets, 
wie  klein  auch  eine  vorgegebene 
positive  Zahl  6  sein  mag,  einen 
Wert  n  im  Intervalle  XQ^n<.  X 
derart  gibt,  daß  für  jede  obere 
Grenze  m  im  Intervalle  n  <  w?  <  X  der  Wert  des  von  Xq  bis  m 
erstreckten  Integrals  von  S  um  iveniger  als  6  ahiveicht: 

(1)  1  (f{x)dx-S  <6. 


n  m  X 


Kig.   14. 


Ist   dies   der   Fall,    so   sagt   man,   daß   das   von   x^   bis    X 
erstreckte  Integral  konvergiert,  und  bezeichnet  es  mit 

X 

S  =  f  fix)  dx. 

Andernfalls   heißt  es   divergent.     Zur  Verdeutlichung  der  Lage 
der  Werte  Xq,  n,  m,  X  fügen  wir  die  Fig.  14  hinzu. 

Ist  das  Integral  konvergent,  so  muß  (1)  auch  für  m  =  w 
gelten,  so  daß  auch 


1/ 


f{x)  dx  —  S\<0 


S  e  r  r  e  t ,  Diff.-  u.  Integral-Bechuung.    LL    3.  Aufl. 
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ist.  Hieraus  und  aus  (1)  folgt  wie  in  Nr.  465,  wenn  2<5  =  r 
gesetzt  wird: 

(2)  \f{x)dx\<x. 

n 

Wie  in  Nr.  465  kehren  wir  jetzt  die  Betrachtung  um. 
Wir  setzen  also  nicht  mehr  voraus,  daß  das  von  x^^  bis  X 
erstreckte  Integral  konvergiere,  sondern  daß  es  zu  jeder  beliebig 
kleinen  vorgegebenen  positiven  Zahl  x  eine  Zahl  w  im  Inter- 
valle iCo  ^  «  <  X  derart  gebe,  daß  für  jedes  m  im  Intervalle 
w  <  >w  <  X  die  Ungleichung  1 2;  ei-füUt  ist.  Es  soll  also  darin 
wohlbemerkt  m  <  X  und  nicht  gleich  X  sein. 

Bedeutet  t^,  Tj,  T3,  ...  wie  in  Nr.  465  eine  abnehmende 
und  nach  Null  strebende  Folge  von  positiven  Zahlen,  die  wir 
in  (2)  nacheinander  für  t  wählen,  und  sind  m^,  Wg,  Jig,  .  .  .  die 
zugehörigen  Werte  von  n,  so  ist  allgemein: 

m 

—  r.<C  f  f(x)dx  <  T,.         für  «,.  <  m  <  X. 

77/ 

Addieren  wir  hier  überall  das  von  Xq  bis  n.  erstreckte  Integral, 
so  kommt: 

rtj  m  ni 

I  f(x)dx  —  T.  <  /  f(x)dx  <  /  f{x)dx  +  T.       für  u-  <  m  <  X. . 

Xq  Xq  Xq 

Solche  Ungleichungen  gehen  für  '  =  1,  2,  3,  ...  in  beliebiger 
Anzahl  hervor,  tsie  werden  genau  dieselben  Ungleichungen  wie 
die  Ungleichungen  (3)  von  Nr.  102,  wenn  wir  die  Bezeichnungen 


einführen.     Also   folgt  wie   dort,    daß    lim  6',^    für   lim  m  =  X 
einen  bestimmten  endlichen  W^ert  S  hat.     Daher  gilt  der 

Satz  8:  Ist  die  FunTäion  f(x)  im  Intervalle  x^  ^  x  <.  X 
überall  stetig,  dagegen  unstetig  für  x  =  X,  so  konvergiert  das 
bestimmte  Integral 


ß 


X 

f{x)dx 
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dann  und  nur  dann,  wenn  es  stets,  sobald  eine  beliebig  Meine 
positive  Zahl  x  vorgeschrieben  ivird,  eine  Zahl  n  im  Intervalle 
XQ^n<.X  derart  gibt,  daß  für  jedes  m  im  Intervalle  n<.m<iX 
die  Ungleichung  gilt: 


\f' 


f{x)  dx  ,  <  T. 

Ist  fix)  auch  für  x  =  X  stetig,  so  ist  dieser  Satz  be- 
kanntlich auch  richtig,  siehe  Satz  20  in  Nr.  419. 

471.  Hilfsmittel  zur  Feststellung-  der  Konvergenz 
oder  Divergenz  eines  Integrals,  dessen  Integrand  an 
der  oberen  G-renze  unstetig  ist.  Die  Bemerkungen,  mit 
denen  Nr.  4<)(>  eingeleitet  wurde,  können  wir  auch  hier  machen. 
Als  Hilfsmittel,  das  in  sehr  vielen  Fällen  zur  Entscheidung 
führt,  dient  der 

Satz  9:   Wenn  zwei  Integrale 


X  X 

\  u{x)dx      und       1  v(x)dx 


vorliegen,  dabei  u{x)  im  Intervalle  a  ^x  <.  X  und  v{x)  im 
Intervalle  b  ^x  <  X  stetig  ist,  während  u(x)  für  x  =  X  unstetig 
wird,  so  ist  das  erste  Integral  lonvergent,  sobald  das  ztvcite 
Iconvergiert  und  es  eine  Zahl  cc  <C  X,  die  beiden  Intervallen  an- 
gehört, derart  gibt,  daß  für  jedes  x  im  Intervalle  a  ^x  <.  X 
soivohl  v{x)^0  als  auch  \u{x)\  ^v (x)  ist.  ■ —  Dagegen  ist  das 

erste    Integral   divergent   und   zivar   gleich  |   '        | ,    sobald   das 

zweite  naclt  +  oo  divergiert  und  es  eine  Zahl  a  <  X,  die  beiden 
Intervallen  angehört,  derart  gibt,  daß  für  jedes  x  im  Intervalle 

ci  <  X  <i  X  sowohl  v(x)  >  0  als  auch  u(x)   [P^'^'  "'  1   und  uier- 

—  ^  ^  —  ^   ^     l  negativ  J 

dies    u{x)  \^  v{x)  ist. 

Der  Beweis  wird  ganz  ebenso  geführt  wie  der  des  Satzes 
2  in  Nr.  466.  Der  einzige  Unterschied  ist  der,  daß  statt  der 
Worte:  jedes  /«  >  w  jetzt  die  Worte:  jedes  m  im  Inter- 
valle n  <  7n  <  X  zu  setzen  sind,  wie  ja  überhaupt  jetzt  X  an 
die  Stelle  von  -|-  oo  tritt. 
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Als   das   in   unserem  Satze   9   auftretende   zweite  Integral, 
das  Vergleich ungsintegral,  wählen  wir  nun  das  von 

(  \  K 

^  ^       {X-xf 

wobei  K  und  Ji  positive  und  von  Null  verschiedene  Konstanten 
bedeuten,  so  daß  v{x)  für  jedes  x  <i  X  positiv  ist,  also  ein  in 
Satz  9  aufgestelltes  Erfordernis  von  ■v{x)  von  vornherein  erfüllt 
ist.    Sind  x^  und  a;^  <  X  gewählt,  so  ist  jetzt,  falls  l  =H  1  ist: 

ß{x)dx  =  ^f^^.  =  i#^  [(^ -  ^oY-'  -(X-  x,y-% 

dagegen,  falls  /.:  =1   ist: 


.1 


X  ■ 

v{x)dx  =  K\n^ 


Beim  Grenzübergange  zu  lim  iCi  =  X  erkennt  m.in  hieraus:  Im 
FaUe  h  ^  1  wird 

X 


ß 


v{x)dx  =  +  oo; 
ist  dagegen  /.•  <  1  (aber  positiv),  so  ist  das  Integral 

X 

v(x)dx  =     _     (X  —  XqY'^, 


J 


also   konvergent.     Wenn   wir  außerdem   im   letzten   Satze  u{x) 
mit  fipc)  bezeichnen,  so  gewinnen  wir  den  spezielleren  Satz: 

Satz  10:  Ist  f{x)  im  IntcrvaUe  Xq-^x  <C  X  stetig,  eher  für 
X  =  X  unstetig,  so  IwnvergieH  das  Integral 

X 

f{x)dx, 


Jf 


sobald  es  eine  Zahl  a  im  Intervalle  Xq^u  <i  X,  eine  posi- 
tive Zahl  K  und  eine  positive  Zahl  /c  <  1  derart  gibt,  daß 
I  {X—xY  f(x)  \^K  für  jedes  x  im  Intervalle  a^x<CX  ist.  —  Es  hat 

dagegen  den  Grenzwert  |  _  | ,  sobald  es  eine  Zahl  a  im  Inter- 
valle Xq  ^  a  <C  X,  eine  positive  Zahl   K  und  ei>ie  Zahl  A:  ^  1 
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derart  (jiU,  daß  für  jedes  x  im  Intervalle  a  ^x  <C  X  erstens  f(x) 

I  ^  '   '.     und  ziveitens    ( X  —  xYfXx)  I  >  K  ist. 
[  negativ  I  ^  /  '  \   y  i  = 

Auch  dieser  Satz  läßt  sicli  wie  Satz  3  von  Nr.  466 
weiter  spezialisieren,  nämlieli  wenn  f{x)  für  lim  x  =  X  mit 
1  :  (X  —  x)  in  der  li^^^  Ordnung  unendlich  groß  wird.  Alsdann 
hat  !  (X  —  xYfXx)  I  für  lim  x  =  X  einen  bestimmten  endlichen 
positiven  und  von  Nidl  verschiedenen  Grenzwert  A.  Dies  be- 
deutet: Ist  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  t  vorgegeben,  so 
gibt  es  eine  Zahl  a  im  Intervalle  x^^a  <iX  derart,  daß 
(X  —  xff\x)  für  jedes  x  im  Intervalle  a  ^  rr  <  X  zwischen 
A  —  X  und  A  -\-  T  liegt.  Ist  nun  /.•  <  1,  so  wählen  wir  für  K 
die  Zahl  A-\-x,  ist  />;^1,  so  wählen  wir  für  K  die  Zahl 
A  —  T  und  wenden  den  letzten  Satz  an.     So  kommt 

Satz  11:   Ist  f(x)  im  Intervalle  Xq:^x  <.  X  stetig,   aher 
für  X  =  X  unstetig,  so  lonvergiert  das  Integral 

X 


I  f(x)dx, 


sobald  fix)  für  lim  x  =  X  in  niederer  als  erster  Ordnung  mit 
1  :  (X  —  .t)  unendlich  groß  tcird.  —  Es  hat  dagegen  den  Grenz- 

ivert  |,  sobald  f{x)  für  lim  x  =  X  in  höherer  als  erster 

oder  gerade  in  erster  Ordnung   mit   1  :  (X  —  x)   unendlich  groß 
ivird  und  f{x)  von  einem  getvissen   Wert  a  <  X  an  für  jedes  x 

im  Intervalle  a  ^x  <C  X  beständig  |  .^    ist. 

472.  Beispiele. 

1.  Beispiel:  Der  Integrand  sei  1  :  ^1  —  x^.  Er  ist  unstetig 
für  j  ==  1.  Aber  das  Produkt  aus  ihm  und  ]/l  —x  ist  für  x=\ 
gleich  einer  von  Null  verschiedenen  Zahl.  Der  Integrand  wird 
also  für  lim  x  =  \  mit  1 :  (1  —  :r)  in  der  Ordnung  \  unendlich. 
Das  von  0  bis  1  erstreckte  Integral  ist  daher  nach  Satz  11 
konvergent.  In  der  Tat  ist  ja,  wenn  0  <  X  <  1  gewählt  und 
die  Wurzel  positiv  angenommen  wird: 

X 

dx 


h 


=  arc  sin  X, 
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wobei  der  Arkus  zwischen  —  \^  und  -f  j7t  liegt.   Für  lim  Ä  =  1 
folgt  hieraus: 

/'    dx  1 

0 

2.  Beispiel:  Bei  dem  elliptischen  Integrale  erster  Gattung 
(vgl.  Nr.  445): 

dx 


J 

0 


V(l— a;«)(l  — Pa;*)' 


wobei  7.:^  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet  und  die 
Wurzel  positiv  ist,  ist  der  Integrand  ebenfalls  für  x  =  1  un- 
stetig.    Aber  er  wird  wegen 


yr 


1 


y(l  —  x^)  (1  —  k^x")       )/(l  +  x)  (1  —  k^x') 

für    lim  a  =  1    in    der   Ordnung  ^    mit    1  :  (1  —  x)    unendlich. 
Also  ist  das  Integral  nach  Satz  11   konvergent. 

o.  Beispiel:  Sind  F{x)  und  f{x)  relativ  prime  ganze 
rationale  Funktionen,  so  ist  F(x)  :  f(x)  nur  für  die  reellen 
Nullstellen  des  Nenners  f(x)  unstetig.  Es  sei  a  eine  solche 
Nullstelle.  Nehmen  wir  an,  daß  Xq  und  X  beide  kleiner  als 
a,  aber  größer  als  die  nächst  geringere  Nullstelle  von  /"(./.)  sind, 
so  ist  das  Integral 


f 


fix)  ^^ 


wohldefiniert.  Es  sei  nun  a  eine  w<-fache  Nullstelle  von  f(x). 
Alsdann  wird  F{x)  :  f(x)  für  lim  x  =  a  in  m^^^  Ordnung  mit 
1  :  (a  —  x)  unendlich.     Nach  Satz  11  ist  daher  das  Integral 


divergent. 

4.  Beispiel:  Behalten  wir  die  Bezeichnungen  des  letzten 
Beispiels  bei  und  betrachten  wir  das  Integral 


/; 


V(a;) 


dx 
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für    lim   X  =  a.      Der  Integrand    wird    für   lim  a;  =  a    in   der 

Ordnung  |m  mit   1  :  [a  ~  x)   unendlich.     Nach  Satz  11    kon- 
yerü'iert  also  das  Integral 


a 


^(^)    dX 


nur  dann,  wenn  a  eine  einfache  Nullstelle  von  f{x)  ist. 

473.  lutegfrale  von  Funktionen,  die  irgendwo  im 
Intervalle  unstetig  sind.  Wir  hatten  in  Nr.  470,  471  an- 
genommen, daß  die  obere  Grenze  X  größer  als  die  untere 
Grenze  Xq  des  Integrals  sei  und  daß  der  Integrand  f(x)  für 
X  =  X  unstetig  werde. 

Wir  wollen  jetzt  zunächst  die  erstere  Annahme  fallen 
lassen,  also  Xq  >  Ä'  annehmen.  Wählen  wir  m  im  Intervalle 
X<im  < Xq  und  machen  wir  die  Substitution  x  =  —  t,  dx  =  —  dt, 
so  ist 


Jf{x)dx==-fn-t)dt, 


woraus  folgt: 

tri  —  III 

(1)  lim    lf{x)dx  =  -  lim     ff{-t)dt. 

Der  links  stehende  Grenzwert  eines  Integrals,  dessen  Integrand 
an  der  oberen  Grenze  unstetig  ist  und  dessen  obere  Grenze  Meiner 
als  die  untere  ist,  Avird  hierdurch  auf  einen  Grenzwert  von  der 
bisher  betrachteten  Art  zurückgeführt,  da  ja  —  X  >  —  Xq  ist. 
Ist  dieser  Grenzwert  konvergent,  so  heißt  das  betrachtete  Inte- 
o-ral  konvero-ent. 

1.  Beispiel:    Nach     dem     ersten    Beispiele    der    vorigen 
Nummer  ist: 


- 1  1 

/'     dx                r    dt 
.  =  —  I    . =  —  i  jr. 

I 


-j 


1 


Ö  0 

falls  die  Wurzel  positiv  ist. 

Zweitens    wollen    wir    jetzt    annehmen,    fix)    sei    an    der 
unteren  Grenze  Xq  des  Integrals  unstetig,  sonst  aber  im  ganzen 
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Intervalle  bis  zur  oberen  Grenze  X  stetig.     Wählen  wir  vorerst 
m  innerhalb  des  Intervalles,  so  ist  nach  Satz  8,  Nr.  412: 

X 


j  f{x)dx  =  —  I  f{x)dx, 


daher 

X  TU 

(2)  lim     lf(x)dx  =  —   lim     j  f(x)dx. 

m  X 

Der  gesuchte  Grenzwert  ist  hierdurch  auf  den  Grenzwert  eines 
solchen  Integrals  zurückgeführt,  dessen  Integrand  an  der  oberen 
Grenze  unstetig  ist,  also  auf  einen  der  schon  besprochenen 
Grenzwerte.  Sobald  dieser  Grenzwert  bestimmt  und  endlich 
ist,  heißt  das  betrachtete  Integral  konvergent.  Nach  Satz  10 
von  Nr.  471  ist  also  das  von  Xq  bis  X  erstreckte  Integral 
z.  B.  dann  konvergent,  wenn  es  eine  positive  Zahl  l-  <  1  derart 
gibt,  daß  \{x  —  XQyf(x)\  für  alle  hinreichend  nahe  bei  Xq  ge- 
legenen und  dem  Intervalle  angehörenden  Werte  von  x  nicht 
größer  als  eine  gewisse  endliche  Größe  K  ist. 
3.  Beispiel:  Hiernach  ist  das  Integral 


1 


Ina;    , 
—  dx, 

X 


worin  0  <  «  <  1  sei,  konvergent,  obgleich  der  Integrand 
f{x)  =  In  a; :  x"  für  a;  =  0  den  Grenzwert  —  oo  hat.  Denn 
wenn  A-  eine  Zahl  zwischen  a  und  1  bezeichnet,  so  ist  nach 
Satz  27,  Nr.  130: 


lim  x^fix)  =  lim  -^-T  ^ z-  ^™  a:^"""  =  0, 


weil  A'  —  «  >-  0  ist,  und  dies  bedeutet,  daß  x^f(x)  für  hin- 
reichend kleines  positives  x  kleiner  als  eine  beliebiLi;  klein  ge- 
wählte positive  Zahl  K  ist. 

Wir  wollen  nun  drittens  den  Fall  betrachten,  daß  der 
Integrand  f{x)  im  ganzen  Intervalle  von  x^  bis  X  stetig  sei, 
abgesehen  von  einer  Stelle  x^  im  Innern  des  Intervalles.  Wir 
können  dabei  etwa  x^  <i  X  annehmen,  da  der  andere  Fall 
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Xq'>  X  nach  Satz  8,  Nr.  412,  sofort  auf  diesen  Fall  reduziert 
werden  kann.  Wählen  wir  nun  zwei  beliebig  kleine  positive  Zahlen 
6  und  r,  so  ist  die  Summe: 

a-j  —  (I  A' 

if{x)dx+jf{x)dx 

wohldefiniert,  da  jedes  ein- 
zelne Integral  über  ein  Inter- 
vall erstreckt  ist,  in  dem 
der  Integrand  f\x)  stetig  ist. 
Wir  schließen  eben  die  Unstetigkeitsstelle  x^  durch  kleine  Inter- 
valle von  den  Längen  6  und  t  vorläufig  aus,  siehe  Fig.  15.  Nur 
wenn  die  beiden  Integrale  für  lim  6  =  0  und  lim  t  =  0  bestimmte 
endliche  Grenzwerte  haben,  sagen  wir,  daß  das  Integral 

X 


ß 


f{x)dx 
konvergiert  und  die  Summe  jener  beiden  Grenzwerte  ist: 

X  X,  -  ()  X 

(3)  if{x)dx  =  lim  /  f{x)dx  -\-  lim  if{x)dx. 

x„  jo  a-i  +  r 

Die  beiden  rechts  stehenden  Grenzwerte  gehören  zu  den 
schon  vorher  betrachtete)i ;  der  erste  nämlich  bedeutet  ein 
Integral,  dessen  Integrand  au  der  oheren  Grenze  x^  unstetig 
ist,  und  der  zweite  ein  Integral,  dessen  Integrand  an  der  unteren 
Grenze  x^  unstetig  ist. 

3.  Beispiel'.  Es  liege  das  Tutegral  über  dx  :  )/x^  von 
X  =  —  1  bis  X  =  -\-  \  vor.  Der  Integrand  ist  für  x  =  0  un- 
stetig, so  daß  wir  die  Zerlegung  vornehmen: 


+  1  0  1 

/'dx      r  dx      r 


dx 


1  '  -1 

Das  erste  Integral  rechts  läßt  sich  sofort  durch  die  Substitution 
X  ==  —  t,  dx^  —  dt  auf  das  zweite  zurückführen,  so  daß  kommt: 

+  1 


M='ß 


jy 


dx 
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Das   Integral   rechts    ist   aber   konvergent. 
0  <i  ))i  <C  1  gewählt  wird: 

dx 


denn   es    ist,    wenn 


/^  =  3(i-Vnr), 


woraus  für  lim  m  =  0  der  Grenzwert  3  hervorgeht.    Folglich  ist 

+ 1 
'  dx 


/'  dx 


Nach  dem  Vorhergehenden  dürfte  es  nun  auch  ohne 
weiteres  klar  sein,  wie  wir  vorgehen,  ivenn  der  Integrand  f(x) 
an  mehreren  Stellen  im  Integraiionsintervalle  imstetig  ist.  und  es 
mag  genügen,  nur  noch  den  Fall  zu  betrachten,  daß  f{pc)  an 
der  unteren  Grenze  x^,  an  einer  Stelle  x^  innerhalb  des  Inter- 
valles  und  an  der  oberen  Grenze  X  unstetig  wird,  wobei  wir 
wieder  a:;^  <  X  annehmen  wollen.  Wir  verstehen  unter  6,  x. 
<?'  und  t'  vier  beliebig  kleine  positive  Zahlen  und  betrachten 
zunächst  die  Summe: 

z,  —  ff  X  —  ff ' 

jf(x)dx  +  jf{x)dx. 

Xc  +  r  a','+  T ' 

Die   beiden  Integrale   erstrecken   sich   auf  Intervalle,   in   denen 
der  Integrand  stetig  ist,  da  wir  die  Uustetigkeitsstellen  Xq,  x^,  X 

durch  Intervalle  von  den 
Längen  r,  (5  +  t'  und  a' 
ausgeschlossen  haben,  siehe 
Fig.  16.  Es  sei  nun  a  ein 
beliebiger  Wert  zwischen 
o~^  'x~^  Xq  und  x^  und  h  ein  be- 
liebiger Wert  zwischen  x^ 
und  X  Alsdann  läßt  sich 
jedes  der  beiden  Integrale 
nach   Satz  9,  Nr.  412,  in   eine   Summe  zerlegen,   so   daß   sich 


Fig.  16. 


X-o' 


die  viergliedrige  Summe  ergibt: 

a  .r^  —  (J 

(fix)  dx  +  ffix)  dx  +  jf{x)  dx  +  /  fix)  dx. 
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Machen  wir  jetzt  alle  vier  Grenzübergänge,  indem  wir  a,  r, 
ö',  x'  nach  Null  abnehmen  lassen,  so  sind  alle  vier  Grenzüber- 
gänge durchaus  unahhüngig  voneinander,  indem  sich  jedes  der 
Integrale  über  ein  Intervall  erstreckt,  innerhalb  dessen  der 
Integrand  f(x)  jedesmal  überall  stetig  ist,  abgesehen  von  nur 
einer  Grenze  des  Intervalles.  Die  vier  Grenzwerte  sind  solche 
von  der  Art,  wie  wir  sie  schon  vorher  betrachtet  haben.  Nur 
wenn  alle  vier  Grenzwerte  bestimmt  und  endlich  sind,  sagen 
wir,  daß  das  von  x^  bis  X  erstreckte  Integral  konvergiert,  und 
bezeichnen  als  seinen  Wert  die  Summe  der  vier  einzelnen 
Grenzwerte. 

Daß  diese  Summe  alsdann  von  der  Wahl  der  Zwischen- 
werte a  und  h  durchaus  unabhängig  ist,  läßt  sich  nach  Satz  9, 
Nr.  412,  ebenso  beweisen,  wie  es  in  Nr.  4H7  bei  einer  analogen 
Einschaltung  eines  Zvvischenwertes  geschah. 

Ebenso  wie  in  dem  soeben  betrachteten  Falle  verfahren 
wir  allgemein,  indem  wir  zwischen  den  Unstetigkeitsstelleu  be- 
liebige Werte  einschalten  und  das  Integral  in  eine  Summe  von 
einzelneu  Integralen  zerlegen,  von  denen  jedes  einzelne  sich 
auf  ein  Intervall  bezieht,  innerhalb  dessen  der  Integrand  über- 
all stetig  ist,  abgesehen  jedesmal  von  nur  einer  Grenze  des 
Intervalles.  Dabei  ist  es  jedoch  wesentlich,  daß  die  Anzahl  aller 
Unstefigkeitsstellen  des  Infegranden  endlich  ist.  Sonst  nämlich 
wäre  das  Gesamtintegral  als  eine  Summe  von  unendlich  vielen 
einzelnen  Integralen  zu  definieren,  und  es  stände  noch  der  Beweis 
dafür    aus,  daß  diese  unendliche  Reihe  wirklich  konvergiert. 

Unsere  Betrachtuno-en  zeigen,  daß  wir  immer  wieder  auf 
die  in  Nr.  470  und  471  untersuchten  Grenzwerte  zurückkommen. 
Wir  sagen  daher: 

Satz  12:  Die  Definition  in  Nr.  470  und  die  Sätze  8 — 11 
von  Nr.  470  und  471  lassen  sich  sinngemäß  auf  solche  Integrale 
übertragen,  deren  Integranden  an  einer  endlichen  Anzahl  von 
Stellen  im  Integrationsintervalle  unstetig  werden. 

4.  Beispiel:  Wir  verallgemeinern  das  S.Beispiel,  indem  wir 
das  Inteorral 


/ 


6 

dx 
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betrachten,  wobei  a  und  &  positiv  sein  sollen  und  n  eine 
positive  rationale  Zahl,  etwa  n=p:q  sei,  so  daß  ^  und  q  ganze 
positive  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Teiler  bedeuten.  Wenn  wir 
noch  annehmen,  daß  q  ungerade  sei,  so  hat  x"  für  jedes  posi- 
tive und  negative  x  einen  bestimmten  Wert.  Der  Integrand 
ist  iinstetig  nur  für  x  =  0.     Wir  zerlegen: 

6  -(/  b 

/*dx        1 .       f*d  X    ,    T        i'dx 
—  =  lim  f V-  lim  /  — , 
X            o  =  qJ     X  T  =  oJ     X 

—  a  —  a  T 

wobei  6  und  x  positiv  sein  sollen.     Es  ist  einzeln    für  w  4=  1  • 

-a  b 

J    x"  ~  1  —  «     ""  ^       '  J    x"  ^         ^-n 

—  a  r 

Wenn  erstens  n  Jdeiner  als  Eins  ist,  haben  beide  Integrale  für 
lim  6  =  0  und  lim  t  =  0  bestimmte  endliche  Grenzwerte,  und 
es  kommt: 


/ 


6 


Wenn  zweitens  n  größer  als  Eins  ist,  wird  der  Grenzwert  von 

gleich  -f  oü,  falls  q—  p  gerade  ist,  und  gleich  —  oc,  falls 
q  — j)  ungerade  ist,  während  der  Grenzwert  von  r^~"  gleich 
+  oc  ist.  Sobald  q—p  gerade  ist,  strebt  also  das  erste  Integral 
nach  —  (yü  und  das  zweite  nach  +  oo,  so  daß  das  Gesamt- 
integral keinen  bestimmten  Grenzwert  hat;  sobald  q — p  un- 
gerade ist,  streben  beide  Einzelintegrale  nach  -\-  oc,  dasselbe 
gilt  daher  vom  Gesamtiutegral.  Wenn  drittens  n  gleich  Eins 
ist,  so  haben  wir  die  Formeln: 


-a  b 

fi^  =  ln',      P"  =  ln^, 
^    X  a  ^    ^    X  r  ' 


to  daß  das  erste  Integral  den  Grenzwert  —  oo,  das  zweite  den 
Grenzwert    -f   oo    hat,    das    Gesamtintegral    also    keinem    be- 
stim.mten  Grenzwerte  zustrebt. 
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5.  Beispiel:  Es  seien  F(x)  und  f\x)  relativ  prime  ganze 
rationale  Funktionen  von  x,  so  daß  F(x)  :  f\x)  folglich  für  jede 
reelle  Nullstelle  von  f(x)  unstetig  ist.  Enthält  das  Intervall 
von  Xq  bis  X  insgesamt  m  verschiedene,  so  zerlegen  wir  das 
Intea^ral 

X 

J  T(x)  ^^ 

in  Einzelintegrale,  von  denen  sich  ein  jedes  auf  ein  solches 
Intervall  bezieht,  das  nur  an  einer  seiner  beiden  Grenzen  eine 
der  ni  Nullstellen  aufweist.  Nach  dem  3.  Beispiele  in  Nr.  472 
sind  aber  diese  einzelnen  Integrale  sämtlich  divergent;  dasselbe 
gilt  also  auch  vom  Gesamtintegral.     Dagegen  ist   das  Integral 


X 


I 


^<^'  dx 


nach   dem   4.  Beispiele   in  Nr.  472   dann   und    nur  dann    kon- 
vergent,   wenn    alle   im   Intervall« 
Nullstellen  von  f{x)  einfach  sind. 


vergent,    wenn    alle   im   Intervalle   von    x^    bis    X   enthaltenen 


474.  Integrale  mit  endlosem  Intervalle  und  ITn- 
stetigkeitsstellen  des  Integranden.  Schließlich  haben 
wir  noch  die  beiden  Betiachtungsreihen,  die  mit  Nr.  4(34  und 
Nr.  470  begannen,  miteinander  zu  vereinigen.  Denn  es  kann 
der  Fall  vorliegen,  daß  ein  Integral 


f(x)dx 


za  berechnen  ist,  von  dem  eine  oder  beide  Grenzen  -f  oo 
oder  —  oo  werden  sollen  und  bei  dem  der  Integrand  f{x) 
mehrere  Unstetigkeitsstellen  hat.  Liegen  alle  ünstetigkeits- 
stellen  von  f(x)  im  Intervalle  von  a  bis  ?>  >  a,  so  können  wir 
die  Zerlegung  in 


a  b  X 

jf{x)dx  ■{■ff{x)dx  +ff{x)d: 


anwenden.      Beim    Grenzübergänge    zu    lim  3?^  =  —  oo     oder 
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lim  X  =  ^  oc  liegen  alsdann  drei  Integrale  vor,  von  denen  das 
erste  und  letzte  zu  den  in  Xr.  464  bis  Nr.  469  betrachteten 
gehört,  das  mittlere  dagegen  zu  den  in  Nr.  470  bis  Nr.  473 
betrachteten.  Wir  sagen,  daß  das  Gesamt  integral  dann  und 
nur  daun  konvergiert,  wenn  die  drei  Einzelintegrale  konver- 
gieren und  bezeichnen  alsdann  die  Summe  der  Werte  der  drei 
Einzelintegrale  als  den  Wert  des  Gesamtintegrals.  Es  leuchtet 
wieder  leicht  ein,  daß  dieser  Wert  von  der  Wahl  der  Stellen 
«  und  h,  zwischen  denen  alle  Ünstetigkeitsstellen  von  f(x) 
gelegen  sind,  unabhängig  ist. 

Zum  Schlüsse  noch  eine  Bemerkung  allgemeiner  Art: 
Für  die  regulären  Integrale,  d.  h.  für  solche  mit  endlichem 
Intervalle  und  mit  überall  stetigem  Integranden,  haben  wir  in 
den  vorhergehenden  Kapiteln  eine  Reihe  von  Sätzen  aufgestellt. 
Es  fragt  sich  nun,  ob  diese  Sätze  auch  für  Grenzwerte  von 
Integralen  gelten.  Es  würde  aber  zu  weit  führen,  wollten  wir 
diese  Frage  in  allen  einzelnen  Fällen  klären.  Daher  mag  die 
allgemeine  Bemerkung  genügen,  daß  man  zur  Entscheidung 
hierüber  zunächst  jene  Sätze  auf  reguläre  Integrale  anwendet 
und  dann  ihre  Intervalle  durch  Grenzübergang  soweit  ausdehnt, 
daß  sie  entweder  ünstetigkeitsstellen  des  Integranden  enthalten 
oder  sich  ins  Unendliche  erstrecken.  Man  hat  dann  jedesmal 
festzustellen,  in  wie  weit  dabei  die  in  den  Formeln  vorkommenden 
Ausdrücke  zu  bestimmten  endlichen  Grenzwerten  streben.  Z.  B. 
die  Sätze  8—10  in  Nr.  412  über  die  Vertauschung  der  Grenzen 
eines  Integrals  und  über  die  Zerlegung  eines  Integrals  in  eine 
Summe  von  Integralen  durch  Zerteilung  seines  Intervalles 
gelten  auch  für  Grenzwerte  von  Integralen,  falls  alle  vor- 
kommenden Integrale  lonvergent  bleiben.  Man  wird  nämlich 
bemerken,  daß  die  Grenzwerte  in  Nr.  467  und  Nr.  473  unter 
Aufrechterhaltung  dieser  Sätze  definiert  worden  sind.  Daß 
unter  denselben  Umständen  auch  Satz  13  von  Nr.  413  über 
die  Integration  einer  Summe  von  Funktionen  und  Satz  15  in 
Nr.  414  über  die  Multiplikation  eines  Integrals  mit  einer 
Konstanten  gilt,  ist  unmittelbar  klar. 

475.  Integrale  von  Funktionen  mit  Sprungstelleu. 

Ein    besonders    einfacher,    aber    wichtiger    Fall    ist    der,    wo 
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der  Integrand  f{x)  eines  Integrals  nur  solche  Unstetigkeits- 
stellen  hat,  an  denen  er  von  einem  endlichen  Werte  zu  einem 
anderen  endlichen  Werte 
übergeht.  Eine  solche 
Stelle  soll  eine  Sprung- 
steile  der  Funktion  f{x) 
heißen.  Im  Intervalle 
von  Xq  bis  X  mögen  die 
Sprungstellen  x^,  x^,---  a-'„ 
liegen,  während  f{x)  sonst  überall  im  Intervalle  stetig  sein 
soll.  Siehe  Fig.  17.  Nach  Nr.  473  ist  alsdann,  wenn  wir 
a^Q  <  X  annehmen: 

X  a"i  —  <ii  x^  —  rX;  X 

I  f(x)dx  =  lim  /  f{x)dx  +  lim  1  f(x)dx  +  •  •  •  +  lim  /  f{x)  dx. 


^i  +  n 


^72  +  ^« 


1,  (?,,  ...  (?„  und  T^,  T,,  ...  T^  positive  Zahlen  bedeuten, 


wobei  6 

die  nach  Null  streben 


Hieraus  folgt: 

X  Xi  x^  X 

j  f(x)dx  =  I  f{x)dx  + 1  f(x)dx  + h  I  fix)dx, 

Xq  Xq  .Tj  Xji 

vorausgesetzt,  daß  für  f(x)  an  der  Stelle  x^  im  Integrale 

I  f(x)dx 

derjenige  Wert  gewonnen  wird,  den  f(x)  mit  bis  x^  wachsendem 
X  erreicht,  dagegen  im  Integrale 

I  f(x)dx 

derjenige  Wert,  den  f(x)  mit  bis  x^  abnehmendem  x  erreicht. 
Satz  13:  Ist  f{x)  im  Intervalle  Xq  ^x  ^  X  überall  stetig, 
abgesehen  von  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen,  an  denen  f{x) 
jedesmal  von  einem  endlichen  Werte  zu  einem  andern  endlicheti 
Werte  springt,  so  ist  das  über  das  ganze  Intervall  erstreckte 
Integral  von  f{x)  konvergent 
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Es  ist  hier  wohl  zu  beachten,  daß  zwar  das  Integral 


X 

F{x)  =  ff{x)dx, 


falls  die  obere  Grenze  x  im  Intervalle  x^^x  ^^  beliebig  ge- 
wählt wird,  stetig  ist,  jedoch  nicht  überall  eine  bestimmte  Ab- 
leitung f{x)  hat.  Denn  an  der  Unstetigkeitsstelle  x^  z.  B.  hat 
Fix)  zwei  Ableitungen,  indem  die  Grenzwerte 

lim  F{x,-h)-F{x,)        j.^  F{x,+h)-F{x,) 

für  positives  Ji  gleich  den  beiden  Werten  sind,  die  f(x)  mit 
bis  Xi  wachsendem  und  mit  bis  x-  abnehmendem  x  erreicht. 
Man  erkennt  dies  sofort,  wenn  man  den  in  Nr.  410  für  die 
Formel  (5)  daselbst  gegebenen  Beweis  unter  der  Voraussetzung 
verfolgt,  daß  f{x-  —  h)  und  f{x--\-h)  für  positives  It  und 
lim7i  =  0  zwei  verschiedene  Werte  erreichen.  Vgl.  auch  Fig.  17, 
S.  43  des  1.  Bandes. 

476.  Hauptwert  eines  bestimmten  Integrals  und 
singulare  bestimmte  Integrale.  Wenn  die  Funktion  fix) 
im  Intervalle  x^  -^  x  ^  ^  nur  an  einer  einzigen  Stelle  x^  un- 
stetig wird,  so  daß  nach  Nr.  473  die  Definition  gilt: 

X  X,  -  o-  X 

(1)  /  fix)dx  =  lim  /  f{x)dx  -\-  lim    /  f\x)dx, 

•ro  Xo  2-1  + 1 

in  der  a  und  t  positiv  sind,  so  kann  es  vorkommen,  daß 
der  eine  Grenzwert  -f  oo  und  der  andere  —  oo  ist  (wie  im 
4.  Beispiele,  Nr.  473),  daß  aber  die  Summe  beider  Grenzwerte 
einen  bestimmten  endlichen  Wert  hat,  falls  man  noch  die 
Bedingung  stellt,  daß  stets  (?  =  r  sein  soll.  Allerdings  ist 
dann  das  Intervall  (1)  dennoch  nicht  als  konvergent  zu  be- 
zeichnen, da  zur  Konvergenz  nötig  ist,  daß  jeder  der  beiden 
Grenzwerte  rechts  für  sich  endlich  und  bestimmt  sei.  Immer- 
hin hat  aber  doch  der  Grenzwert 


Xj^  —  a  X 

lim  r  jf{x)dx  -f  ffix)di 


Xi  +  a 
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eine  gewisse  Bedeutung,  und   man  nennt  ihn  nach  Catichy  den 
Hauptivert  des  Integrals. 

Nehmen  wir  an,  daß  die  beiden  in  (1 )  rechts  stehenden 
Integi-ale  unabhängig  voneinander  konvergieren,  daß  also  das 
Integral  (1)  konvergent  sei.  Alsdann  muß  der  in  ( 1)  an- 
gegebene Grenzwert  auch  dann  hervorgehen,  wenn  man  6  und 
t  so  nach  Null  streben  läßt,  daß  ihr  Verhältnis  6 :  x  stets 
einen  von  Null  verschiedenen  bestimmten  Wert  behält.  Diese 
Wirkung  wird  erzielt,  wenn  man  unter  k  und  |u.  zwei  positive 
Zahlen  versteht,  a  ^  le,  r  =  fie  setzt  und  darauf  die  positive 
Zahl  s  nach  Null  streben  läßt.    Alsdann  ist  der  Grenzwert  gleich 


ar,  —  /.  *  A 

lim|    I  f(x)dx  ^  I  f{x)dx 


Derselbe    Wert    muß    alsdann    bei    der    besonderen    Annahme 
X  =  u  =  1  hervorgehen: 


a;,  —  *  JL 

lim|  I  f(x)dx  -\-     f{x)dx 


Die   Differenz    dieser    beiden    Grenzwerte    muß    folglich    gleich 
Null  sein.     Daher  ergibt  sich  nach  Satz  9,  Nr.  412: 


=  0. 


lim      /  fix)  dx  -h  j  fix)  dx 

Das  erste  Integral  erstreckt  sich  über  ein  Intervall  von  der 
Länge  {X  —  1)«,  das  zweite  über  ein  Intervall  von  der  Länge 
(ji  —  1)  £;  das  erste  Intervall  liegt  vor  der  kritischen  Stelle  x^, 
das  zweite  folgt  auf  die  kritische  Stelle. 

Hieraus  können  wir  nun  den  mitunter  nützlichen,  wenn 
auch  negativen  Satz  ableiten: 

Satz  14:  Ist  fix)  im  Intervalle  XqK  x  ^  X  überall  stetig, 
abgesehen  von  der  Stelle  x^  im  Innern  des  Intervalles,  und  gibt 
es  zivei  positive  Zahlen  k  und  n  derart,  daß  der  Grenzivert  von 

I  f{x)dx  -f  lf{x)dx 

Xi  —  /.  f  X,  +  f 
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für  nach  Null  drehendes  positives  e  nicJtt  versehivindet ,  so  ist 
das  aber  f{x)  von  x^^  bis  X  erstrechte  Integral  divergent. 

Die  Grenzwerte  der  beiden  im  Satze  14  auftretenden 
Integrale  heißen  nach  Caucliy  zur  Stelle  x^  gehörige  singidäre 
bestimmte  Integrale. 

Beispiel:  Es  ist 


—  e  f  « 

J^  =  _l„;..      ß^  =  \na, 


so    daß    der    in    Satz   14    erwähnte    Grenzwert    gleich  In  (^a  :  X) 
ist.     Da  er  nicht  gleich  Null  ist,  so  ist  das  Integral 


J 


dx 

X 


für  a  >  ()  und  ?>  >  0  divergent.  Dies  erkannten  wir  schon  im 
4.  Beispiele,  Nr.  473. 

§  2.  Berechnung:  bestimmter  Integrale  aus  nnhestinimten. 

477.  Zusammenstellung  einiger  bestimmter  Inte- 
grale. Der  nächstliegende  Weg  zur  Berechnung  eines  be- 
stimmten Integrals  ist  nach  Nr.  411  der  folgende:  Man  berechnet 
zunächst  das  zugehörige  unbestimmte  Integral  und  bildet  als- 
dann die  Differenz  seiner  Werte  für  die  obere  und  untere 
Grenze  des  bestimmten  Integrals.  Dabei  können  sich  Schwierig- 
keiten ergeben,  wenn  der  Integrand  Un.stetigkeiten  hat  oder 
wenn  das  Integrationsintervall  endlos  ist.  Alsdann  muß  man 
die   im   vorigen  Paragraphen    entwickelten  Theorien  anwenden. 

Wir  wollen  hier  zunächst  eine  Reihe  von  bestimmten 
Integralen  zusammenstellen,  deren  Berechnung  leicht  ist.  Nach 
den  Formeln  (1),  (5)  und  (4)  von  Nr.  402  ist: 

/a;"<Za;  =  ^  +  C'(fürM  +  -l),       /  e-«^f/a;  =  ^^ -f- C  (für  a  +  0), 

J^qb=«  arctg^  +  0(füra4=0),  J:^^,=^  =  arcsinf -FO(für«+0). 

Die  beiden  letzten  Integrale  gehen  nämlich  durch  die  Sub- 
stitution X  =  at  in  die  Integrale  (5)  und  (4)  von  Nr.  402, 
476,  477] 
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multipliziert    mit   ((  bzw.   1,   über.     Aus    diesen   Formeln   folgt 
nun  ohne  weiteres: 

1  +00 

/  *'"^^^  =  J^i  (^"^  ^>—^\    I  e-'^^dx  =  ^  (für  a  >  0), 

0  0 

0  Ü 

wobei  die  im  letzten  Integrale  auftretende  Wurzel  positiv  sein  soll. 
Aus  (3)  und  (4)  in  Nr.  454  folgt: 

+  »  -f- » 

(2)  I  e~"''coshxdx=-^^-p,    1  e~'"'sinbxdx=-^-r-i^  (fürrt>0). 

ü  0 

Die  Formeln  (3)  und  (4)  von  Nr.  459  liefern  die  Werte 
der  dort  angegebenen  Integrale,  falls  die  Grenzen  0  und  ^jt  sind. 
Ehe  wir  sie  notieren ,  bemerken  wir  noch,  daß  diese  Litesrale 
in  andere  erwähnenswerte  Integrale  übergehen,  wenn  ~x  —  x 
bzw.  sinx  als  neue  Veränderliche  eingeführt  wird.  Es  ergibt  sich: 
+Ä  4-«  1 

(3)  I  shi^''~^xdx=  I  cos'''~^xdx=  i  '^  =  /   \"')    '~"i, 
^  ^  J                        J                         J  yi-t'      i.-s-5...{2k-iy 


0 


(4)    /  sin^'' xdx  =  /  cos^'^xdx  =  1  ^^ =  -^^7^ 

^V  J  J  V^-t'         2.4.6 


■(2^—1)      7t 

<o--2k         ¥ 


Dabei  bedeutet  l'  eine  ganze  positive  Zahl,  und  die  Quadrat- 
wurzel ist  positiv. 

Aus    (2)   in  Nr.  458   ergibt  sich,    wenn  m  und  n   ganze 
positive  Zahlen  sind  und  w  >  1   ist: 

/Bm'"  xtos^  xdx  =       r—  I  sm"^xcos'^~'^xdx. 

0  0 

Dies  ist  eine  Rekursionsformel.  Ersetzen  wir  in  ihr  n  nach 
und  nach  durch  w  —  2,  n  —  4,  •  •  •,  so  kommt  eine  Reihe  von 
Gleichungen,  die  wir  bzw.  mit 

n  —  1  n  —  3 

m  -\-  n'     m  -(-  n  —  2  ' 

10*  [4yy 
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multiplizieren  und  dann  zur  angegebenen  Gleichung  addieren. 
Je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade,  also  von  der  Form  2k -\-  1 
oder  2k  ist,  gehen  dadurch  die  Formeln  hervor: 

i'  <.  2 •  4 -C •  •  •  2Ä;  /*  . 

/  sm'" xcos'^^'^^ xdx= , — r-^r? — r-^ — t — ,_,,,.  /  sin"'a;co8a;rfa:, 
J  (m  +  3)(»i  +  o)-..(m  +  2A;  +  l)J  ' 

0  0 

/■    m  91-1  l-3-5-(-2Ä-  — 1)  r  • 

sm'^xcos^''xdx  =  . — t-^ttt — ;— ;\ — -. — 7-r-,T  /  ^wiP' xäx. 

0  0 

Es  ist  nun  aber: 

1 


I  sin"'a:cos.Trfa;  = 

0 


,»«  +  !, 


m-\-\ 


TO+1' 


so    daß   die  erste  Formel  für  ganzes  positives  m  und  k  liefert: 

(5)  /  sin'" X cos^*"*"^  a;<7:r  =  , — r— vt — ',  „'  '  ' '/ — .  ^,   ,    -, , 

0 

während  die  zweite  wegen  (3)  und  (4),  je  nachdem  m  =  2^  -|-  1 
oder  yn  =  21  ist,  für  ganzes  positives  l  und  k  ergibt: 

/*  2-4  •••  2M-3.- ■(2Ä-  — 1) 

(6)  J  sin-'  +  ia;cos2*a;^x=        i .  3  •  •  ■  (2Z  + 2Ä;+ l)      j 
0 

/7\        C  ■    21  2k    ^  l-3--.(2Z  — l)-l-3.-(2Ä;  — 1)     TT 

0 

1 

478.  Das  Integral  /  ' =-— dx.   In  den  folgenden 

0 
Nummern    betrachten    wir    einige    wichtige,    zuerst   von   Euler 
untersuchte  bestimmte  Integrale.     Das  Integral 

1 

(1)  ^*=J-T-i— ^^' 

0 

in  dem  die  Konstante  p  ein  positiver  echter  Bruch  sein  soll, 
ist  konvergent,  da  der  Integrand  im  Intervalle  überall  stetig  ist, 
ebenso  au  der  Grenze  a;  =  1  (nach  Nr.  129),  während  er  an  der 
477,  478] 
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Grenze  x  =  0  mit  1  :  a;  in  derjenigen  Ordnung  unendlich  groß 
wird,  die  durch  die  größere  der  beiden  Zahlen  j)  und  l  —p 
angegeben  wird  (vgl.  Satz  11,  Nr.  471,  und  Satz  12,  Nr.  473). 
Mittels  der  Substitution  x  =  1  :  t  geht  dasselbe  Integral, 
doch  multipliziert  mit  —  1,  hervor,  und  seine  Grenzen  sind 
+  oo  und  1.  Vertauschung  der  Grenzen  gibt  nach  Satz  8, 
Nr.  412,  wenn  wir  t  wieder  mit  x  bezeichnen,  was  ja  geschehen 
darf: 

1 
Addition  von  [1)  und  (2)  liefert: 

0 

Wir  wollen  das  Integral  in  dieser  Gestalt  zunächst  unter 
der  besonderen  Annahme  ausicerten,  daß  p  die  Form  {2m  +  1) :  2n 
habe,  wo  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten  und  m  <  n 
sein  soll.     Es  ist  dann,  wenn  wir  a;  =  ^^"  setzen: 


U 

0 

daher  nach  Satz  7,  Nr.  467; 


/'       2;;j 2n-2m-2 
n ^2^ dz, 
1  —  z 


(4)  u^ß 


„    ,2m         „2n-2ni-2 

n  z      —  z 


2 

—  00 


Da  der  Integrand  rational  ist,  wenden  wir  die  Partialbruch- 
zerlegung  an.  Die  Nullstellen  z^  des  Nenners  sind  die  2«*®'' 
Einheitswurzeln,  die  wir  nach  Nr.  358  in  der  Form 

z^  =  cos  M^.  +  i  sin  «^ 

annehmen  können,  sobald 

"a.=  ±^^  (^'  =  1,  2,  •••  w-1) 

gesetzt  wird.  Von  den  Nullstellen  ^  =  +  1  ist  abzusehen,  da 
sie    auch  Nullstellen   des   Zählers   sind.     Alle   Nullstellen  sind 

[478 
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einfach.  Also  benutzen  wir  die  in  Xr.  385  gegebene  Partialbruch- 
zerlegung.     Der  zur  Xullstelle  Zf.  gehörige  Partialbruch  ist 

^,    ~f"t .2w-2wi-2  j,2m+l .-2m -1 

— oder  —  — 

weil  z'l"  =  1  ist.  Um  aber  zu  einer  reellen  Partialbrnch- 
zerleguug  zu  kommen,  werden  wir  diesen  Bruch  mit  demjenigen 
Bruche  vereinigen,  der  zur  konjugiert  komplexen  Xullstelle 
gehört,  also  zu  cos  co,.  —  i  sin  co^.  Xach  der  Moivreschen  Formel 
in  Xr.  358  ist  die  Summe  beider  Brüche: 

i       sin  (2  m  -j-  1)  ra.  i      sii  (2  m  -\-  1)  os  sin  oa   sin  (2  m  -(-  1)  o) 

•1  z  —  cos  Qj,  —  i  sin  ra,        2  z  —  cos«,  +  tsinü),       (z —  cosaj,)*  +  sin-ta ,' 

k  k  k  k  k  k 

SO  daß  sich  ergibt: 

^-^  /  Sin  ta 

u  =  >Asin(2wi  +  1)cl),.  /  , ,,  , — ^^ — dz. 

^^  ^  ^    ^J  {z  —  COS  ö)  j-  -f  sm*  ta 

1  -  X  K  k 

Wird  zunächst  nur  von  —  Z  bis  +  Z  integriert,  wobei  Z  end- 
lich sei,  so  hat  das  hier  auftretende  Integral  den  Wert: 

Z  —  cos  W  •^  ~t~  cos  CO 

arc  tg  — . '  +  arc  tg       . , 


wobei  die  Arkus  auf  das  Intervall  von  —  |-"r  bis  +  ^nr  zu 
beschränken  sind.  Diese  Summe  hat  für  lim  Z  =  -{-  oo  den 
Wert  :t.     Also  ist: 


u  =  7t  ^j-  sin  (2  >;/  -f  1)  CO;^.  =  :;r  ^k  sin 
1  1 


(2wi  -f  l)kjf 


Setzen   wir  für   den  Augenblick  (2w  -\-  1)7C  :  2n  =  a,   so   wird 

u  =  %S,  wobei  S  =  sin  2a  +  sin  4«  -j-  •  ■  •  +  sin  2(»  —  l)a 
ist.     Xun  aber  haben  wir: 

2Ssina  =  (cosa  —  cos  ?>a)  -f  (cosSo;  —  cos 5a)  +  •  •  • 
+  [cos  {2n  —  3)«  —  cos  (2w  —  1)«]  =  cos  «  —  cos  (2>?  —  1)«. 

Wegen  der  Bedeutung  von  a  ist  jedoch  (2  n  —  1) «  gleich 
(2?« -)- 1)^  —  «7  also  cos  (2« — 1)«  gleich  — cos«,  so  daß 
S  =  ctg  u  wird.  Folglich  ergibt  sich,  weun  wir  den  Wei*t  von 
478] 
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cc    wieder    eiusetzen    und    auch    (2m  +  1)  :  2n    wieder    mit  p 

bezeichnen : 

1 

(5)  I      ^~^     dx  =  ncigp7i, 

0 

sobald  p    irgend    ein    positiver    echter    Bruch    von    der    Form 
{2m  -\'l):2n  ist. 

Wir  woUen  jetzt  zeigen,  daß  diese  Formel  auch  dann 
richtig  ist,  wenn  p  eine  beliebige  Zahl  im  Intervalle  0  <^  <  1 
bedeutet.  Zu  diesem  Zwecke  gehen  Avir  davon  aus,  daß  wir 
jede  solche  Zahl  ^9  zwischen  zwei  Zahlen  2h  und  p^  von  der 
Form  (2  ))i  -\-  1)  :  2 n  einschließen  können  und  zwar  beliebig 
eng,  da  alle  Zahlen  von  der  Form  (2m  +  1)  :  2n  überall  dicht 
liegen  (vgl.  Nr.  1  und  2).     Wir  haben  nun: 

Pi  <P< P-2- 
Ist  oc   zwischen    0   und  1    gelegen,   so   nimmt   x^'   von   1    bis  x 
ab,  wenn  j)  von  0  bis   1   wächst.     Also  ist 

^ij,  ^  xP>  x''-^,     x^-^'  <  x^-J'  <  x^-P^-, 
folglich 

W^i-l   _    r-P'  xP-^—  X'P   ^       XP"--  ^  —  X-P- 


> -. zr—> 


1  —  X  1  —  X  1  —  X 

Für  X  =  1  haben  die  Brüche  nach  Nr.  129  die  Werte  1  —  2p^, 
1  —  2^>,  1  —  2p).2,  die  in  derselben  Rangordnung  stehen.  Wenn 
nun  6  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  ist,  so  folgt  nach  dem 
Satze  14,  Nr.  413: 

1  1  1 


/-i^^^..>/-:.'5;-..>/ 


xP--^  -x-P^-  -, 
dx. 

1  —  X 


Für  lim  6  =  0  hat  das  erste  Integral  nach  (5)  den  Wert 
n  ctg p^7t  und  das  letzte  den  Wert  jrctgjjg^?  ^^^^  ^i®  Formel  (5) 
für  2h  u^^  P2  §^^^-  ^^^  mittlere  Integral  ist,  wie  wir  sahen, 
ebenfalls  konvergent  für  lim  6  =  0.     Also  folgt: 

1 

/xP~^  —  x'P 

0 
Da  2h  ^^^  Ih  di®  Zahl  p  beliebig  eng  einschließen ,   so  folgern 
wir,  daß  die  Formel  (5)  für  jedes  p  im  Intervalle  0  <^  <  1  gilt. 
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1 
r*  ' dJC.      Dies    Integral 

0 

unterscheidet  sich  von  dem  in  voriger  Nummer  betrachteten 
nur  durch  die  geänderten  Vorzeichen  und  läßt  sich,  wenn  p 
zwischen  0  und  1  liegt,  in  entsprechender  Weise  auswerten. 
Ehe  wir  dies  tun,  machen  wir  darauf  aufmerksam,  daß  es 
sich  auf  eine  wichtige  andere  Form  bringen  läßt.  Denn  es  ist 
1  11 

(1)    S^"lz"  ^-  =M-i "-  +f^.  "'■ 

0  u  u 

Machen  wir  im  letzten  Integrale  die  Substitution  x  =  1  :  z,  so 
kommt: 

1  1  +=c 

I  --, —  dx  -=  —  I  --^—  dz  =  I  -^,      dz. 

0  +  -X  I 

Schreiben  wir  hierin  x  statt  z,  so  folgt  also  aus  (1): 

/- — ,    ,    ^ —  dx  =  I  ~  .      dx  +  I  :^-j —  dx , 

0  Ol 

d-  h.:  1  ^^ 

(2)  J'^^^^äx^J^Jx. 

II  0 

Daß  das  Integral  rechts  konvergiert,  folgt  daraus,  daß  der 
Integrand  für  x  =  0  mit  1  :  a;  in  der  Ordnung  l  —  p  unend- 
lich wird  und  für  a;  =  -f  oo  mit  1  :  .r  in  der  Ordnung  2  —  p 
verschwindet.     (Vgl.  Nr.  473  und  Satz  4,  Nr.  466.) 

Wir  behandeln  das  Integral  in  der  in  (2)  rechtsstehenden 
Form  analog  wie  das  der  vorigen  Nummer,  indem  wir  zunächst 
wieder  annehmen,  daß  p  die  Form  {2m  +  1)  :  2n  habe,  wo 
m  und  n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten  und  m  <  n  sein  soll. 
Vermöge  der  Substitution  x  =  z"^"  ergibt  sich  dann  mit  Hilfe 
von  Satz  7,  Nr.  467: 

(3)         jrT-.'^  =  'JrT7^^'Jr 


dz 

+  7" 


0 
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Der  Integrand  des  letzten  Integi-als  ist  rational,  und  es 
sind  die  Nullstellen  z,.  seines  Nenners  sämtlich  einfach,  so  daß 
sich  die  Parti albruchzerlegung  in  Nr.  385  anwenden  läßt. 
Zur  Nullstelle  z,.  gehört  der  Partialbruch 

,2//<  +  1 


oder  — 


'A 


weil  z^f."  =  —  1  ist.    Ferner  hat  z^.  den  absoluten  Betrag  Eins  und 
ist    daher    in    der    Form    cos  ca^.  +  i  sin  co^.    darstellbar,    so   daß 
nach  der  Moivreschen  Formel  von  Nr.  358 
cos2n(i9^4- ^  sin  2wcö;[.  =  —  1,  d.h.  cos2wcl»^  =  —  1,  sm.2nG)^  =  0 
ist.     Wenn  wir  also 

"^■  =  '4t'^  a-  =  o,i,,2,...«-i) 

setzen,  so  liegen  alle  2n  Nullstellen  des  Neuners  in  den  Formen: 
cos  a^  +  i  sin  (Of.     und     cos  ( —  03;^)  +  i  sin  (—  03^ 

vor.  Die  Summe  der  beiden  zu  diesen  konjugiert  komplexen 
Nullstellen  gehörigen  Partialbrüche  ist  nach  der  Moivreschen 
Formel  gleich 

cos  2  m  10   —  cos  (2  m-}-  1)  a  •  z 
{z  —  cos«  )*  -|-  sin*  CO 

Wir  formen  den  Zähler  ein  wenig  um  und  erhalten  dann: 

/nz^^'^dz        ""SJ      r~  ^^^  (^  "*  +  ^)  ^k  '  ^^  ~  ^°^  ®P  -|-  sin  (2 m  -|-  1)  co^  •  sin  oa^ 
l  ^z^"~  ^    J  (2  —  cos  cö^j* -f  sin*  CD^ 

-    X  —    IX 

Das  rechts  stehende  Integral  werten  wir  zunächst  zwischen 
endlichen  Grenzen  —  Z  und  -f-  Z  aus  und  zwar  am  bequemsten, 
indem  wir  davon  Gebrauch  machen,  daß  die  in  Nr.  432  angegebene 
Funktion  (10)  die  dort  unter  (6)  stehende  Ableitung  hat. 
Wenn  wir  in  jenen  Formeln  h  und  Je  durch  cos  to^.  und  sin  co^, 
2il/^_j  und  2^",^_j  durch  —  cos {2m -\-l)(o^  und  —  sin(2w  + 1)«^. 
ersetzen,  so  finden  wir  also,  daß  das  von  —  Z  bis  -f  Z  erstreckte 
Integral  den  Wert 

1  {Z — cos  w  )* -j- sin*  0) 

—  -  COS  (2  m  -i-  l)(ö,.  •  In  j^=r-, V-^'-~i 

2  ^  >       ■'     k  (Z-|- cosa>J*-j- sin*ü} 


-1-  sin  (2m  +  1)( 


Z —  cos  OJ  Z-{-  cos  GJ   " 

arc  tg  — -. -f-  arc  tg  — -. 
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hat,  in  dem  die  beiden  Arkus  zwischen  —  ^tc  und  -{-^  7t  liegen, 
so  daß  sie  beim  Grenzübergange  für  lim  Z  =  -\-  oc  beide  zu  |-  ;r 
werden,  wobei  der  Numerus  des  Logarithmus  gleich  Eins  wird. 
Folglich  kommt: 


r"'' 


1+ 


-2^  =^^'^  sin  (2  7)1   +   1)03^. 


Dasselbe  Verfahren  wie  in  voriger  Nummer  lehrt,  daß 

71-1 


2 


k  sin  r2w  +  l)«,.  = 


2»n4-l 


ist.     Wenn    wir    schließlich    (2m  +  1):    2n    wieder  mit  j^   be- 
zeichnen, so  folgt  aus  (3),  daß 

J      1  -\-  X  sin  p  n 

0 

ist,   sobald  j)   einen  positiven   echten  Bruch   bedeutet,   der  die 

Form    {2  m  -f-  1)  :  2n   hat.      Unter   derselben  Voraussetzung   ist 

also  nach  (2):  ^ 


(5)  / 


dx  = 


\  -\-  X  sinpit 

0 

Um  nun  zu  zeigen,  daß  die  Formel  (4)  auch  dann  gilt, 
wenn  p  irgend  einen  Wert  im  Intervalle  0  <^)  <  1  hat,  genügt 
es,  dasselbe  für  die  Formel  [b]  nachzuweisen.  Dies  läßt  sich 
jedoch  wegen  der  geänderten  Vorzeichen  nicht  so  leicht  be- 
werkstelligen wie  in  voriger  Nummer  der  Beweis  der  Formel  (5). 
Wir  schließen  viehnehr  so:  Wäre  die  Formel  (5)  richtig,  so 
würde  aus  ihr  und  aus  der  Formel  (5)  der  vorigen  Nummer 
durch  Addition  folgen: 

/  — —-] dx  -\-  \ dx  =  —. \-  7c  ctg  p% 

J  1  -\- X  J  l  —  x  sinpn    '  «' 

0  0 

oder,  wenn  wir  beide  Integrale  vereinigen,  die  Integranden  auf 
einen  gemeinsamen  Nenner  bringen  und  die  Hälfte  nehmen: 


(6)  r^iii^ 

t/  1  —  X 

0 
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Es  genügt  demnach,  die  Richtigkeit  dieser  Formel  für 
0  <i)  <  1  zu  beweisen.  Dabei  machen  wir  davon  Gebrauch, 
daß  sie  sicher  nach  dem  Vorhergehenden  richtig  ist,  falls  p 
die  Form  {2ni  -\-  1)  :  2n  hat,  wobei  m  <  n  ist. 

Wie  in  voriger  Nummer  schließen  wir  ^;  beliebig  dicht  durch 
zwei  Zahlen  p^  und  pg  ^on  dieser  besonderen  Form  ein,  so  daß 

^<1\<P<  Ih  <  1 
ist.    Weil  X  zwischen  0  und  1   liegt,  so  folgt  für  0<.r<  1: 

^Pi-l r'^-Pi         ^.P-1 -l-P         <^P2-1         ^1-^2 

*t/  %Ki  tJU  •*/  -^  \JU  — .   j^ 


> 


1 — x^  1 — x^  1 — X- 

Analog  wie  in  voriger  Nummer  schließen  wir  hieraus: 

1 


n  ctg  ?■,"  >ß'^^  ^^>U  ctg  »f- 


und  weiter,  daß  die  Ergebnisse  (6)  und  (5)  für  jede  Zahl  p 
im  Intervalle  0  <  2)  <  1   richtig  sind. 

480.    Fartialbruchzerlegcung  von  tg  ji'  und    ctg  jc. 

Die  Formel  (5)  der  vorletzten  Nummer  führt  zu  interessanten 
Entwicklungen  von  tg  x  und  ctg  x  in  unendliche  Reihen  von 
Partialbrüchen.     Es  ist  nämlich: 

~ =  X''     ^  —  X    P  -\ . , 

1  —  X  '1  —  X     ' 

— , =  XP  —  X^    P  -\ , 

1  —  X  '  1  —  X 

usw.,  daher  ergibt  sich  aus  n  derartigen  Formeln: 

ci-P~^  —  T~P        "-^  v"  +P-  1  _  r"  ~^' 

(1)  ^-^-  =2<  {x-^P-^  -  x-P)  +  ,_/  — 

0 

Mithin  ist: 

i-x     ^^=^"'/  ix"^'-P-'-x^-P)dx-{-  j ^^— ^;:t^. 

0  0      0  0 

Weil  p  ~  1  und  —  2^  größer  als  —  1  sind,  gibt  die  Anwendung 
der  ersten  Formel  (1)  in  Nr.  477: 

(2)  /"'";-"""  dx  ~y.  (-1 ^-)  +  B„ 

^  ^       t/         1—x  ^j    Xm-^-p       m4-l—p/    '       "' 

0  0 
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wobei  der  Best  R    die  Bedeutung  hat: 


0 


Der  im  Reste  R^  auftretende  Integrand  ist,  falls  w  >  2 
gewählt  wird,  auch  für  a;  =  1  stetig.  Wir  können  ihn  nach 
dem  Mittelwertsatze  22  in  Nr.  420  umformen,  indem  wir 

U  =  X",        V  =  ; 

'  1  X 

setzen  und  bedenken,  daß  v  überall  im  Intervalle  0  <  ä;  <  1 
einerlei  Vorzeichen  hat.  Sind  6  und  t  beliebig  kleine  positive 
Zahlen,  so  ist  danach: 

1-0  1  - ff 


J — r^^-^-^  =  -U"i- 


dx, 

X  ' 


wobei  x^^   im  Intervalle  0  <  x^  <  1   liegt.     Hieraus  folgt  beim 

Grenzübergange    zu    lim  6  =  0    und    lim  t  =  0    nach    (5)    in 

Nr.  478: 

i?„  =  x^'  %  ctg^:t. 

Mithin  ist  lim  JR^  =  0  für  lim  w  =  +  oo,  so  daß  aus  (2)  für 
lim  w  =  -f-  cx)  eine  konvergente  unendliche  Reihe  hervorgeht. 
Da  die  linke  Seite  von  (2)  gleich  tc  ctg  j;>,t  ist,  so  haben 
wir  also: 

(3)  ;rctg2)^=(i-j-^)  +  (^-,-A^)  +  (2:[--3^)+-. 

Fassen  wir  jedes  zweite  Glied  in  einer  Klammer  mit  jedem 
ersten  der  folgenden  Klammer  zusammen,  so  finden  wir  die 
übersichtlichere  Formel: 

(4)  n  ctg^;r  =  i  -  (-^  -  rr^)  -  (^^  -  W^^  -■••■ 

Wenn  wir  hierin  p%  =  x  und  in  {?>)  pn  =  \n  —  x  setzen, 
so  kommt: 

(O)         <^*g^==  X  ~(7r^~;rHc)  ~  (2^^"^~2jr+~J  ' 

(6)  tga:  =  (^ T^)  +  {^ T^^)  +  •  •  •• 
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Weil  0  <  2>  <  1  war,  so  gelten  diese  Formeln  zunächst  nur 
für  0  <C  X  <,n  bzw.  für  —  \%  <,  x  <C\7t.  Aber  man  siebt, 
daß  sich  die  Reihen,  sobald  x  durch  x  -\-  n  ersetzt  wird,  nur 
insofern  ändern,  als  endlich  benachbarte  Glieder  vertauscht 
werden,  und  weil  ctg  (a;  -f  jr j  =  ctg  x  und  tg  {x  -\-  tc)  =  tgit' 
ist,  so  gelten  die  Formebi  (5)  und  (6)  für  jeden  Wert  von  x, 
abgesehen  von  solchen  Werten,  für  die  einer  der  Partialbrüche 
den  Nenner  Null  bekommt. 

Da  CSC  :r  gleich  der  halben  Summe  von  i^^x  und  ctg|-a; 
ist,  SO  folgt  aus  beiden  Reihen  durch  gliedweise  Addition: 

(7)  csc^=^+(^     _      1    )_(_J__^^)  +  ... 

^^  X        \7t  —  X       n  -\-  x)        \27r  —  x        2Tt  -\-  x/ 

mit  abwechselnden  Vorzeichen  und  hieraus,  in-dem  wir  x  durch 
jTi  —  X  ersetzen: 

(8)  sec:r=(^-^~-^  +  r-V-)-(i"^— +^^W--- 
^  ^  \\7t  —  x       \n-\-x}        \^it  —  x    '    fTT-j-a;/ 

mit  ebenfalls  abwechselnden  Vorzeichen.  Allerdings  ist  die 
gliedweise  Addition  der  Formeln  (5)  und  (6)  nicht  ohne 
weiteres  gestattet,  doch  dies  Bedenken  wird  dadurch  gehoben, 
daß  wir  die  Reihen  (7)  und  (8)  aus  der  Formel  (5)  von  Nr.  479 
direkt.^ebenso  hätten  finden  können,  wie  die  Reihen  (5)  und  (6) 
aus  der  Formel  (5)  von  Nr.  478  soeben  abgeleitet  wurden. 

481.  Die  Formel  von  Wallis.     Ist 


=  /  B\ia!^xdx, 


0 

so  folgt,  weil  sin"»  x  mit  wachsendem  positiven  «?  abnimmt,  nach 
Satz  14,  Nr.  413: 

"sA  +  i  ^  ^ik'^'^u-i- 
ln   (3)    und  (4),   Nr.  477,    sind    nun   die  Werte    von   ii^  für 
)n  =  2k  —  1  und  7n  =  21-  ermittelt,  wobei  Je  eine  ganze  positive 
Zahl  bedeutet.     Daraus  folgt: 


2-i--.2k  l-3---{2k  —  l)     n        2  •4- • -(2^  —  2) 

1  •3-.(-2A;-(-l)  ^        2.4- • -21;  1  ^  1  •  3  •  •  •  (2Ä- —  1) 


oder 


l"3  ■  y,'5"'2k  —  l  '2k-^'2k^l'^~2'^~i"3'^'5"'2k^^'2k^^' 
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Der  Quotient  aus  dem  links  und  rechts  stehenden  Produkte  ist 
2A'  :  (2Ä;  +  1),  nähert  sich  also  mit  wachsendem  li  der  Eins. 
Die  beiden  Produkte,  von  denen  das  eine  kleiner  und  das 
andere  größer  als  ^%  ist,  müssen  sich  daher  umsomehr  der 
Zahl  I^Tt  nähern,  je  größer  /.■  gewählt  wird.  Folglich  ist  \% 
der  Grenzwert  jedes  der  beiden  Produkte  für  lim  Ä-  =  +  oo? 
d.  h.  yjr  ist  als  Produkt  von  unendlich  vielen  Faktoren  dar- 
stellbar: 


1 


2      2      4      4      6      f,  -ilc  2k 


2  13      3      5      5      7  2k  —  12k-{-l 

Diese    merkwürdige  Formel  wurde  von    Wallis  noch  vor  der 
Erfindung  der  Differentialrechnung  aufgestellt. 

§  3.   Die  Methode  der  Substitution  bei  bestimmten 
lutegralen. 

482.  Über  die  Transformation  konvergenter  Inte- 
grale. Wir  kommen  hier  noch  einmal  auf  die  Substitutions- 
methode von  Nr.  417  zurück,  die  wir  im  vorhergehenden  Para- 
graphen gelegentlich  angewandt  haben  und  die  überhaupt  bei 
der  Berechnung  von  bestimmten  Integralen  von  großem  Werte 
ist.  Es  erscheint  angebracht,  hier  einige  auf  diese  ]\fethode 
bezügliche  Einzelheiten  genauer  zu  erörtern. 

Machen  wir  zu  diesem  Zwecke  folgende  sehr  bestimmte 
Voraussetzungen  : 

Es  soll  t  eine  Funktion  von  x  in  dem  Variabilitätsbereiche 
von  Xq  bis  X  sein.  Für  x  =  x^  sei  t  =  t^  und  für  rr  =  X  sei 
t  =  T.  Es  soll  ferner  x  eine  Funktion  von  t  in  dem  Varia- 
bilitätsbereiche von  /q  bis  T  sein.  Nach  der  Definition  der 
Funktion  in  Nr.  6  bedeutet  dies:  Zu  jedem  x  im  Bereiche  von 
Xq  bis  X  soll  ein  Wert  von  t  im  Bereiche  von  t^  bis  T  ge- 
hören, und  umgel'ehrt.  Wir  setzen  ferner  voraus,  daß  diese 
beiden  zueinander  inversen  Funktionen: 

(1)  t=^{x),     x  =  <p{t) 

überall  im  Variabilitätsbereiche  von  Xq  bis  X  bzw.  von  t^  bis  T 
stetige  Ableitungen  haben,  also  auch  selbst  stetig  seien  (nach 
Satz  1,  Nr.  27). 
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Ist  nun  f{x)  eine  im  Intervalle  von  Xq  bis  X  stetige 
Funktion    von  x,    so  liefert  die  Anwendung  der   Substitution 

X  =  q)(t): 

X  T 

(2)  Jf{x)dx^Jf[cp{i)-]cp'{t)dt. 

Der  neue  Integrand  f((p)(p'  ist  nach  Satz  8,  Nr.  22,  und  nach 
Satz  15,  Nr.  23,  eine  stetige  Funktion  von  t  im  Intervalle  von 
^0  bis  T. 

Umgekehrt:  Ist  F(t)  eine  stetige  Funktion  von  t  im 
Intervalle  von  f^  bis  T,  so  liefert  die  Anwendung  der  inversen 
Substitution  t  =  ^(x): 

T  X 

(3)  j  F(t)dt=  fF[O(x)]0'(x)dx, 

*0  ^0 

und  der  neue  Integrand  F{0)0'  ist  eine  stetige  Funktion  von 
X  im   Intervalle  von  Xq  bis  X. 

Ist  n  irgendwie  im  Intervalle  von  x^  bis  X  gewählt  und  ni 
irgendwie  im  Intervalle  von  n  bis  X,  so  gehört  zu  x  =  n  ein 
Wert  t  =  V  im  Intervalle  von  t^  bis  T  und  zu  ./;  =  m  ein 
Wert  a  von  t  im  Intervalle  von  v  bis  T.    Alsdann  ist: 


(4)  Jf{x)  dx  =^Jf[cp{t)]  <p'(t)dt. 

n  > 

Wir  können  nun  die  Substitution  (1)  auch  auf  Grenzwerte 
von  Integralen  anwenden.  Z.  B.  mag  f\x )  im  Intervalle  von  Xq 
bis  X  überall  stetior  sein,  abgesehen  von  der  Stelle  x  =  X. 
Ist  alsdann  das  Integral 

X 

I  f(x)  dx 

konvergent,  so  ist  der  Integrand  f((p)g>'  des  neuen,  in  t  aus- 
gedrückten Integrals  (2)  für  jedes  t  im  Intervalle  von  t^  bis  T 
stetig,  abgesehen  von  der  Stelle  t  ^  T,  so  daß  noch  bewiesen 
werden  muß,  daß  das  neue  Integral  ebenfalls  konvergiert.  Dies 
aber  folgt  sofort  aus  Satz  8,  Nr.  470,  und  aus  der  Formel  (4). 
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Denn  nach  diesem  Satze  muß  es  eine  Zahl  n  derart  im  Inter- 
valle von  Xq  bis  X  geben,  daß  die  linke  Seite  von  (4j  absolut 
genommen  kleiner  als  eine  vorgegebene  beliebig  kleine  positive 
Zahl  r  ist,  wie  auch  7n  im  Intervalle  von  n  bis  X  gewählt  sein 
mag,  abgesehen  von  in  =  X  selbst.  Dasselbe  gilt  daher  von  der 
rechten  Seite  von  (4),  so  daß  aus  demselben  Satze  8,  Nr.  470, 
die  Konvergenz  des  neuen  Integrals  folgt. 

Mittels  der  Formel  (4)  beweisen  wir  ganz  ebenso:  Wenn 
X  =  +  o«ü  ist  und  das  ursprüngliche  Integral  konvergiert,  so 
konvergiert  auch  das  neue. 

Es  beruht  dies  darauf,  daß  alsdann  der  Satz  1,  Nr.  465, 
für  das  ursprüngliche  Integral  gilt,  woraus  nach  (4)  sofort 
folgt:  Ist  T  endlich,  so  gilt  für  das  neue  Integral  der  Satz  8, 
Nr.  470. 

Es  ist  hierbei  zu  bemerken:  Wenn  x  ==  -\-  oo  ist  und  f(x) 
für  jedes  x^Xq  stetig  ist,  so  wissen  wir  vom  Integranden  des 
neuen  Integrals,  das  von  t^  bis  T  erstreckt  ist,  daß  es  für  jedes 
t  von  (q  bis  T  stetig  ist,  abgesehen  von  der  Stelle  t  =  T,  wo 
die  Stetigkeit  fraglich  ist;  und  deshalb  ist  es  nötig,  den  Kon- 
vergenzbeweis für  das  neue  Integral  auch  dann  zu  führen,  werm 
T  endlich  bleibt. 

Die  in  Nr.  467,  473  und  474  gegebenen  Entwicklungen 
zeigen  nun  unmittelbar,  daß  überhaupt  stets  die  Konvergenz 
des  einen  Integrals  die  des  anderen  nach  sich  zieht.  Wir 
können  also  die  Substitutionsmethode  in  der  folgenden  strencren 
Fassung  ausdrücken: 

Satz  15:  Ist  x  =  q)(t)  eine  Substitution,  die  so  beschaffen 
ist,  daß  zu  jedem  Werte  von  x  im  Intervalle  von  Xq  bis  X 
gerade  ein  Wert  von  t  im  Intervalle  von  t^  bis  T  gehört,  daß 
ferner  umgekehrt  vermöge  der  inuersen  Substitution  t  =  0{x)  zu 
jedem  t  im  Intervalle  von  t^  bis  T  gerade  ein  Wert  von  x  im 
Intervalle  von  Xq  bis  X  gehört  und  überdies  (p{t)  für  jedes  end- 
liche t  im  Intervalle  von  t^  bis  T  und  Oix)  für  jedes  endliche  x 
im  Intervalle  von  x^  bis  X  eine  stetige  Ableitung  hat,  so  geht 
das  Integral 


ff 


fix)  dx 
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vermöge  der  Substitution  x  =  (p(t)  in  das  Integral 


und  das  Integral 


J'fMtWit)dt 


1 

ß 


F(t)dt 
vermöge  der  inversen  Substitution  t  =  ^  (x)  in  das  Integral 

X 

F[0(x)]  ^'(x)dx 


ß 


über.  Ist  alsdann  eines  der  Integrale  konvergent,  so  ist  auch 
stets  das  transformierte  Integral  konvergent.  Dabei  können  die 
Grenzen  der  Integrale  endlich  oder  unendlich  sein. 

Wir  dürfen  also  die  Substitutionsmethode  auf  konvergente 
Integrale  stets  ohne  weiteres  anwenden.  Ja  selbst,  wenn  wir 
noch  nicht  wissen,  ob  ein  vorgelegtes  Integral  konvergiert, 
dürfen  wir  die  Substitution  machen.  Denn  wenn  sich  dann 
herausstellt,  daß  das  neue  IntegTal  konvergiert  oder  divergiert, 
so  gilt  dasselbe  von  dem  ursprünglichen  Integrale. 

483.  Lineare  Substitutionen.  Sind  wieder  Xq  und  X 
die  Grenzen  des  ursprünglichen  Integrals,  und  soll  dies  Integral 
vermöge  einer  Substitution  x  =  (p{t)  in  ein  Integral  mit  den 
vorgeschriebenen  Grenzen  ^^  und  T  übergehen,  so  ist  es  leicht, 
insbesondere  eine  lineare  Substitution: 

X  =  a  -\-  bt 

ausfindig  zu  machen,  die  das  verlangte  leistet.  Denn  man  hat 
die  Konstanten  a  und  b  so  zu  wählen,  daß  &  =|=  0  und 

Xq  =  a  -\-  ht^,     X  =  a  -\-  bT 
ist.     Daher  hat  die  Substitution  die  Form: 

(1)  x  =  x,  +  f  ;^^  (t  -  f,). 

Die  inverse  Substitution  ist: 
(2)  ^=^o  +  |~(^-^o)- 
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Hierbei  wurde  vorausgesetzt,  daß  Xq,X  uud  fQ,T  sämtlicli 
endlich  seien. 

Sind  Xq,  X  und  t^  endlich,  während  T  =  oo  sein  soll,  so 
ist  es  leicht,  eine  linear  gebrochene  Substitution 

(3)  -  =  ^. 

herzustellen,  die  das  verlangte  leistet.  Denn  man  hat  die 
Konstanten  a,h,  a',h'  so  zu  wählen,  daß  erstens  die  rechte 
Seite  nicht  frei  von  t  wird,  d.h.  daß  ah'  —  a'h=f=0  ist,  und 
daß  zweitens 

_  ^  +  H,  Y  —  ^ 

H-  a'-f  6'i,  '      ^~  h' 

wird.  Ist  t^  =j=  0,  so  können  wir  z.  B.  a'  =  0,  ?>'=  1  annehmen, 
wodurch  sich  aus  (3)  ergibt: 

(4)  x  =  X-{X-x,)\     und      t  =  t,^^. 
Ist  dagegen  ^^  =  0,  so  leistet  die  Substitution: 

(5)  •^-^'     »"<!     «--1^1 
das  gewünschte. 

In  analoger  Weise  können  wir  verfahren,  wenn  irgend 
eine  der  vier  Grenzen  XQ,X,tQ,T  gleich  +  oc  oder  gleich  — <x> 
ist,  ja  auch,  wenn  eine  der  Grenzen  Xq,  X  gleich  +  oo  oder 
—  oo  und  zugleich  eine  der  beiden  Grenzen  Iq  und  T  gleich 
-|-  oo  oder  —  <X)  ist.  Denn  wenn  z.  B.  X=  +  oo,  T  =  -\-  oo 
sein  soll,  so  leistet  die  lineare  Substitution: 

(6)  X  =  Xq  -{-  t  —  Iq     und     t  =  t^  +  X  —  Xq 
das  verlangte. 

Hieraus  und  aus  Satz  15  der  vorigen  Nummer  folgt: 
Satz  16:  Liegt  ein  konvergentes  Integral 

X 

fix)  dx 


ff 


vor,  von  dessen   Grenzen  wenigstens  eine  e^idlich  ist,  so  gibt  es 
stets  eine  lineare  oder  linear  gebrochene  Substitution 

a-\-ht 
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derart,  daß  das  Integral  vermöge  ihrer  in  ein  konvergentes  Integral 


I 


T 

F(t)  dt 


{(hergeht,  dessen  Grenzen  irgend  zivei  vorgeschriebene  verschiedene 
Werte  haben,  von  denen  wenigstens  einer  endlich  ist. 

Besonders  häiififf  wendet  man  eine  linear  gebrochene 
Snbstitntion  an,  um  ein  von  0  bis  +  oc  erstrecktes  Integral 
in  ein  von  0  bis  1  erstrecktes  Integral  zu  verwandeln.  Es 
liege  also  das  Integral 


(7)  Jfix) 


dx 


vor.     Dabei    sei  f{x)  für  jedes  *•  ^  0  stetig.     Das  Integral  ist 
nach   Satz  4  in  Nr.  466   insbesondere  dann  konvergent,    wenn 

C8^  lim     x^fix)  'i  =  K 

einen  bestimmten  endlichen  und  von  Null  verschiedenen  Wert  hat 
und  Ä;>1  ist.    Vermöge  der  linear  gebrochenen  Substitution: 

(9)        ^  =  rAi'   '^■^-   ^  =  vlx'  ^""  =  (1^1)-' 

geht  das  Integi'al  (7)  über  in: 

dt 


J  f\l-tj{l-ty 

0 


^(r^.) 


Bezeichnen  wir  es  mit 
1 


fF(t)  dt,     so  daß    F{t)  =  f{^-^^  ■  ^ 


ty 


ist,  so  wissen  wir  nach  den  gemachten  Voraussetzungen,  daß 
F{t)  im  Intervalle  0  ^  ^  <  1  stetig  ist,  während  es  dahin  ge- 
stellt bleibt,  ob  F(t)  auch  für  t  =  1  stetig  oder  unstetig  wird. 
Die  Substitution  (9)  verwandelt  nun  die  Bedingung  (8)  in: 

limj— ^./•(-^)l=^ 

,=1  1(1  — i/    M  — V  I 

11*         .   [483 
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oder,  da  f*'  =  1  für  ^  =  1   ist,  in: 

lim    (1  ~ty-'F(t)    =^K. 

Ist  nun  /r  <  2,  also  zwischen  1  und  2  gelegen,  so  heißt 
dies,  daß  F{i)  für  t  =  1  mit  1  :  (1  —  ^)  in  niederer  als  erster 
Ordnung  unendlich  groß  wird.  Ist  dagegen  h^2,  so  bleibt  Fit) 
für  #  =  1  endlich.  Wir  können  also,  obgleich  es  nach  Satz  15 
der  vorigen  Nummer  schon  feststeht,  von  neuem  die  Konvergenz 
des  in  t  ausgedrückten  Integrals  nachweisen:  Im  Falle  h  <  2 
folgt  sie  nämlich  aus  Satz  11  in  Nr.  471,  und  im  Falle  /r^2 
ist  F{t)  auch  für  #  =  1  stetig.  Diesen  letzteren  Umstand 
kann  man  gelegentlich  verwerten,  weshalb  wir  ihn  so  for- 
mulieren : 

Satz  17 :  Ist  das  Integral 


+  < 


f{x)dx 

lionvergent  und  verschwindet  f\x)  für  limx  =  +  oo  mit  1  :  x  in 
¥''''  Ordnung,  uobei  Je  >  1  ist,  so  geht  das  Integral  vermöge  der 
linearen  Substitution 


i  —  t 
in  ein  konvergentes  Integral 


1 


F(t)dt 


über,  dessen  Integrand  für  t  =  1  stetig  bleibt,  falls  Je  ^2  ist. 

484.  Verschiedene  Substitutionen  in  verschiedenen 
Teilen  des  Integrationsintervalles.  Da  ein  Integral  nach 
Satz  9  und  10  von  Xr.  412  in  eine  Summe  von  Integralen 
zerlegt  werden  kann,  von  denen  jedes  einem  Teile  des  Gesamt- 
intervalles  zugehört,  so  kann  man  für  verschiedene  Teile  des 
Intervalles  verschiedene  Substitutionen  anwenden.  Daß  dies 
zuweilen  nützlich  ist,  erläutern  wir  an  dem  Beispiele 
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woriu  die  obere  Grenze  X  positiv  sei.     Setzen  wir 

«  ^'  +  p  =  ^ 

und  nehmen  wir  hierbei  Yt  positiv  an,  so  ist 


.g^    _y'i— yi  — t»  dx _Vi—yi—t^      ax    _        at 


yt  'dt       2«)/t>/l-f*'  f/l  +  a;«       2\/2ytyi-t'' 

so  daß  das  Integral 

dt 


/'     dx      _  _J^   r 


t—t* 


also  elliptisch  wird  (vgl.  Nr.  440)  Wenn  nun  ]/l  —  t^  >  0 
angenommen  wird,  so  erreicht  x,  falls  t  bis  Null  abnimmt, 
nach  Nr.  129  den  Wert  Null.  Wächst  t  von  0  bis  1,  so  gilt 
dasselbe  von  x.  Dagegen  für  /  >  1  gibt  die  erste  Formel  (2) 
imaginäre  Werte  von  x.  Also  ist  die  Substitution  nur  für  das 
Intervall  0  ^  :r  ^  1  zu  gebrauchen.  Für  das  übrigbleibende 
Intervallstück  1  ^x  ^X  wählen  wir  dieselbe  Substitution, 
aber  mit  abgeändertem  Vorzeichen  von  "j/l  —  t^: 

3/ ,T=.z^  3, 


V     -'  1  /j  '      fit  c\  ^  -,  /±  -,  /^  J<< 


dx  dt 


yt      'dt      2tytyi-t''''  \/i-\-x^      2\/2ytyi—t^ 

Denn  jetzt  hat  x,  falls  t  bis  Null  abnimmt,  den  Grenzwert  -\-  op. 
Wächst  t  von  0  bis  1,  so  nimmt  x  von  +30  bis  1  beständig 
ab.  Der  Grenze  x  =  X  des  alten  Integrals  entspricht  nach  (1) 
die  obere  Grenze  für  f: 


T  = 


LFe2' 


fl  +  X 

die    zwischen   0   und    1    liegt  und   für    X  =  1    ebenfalls    gleich 
Eins  ist. 

Ist  also  X  <  1,  so  brauchen  wir  nur  die  Substitution  (2), 
und  es  kommt: 

X  T 

/'    dx     _  _i_  r  dt 
pi^-^^  ~  2V2  J  yt^^' 

Ist   dagegen  X>  1,   so   zerlegen   wir   das  Integral  in  das  von 
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0   bis   1  und  das  vou   1  bis   X  erstreckte  und  wenden  für  das 
zweite  die  Substitution  (3)  an,  so  daß  kommt: 

X  1  T 

r   dx     _  ji_  r  dt i_  r  dt 

J  l/T+T« ""  2|/2  J  Vt^^'     2P2J  Vt'^^' 

1  IT 

~  2!/2  J  yt-t'        2\/2\J  Vt^t*      J  l/F^^V 

'^       0  '^0  0 

1  T 

0  '      0 

In  jedem   Falle   also   ist   das  Integral  auf  elliptische  Integrale 
zurückzuführen. 

485.  Verwandlung  willkürlicher  oberer  G-renzeu 
in  bestimmte.  AVir  erwähnen  noch  eine  eigenartige  Um- 
formung von  bestimmten  Integralen,  die  gelegentlich  von  Wert 
ist.     Liegt  das  Integral 

X 


Jm 


dx 


vor,  dessen  obere  Grenze  X  willkürlich  sei,  während  die  untere 
Grenze  gleich  Null  ist,  so  gibt  die  Substitution  x  =  Xt, 
dx  =  Xdt: 

XI  1 

lf(x)dx  =  ff(Xt)Xdt  =  xff(Xt)dt. 
00  0 

Das    neue   Integral    hat   also   die   beiden   völlig  festen   Grenzen 
0  und  1,  während  das  ursprüngliche  Integral  eine  tviUliirlicJie 
obere  Grenze  X  hatte. 
So  kommt  z.  B.: 


X  1 

^'dt 
0  ö" 


X  1 

/  x^ß-'^dx  =  X"  +  M  t"e-- 


Im    Integrale    rechts    spielt    X    die    Rolle    einer    willkürlichen 

Konstanten. 
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Ferner  ist  ebenso: 

X 


/' dx ^  ^  r 


dt 


Hierdurch  wird  das  elliptischf  Normalintegral  erster  Gattung 
(vgl.  Nr.  445),  bei  dem  die  obere  Grenze  X  willkürlich  ist, 
durch  ein  elliptisches  Integral  zwischen  den  beiden  festen 
Grenzen  0  und  1  ausgedrückt. 

§  4.  Differentiation  und  Integration  der  Integrale  nach 
einem  Parameter. 

486.  Vorbemerkungen.  Wir  wollen  annehmen,  daß 
eine  Funktion  /"  von  x  noch  von  einer  willkürlichen  Konstanten  a, 
einem  sogenannten  Parameter  (vgl.  Nr.  93),  abhänge,  weshalb 
wir  sie  mit  f(x,ci)  bezeichnen.  Ein  zwischen  bestimmten 
Grenzen  Xq  und  X  genommenes  Integral  von  f(x,a)  wird  als- 
dann einen  von  a  abhängigen  Wert  haben,  also  eine  Funktion 
F  von  a  sein: 

X 

(1)  Jf{x,a)dx  =  F(a). 

Wir  werden  zeigen,  dab  man  diese  Formel  unter  gewissen 
Voraussetzungen  in  der  Art  nach  dem  Parameter  a  differenzieren 
darf,  daß  man  links  die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen 
ausführt,  so  daß  folgt: 

(2)  ßJ!^,,^ri., 

Ist  diese  Art  der  Differentiation  erlaubt,  so  ergibt  sich 
daraus  eine  wichtige  Methode  zur  Gewinnung  der  Werte  gewisser 
bestimmter  Integrale.  So  z.  B.  haben  wir  in  Nr.  477  gesehen, 
daß  für  a  >  0 


/ 


e'^^'dx  =  — 


0 

ist.     Wenn   wir  hier   links   unter   dem  Integralzeichen   nach   a, 
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differenzieren,  was,  wie  wir  sehen  werden,  erlaubt  ist,  so  folgt 

sofort:  +«, 

1 


/ 


xe~"'dx  —    2, 


also  eine  neue  Integralfonnel. 

Wir  wollen  ferner  zeigen,  daß  man  unter  gewissen  Voraus- 
setzungen die  Formel  (1)  in  der  Art  nach  u  integrieren  darf, 
daß  man  links  die  Integration  unter  dem  auf  x  bezüglichen 
Integralzeichen  ausführt.  Und  hieraus  fließt  alsdann  ebenfalls 
eine  Methode  zur  Gewinnung  der  Werte  mancher  Integrale. 

Ehe  wir  die  hiermit  skizzierten  Betrachtungen  in  Angriff 
nehmen,  schicken  wir  noch  einige  Bemerkungen  voraus: 

Wenn  die  obere  Grenze  X  des  Integrales  (1)  nicht  fest 
gewählt,  sondern  veränderlich  gelassen  wird,  so  ist  der  Wert, 
des  Integrals  nicht  nur  von  u,  sondern  auch  von  der  Ver- 
änderlichen X  abhängig,  so  daß  wir  alsdann  statt  (Ij  die  Formel 
ansetzen :  ^ 

(3)  Cf{x,a)dx  =  F(X,a). 

3-0 

Wir  haben  es  in  den  folgenden  Betrachtungen  also  mit 
zwei  Funktionen  von  je  zwei  Veränderlichen  zu  tun,  nämlich 
mit  f(x,a)  und  F(X,a).  Von  der  Funktion  f{x,a)  werden 
wir  voraussetzen,  daß  sie  eine  stetige  Funktion  von  x  und  a 
innerhalb  eines  gewissen  Variabilitätsbereiches  sei.  Nach  Satz  7, 
Nr.  22,  bedeutet  dies:  Ist  6  eine  beliebig  kleine  vorgegebene 
positive  Zahl,  so  gibt  es  zu  jedem  Wertepaare  x,  a  innerhalb 
des  Variabilitätsbereiches  eine  positive  Zahl  h  derart,  daß  der 
absolute  Betrag  des  Zuwaclises  von  /',  nämlich 

(4)  ^f  =   fix  +  zJx,  a  -^  Ja)-  fix,  a)    <  g 

ist,  sobald  die  absoluten  Beträge  der  Zunahmen  zJx  und  Ju 
von  X  und  u  beide  kleiner  als  h  sind.  Für  verschiedene  Werte- 
paare X,  a  innerhalb  des  Variabilitätsbereiches  kann  diese  zu  6 
gehörige  Zahl  h  verschieden  groß  ausfallen.  Wählen  wir  nun 
unter  allen  Werten  von  h  den  kleinsten,  so  folgt,  daß  an  jeder 
Stelle  X,  cc  des  Variabilitätsbereiches  die  Bedingung  (4)  erfüllt  ist 
für  ^Jx  <Ch  und  z/a  <  h.  Dies  meint  man,  wenn  man 
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sagt,  daß  die  stetige  Funldion  fix,  u)  von  x  und  a  innerhalb 
des  Variahilitätshereiches  (ßeichmäßig  stetig  ist.  (Vgl.  Xr.  364 
und  Nr.  425).  Das  Wort  gleichmäßig  bezieht  sich  darauf,  daß 
bei  vorgegebener  beliebig  kleiner  positiver  Zahl  6  an  allen 
Stellen  des  Yariabilitätsbereiches  für  denselben  Zahlenwert  h 
jene  Bedingung  erfüllt  ist. 

487.  Das  Integral  als  Funktion  der  oberen  Grenze 
und  eines  Parameters.  Es  sei  f\x,  a )  eine  stetige  Funktion 
von  X  und  u  innerhalb  eines  gewissen  Variabilitätsbereiches, 
der  z.  B.  durch  zwei  für  x  und  a  vorgeschriebene  Intervalle 
festgelegt  sei.  Sind  x^  und  X  dem  für  x  erlaubten  Intervalle 
entnommen  und  gehört  a  dem  für  a  erlaubten  Intervalle  an, 
so  ist  das  Integral 

(1)  F{X,a)=Jf{x,a)dx 

mit  veränderlich  gelassener  oberer  Grenze  eine  Funktion  von 
X  und  a  in  demselben  Variabilitätsbereiche,  in  dem  f\x,a) 
als  Funktion  von  x  und  a  stetig  ist.  Nach  Satz  6  in  Nr.  410 
ist  F  eine  stetige  Funktion  von  X  Wir  wollen  nun  aber 
zeigen,  daß  F  eine  stetige  Funktion  von  X  und  u  ist.  Es 
genügt  dabei  nicht,  nur  noch  den  Nachweis  zu  führen,  daß  F 
eine  stetige  Funktion  von  a  ist,  vielmehr  müssen  wir  den 
Zuwachs  zlF  ins  Auge  fassen,  den  F  erfährt,  wenn  sowohl 
X  um  /Jx  als  auch  a  um  zJa  wächst.     Er  ist: 

X+JX  X 

zJF  =   j  f\x,  a  +  Ja)dx  —  j  f(x,  a)dx 

X  X+JX  X 

=    I  fix,  u  -\-  ^a)dx  -{■  \  fix,  a  -\-  zJa)dx  —  1  fix,  a)dx 

X  X  +  JX 

=    /  [fix,  cc  -j-  zJa)  —  fix,  cc)]dx  +  /  fix,  a  -{-  /la)dx, 

X(,  X 

so  daß  nach  Satz  2  in  Nr.  4 

X  X  +  JX 

(2)  jz/i^^!  f[fix,a  +  zJa)-f{x,a)]dx  +!  f  f(x,a-\- ^a)dx\ 

Xg  X 
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wird.  Ist  nun  6  eine  vorgegebene  beliebig  kleine  pcsitive 
Zahl  und  ist  h  die  für  den  ganzen  Variabilitätsbereich  von 
f{x,a)  gültige  zugehörige  positive  Zahl,  für  die  überall  im 
Bereiche  die  Formel  (4)  der  vorigen  Xummer  gilt,  so  ist, 
sobald  I  ^a  I  < /<  gewählt  wird,  insbesondere  auch: 

f{x,  a  -\-  zJu)  —  fix,  a)    <  6. 
Hieraus  folgt  nach  Satz  16,  Nr.  414,  und  Satz  14,  Nr.  413: 

X  X 

(3)     I  j[f{x,a  + /la)  —  f{x,a)\dx\<     j  ödx    =  6   X  —  Xq  . 

Nach  Satz  20,  Nr.  419,  gibt  es  ferner  zu  der  gewählten  Zahl 
6  eine  positive  Zahl  A'  derart,  daß  unter  der  Voraussetzung 
\^X   <  Ä;  auch 

X  +  JX 


ß 


f{x,a  -\-  zfcc)dx    <  6 


ist.  Die  Zahl  Je  kann  dabei  für  verschiedene  Werte  von  X 
verschieden  ausfallen.  Wenn  wir  nun  Ji  kleiner  als  die  kleinste 
aller  dieser  Zahlen  /."  annehmen,  so  bestehen  die  beiden  letzten 
Ungleichungen  überall  im  Variabilitätsbereiche  für  z/X  <  A 
und     zici   <  //,  so  daß  nach  (2) 

\JF  <ö{  X-x^   +1) 

ist.  Sobald  X  —  Xq  endlich  ist,  können  wir  aber,  falls  eine 
beliebig  kleine  positive  Zahl  x  vorgeschrieben  wird, 

T 

6  = 


X-x,\  +  l 


annehmen,  so  daß  JF,  <r  wird  unter  den  Annahmen  z/F  </i 
und  I  z/k  <Ch.  Dies  aber  bedeutet  nach  Satz  7,  Nr.  22,  daß 
F[X,a)  eine  stetige  Funktion  von  X  und  a  ist. 

Sats  18:  Ist  f{x,  a)  eine  stetige  Funldion  von  x  und  a  inner- 
halb eines  Variahilitätshereiches  für  x  und  a,  so  ist  auch  das 
bestimmte  Integral 


ß 


X 

f{x,a)dx 
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eine  stetige  Funktion  von  X  und  a  innerhalb  desselben  Bereiches, 
sobald  das  endliche  Integrationsintervall  von  Xq  bis  X  und  a  dem 
Bereiche  angehören. 

488.  Differentiation  des  Integrals  nach  einem 
Parameter.  Wir  behalten  die  Bezeichnungen  der  vorigen 
Nummer  bei  und  wollen  zu  den  dort  gemachten  Voraus- 
setzungen nunmehr  noch  die  hinzufügen,  daß  f{x,a)  eine  stetige 
imrtielle  Ableitung  f„{x,  a)  nach  a  innerhalb  des  Variabilitäts- 
bereicheshabe. Alsdann  wollen  wir  zeigen,  daß  die  stetige  Funktion 

A' 

F{X, «)  =  /  /"(^,  a.)dx 

von  X  und  a  eine  partieUe  Ableitung  nach  a  hat.  Daß  nämlich 
F  eine  partielle  Ableitung  nach  X  hat,  wissen  wir  schon,  da 
ja  nach  der  Definition  des  Integrals  Fx{X,a)  gleich  f{X,a)  ist. 
Um  die  Ableitung  von  F  nach  a  zu  gewinnen,  halten 
wir  X  fest  und  lassen  a  um  zla  wachsen.  Dann  erfährt  F 
den  Zuwachs 

X  XX 

(1)  z/ F=  I  f(x,  a-\-zi a) dx—  I  f\x,  a)dx=  \  Yfix, a  +  zJcc)  —f(x, cc)]dc 

Nach  dem  Mittelwertsatze  3,  Nr.  28,  gibt  es  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  einen  positiven  echten  Bruch  B,  für  den 

(2)  f{x,  a  -\-  zJcc)  —  fix,  a)  =  zJa  ■  f^{x,  a  +  dzla) 

ist;  dabei  kann  6  für  verschiedene  Werte  von  x  verschieden 
ausfallen.     Mithin  folgt  aus  (1): 


JF 
A 


-  =  /  fa^^j «  +  d^a)dx. 


Ist  6  eine  vorgegebene  beliebig  kleine  positive  Zahl,  so  gibt 
es  wegen  der  Stetigkeit  von  /"„(a',  a)  eine  positive  Zahl  h  derart, 
daß  für  \  zJa\  <ih  auch 

\f^{x,u  +  Ja)-  f^(x,  a)  !  <  6 
ist.     Da  dann  auch  \dzJa    <  /^  ist,  so  ist  um  so  mehr 

/„(x,  a)-6  <  fjx,  a  +  6  Ja)  <  f^{x,  a)  +  ö. 
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Da  die  in  der  Mitte  stehende  Funktion  nach  (2)  hinsichtlich 
u  stetig  ist  und  dasselbe  nach  Voraussetzung  von  f^(x,u)  gilt, 
so  können  wir  alle  drei  Glieder  der  Ungleichung  integrieren. 
Nach  Satz  14,  Nr.  413,  ergibt  sich  dadurch,  daß 

A' 

zwischen 

X  X 

t  f^{x,a)dx  —  6(X  —  x^     und      i  f^(x,a)dx -\- 6{X  —  x^ 
liegt.     Hieraus  folgt: 

X 

(3)  ~=JfJx,a)dx, 

vorausgesetzt,  daß  X  —  x^  endlich  ist,  da  nur  unter  dieser 
Voraussetzung  6(X—Xq)  den  Grenzwert  Null  hat. 

Satz  19:  Ist  f{x,u)  eine  stetige  FunMion  von  x  und  a 
innerhalh  eines  Variahilitätshereichcs  für  x  und  a  und  hat  sie 
daselbst  eine  stetige  partielle  Ableitung  f^(x,u)  nach  u,  so  hat 
das  Integral  ^ 

F{X.a)  =  i  f(x,a)dx 
die  partielle  Ableitung  nach  a: 

X 

FA^,ii)=JfMcc)dx, 

falls  das  Intervall  von  x^  bis  X  endlich  ist  und  dem  Variabilitäts- 
bereiche angehö)i. 

Die  Formel  des  Satzes  läßt  sich  auch  so  schreiben: 

X  X 

i-  ff(x,cc)dx^f^^^dx 

caj  '  V   '  J        ca. 

X^  Xq 

und  besagt  also,  daß  die  Zeichen 

X 

■^-      und       I  .  .  .  dx  . 

ca.  J 
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unter  den  gemachten  Voraussetzungen  vertauschhar  sind.    Oder 
auch:  Die  Differentiation  des  Integrals  nach  dem  Parameter  a  darf 
unterhalb  des  Integralzeichens  am  Integranden  ausgeführt  werden. 
Beispiel:  Da 


0 


dX  1  ,  ^:r 

arc  tg  a  A 


S^2 


ist,  wenn  der  Ai'kus  zwischen  —  In  und  -\-  jTI  gewählt  wird, 
80  ei-gibt  sich  hieraus  durch  Differentiation  nach  «,  indem  wir 
links  unterhalb  des  Integralzeichens  nach  a  differenzieren: 

X 


0 


2ccx^dx  1  ,         V    ,     1  X 

=  —     ,  arc  tguA  -j — 


also  z.  B.  für  a  ^  1 

X 


0 


=  i  arc  tg  X  —  i 


eine  Formel,  die  wir  natürlich  auch  durch  direkte  Integration 
hätten  finden  können. 

489.  Integration  des  Integrals  nach  einem  Para- 
meter. Wir  machen  wieder  dieselben  Annahmen  wie  in  der 
vorletzten  Nummer.  Dagegen  brauchen  wir  jetzt  nicht  die 
Voraussetzung  der  vorigen  Nummer,  daß  f{x,a)  eine  stetige 
partielle  Ableitung  nach  a  habe. 

Wir  können  nun  das  Integral 

X 


ß 


f{x,  a)  dx , 


wenn  wir  unter  X  ebenso  wie  unter  x^  eine  bestimmte  Zahl 
verstehen,  als  eine  Funktion  von  u  betrachten  und,  da  diese 
Funktion  nach  Satz  18,  Nr.  487,  stetig  ist,  auch  hinsichtlich  a 
integrieren,  etwa  von  Uq  bis  A.  Dabei  setzen  wir  voraus,  daß 
das  Intervall  von  cCq  his  Ä  dem  Variabilitätsbereiche  angehöre. 
Wir  finden  so  die  Funktion: 

A  X 

(1)  u  =  l   \    I  f{x,c()dx   da. 
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Andererseits  können  wir  die  gegebene  Funktion  f{x,u), 
indem  wir  x  darin  die  Rolle  des  Parameters  spielen  lassen 
und  a  als  Veränderliche  auffassen,  hinsichtlich  a  von  a^  bis  A 
integrieren.     Das  hervorgehende  Integral: 


A 

ß 


f{x,a)da 


ist  eine  Funktion  von  x,  wenn  wir  uns  a^  und  A  bestimmt 
gegeben  denken.  Da  diese  Funktion  nach  dem  zitierten  Satze 
stetig  ist,  so  hat  sie  ein  über  x  von  Xq  bis  X  erstrecktes  Integral: 

X         A 

(2)  V  =  f\  jf{x,  a)  da    dx. 

Wir  wollen  nun  beweisen,  daß  u  =  v  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  X  und  A  als  veränderlich, 
.so  daß  u  und  v  Funhtionen  von  X  und  A  sind.  Die  in  (1) 
auftretende  eckige  Klammer  enthält  eine  Funktion  von  X 
und  a,  die  eine  Ableitung  f(X,cc)  nach  X  hat.  Indem  diese 
Funktion  hinsichtlich  u  integi'iert  wird,  spielt  X  die  Rolle  des 
Parameters  und  a  die  der  Veränderlichen.  Nach  Satz  19  ergibt 
sich  daher,  daß  außer 

A' 

(3)  -^  =J  f{x,  A)  dx 
noch 


du 

Jx 


-fjx[ß^'^''''^^'^_ 


da 


ist,  da  wir  nach  dem  Parameter  X  unterhalb  des  auf  a  be- 
züglichen Integralzeichens  difl'erenzieren  dürfen.  Hieraus  aber 
folgt: 

A 

(4)  p^=ff(X,a)da. 

Die  Funktion  u  von  X  und  A  hat  also  die  Ableitungen  (3) 
und   (4).     Die  Funktion    v    ist    gerade   so   wie  ii  gebaut,   nur 
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haben  X  und  A  ihre  Rolle  vertauscht.  Wir  erkennen  also 
ebenso,  daß  für  v  diejenigen  beiden  Gleichungen  gelten,  die  aus 
(3)  und  (4)  durch  Vertauschen  von  u  mit  u,  von  A  mit  X, 
von  u  mit  x  und  von  <Xq  mit  Xq  hervorgehen: 


^=J  f{:',a)da,      j^=J  f(x,Ä)dx. 


Aber  hieraus  und  aus  (3)  und  (4)  folgt: 
cv  du         dv         du 

äx  ~äx'    Ja  ^Jä' 

Nach  Satz  10  von  Nr.  74  ist  daher  die  Differenz  u  —  v  konstant 
Daß  diese  konstante  Differenz  gleich  Null  ist,  erkennen 
wir  daraus,  daß  sie  insbesondere  für  A  =  cCq  den  Wert  Null 
hat.  In  der  Tat  ist  für  A  =  cif^  nach  (1)  augenscheinlich  u  =  0 
und  nach  (2)  auch  v  =  0,  d.  h.  u  —  v  =  0.  Demnach  ist  be- 
wiesen : 

Satz  20:  Ist  f(x,a)  eine  stetige  Funktion  von  x  und  a 
innerhalb  eines  Bereiches  für  x  und  a,  dem  die  endlichen  Inter- 
valle von  Xq  bis  X  und  von  a^  bis  A  angehören,  so  ist 

A  X  A 

1       I  f{x,u)dx\  da  =  I  \    jf(x,u)du    dx. 
In  Worten:  Soll  das  Integral 

X 

f{x,a)dx 


ß 


hinsichtlich  u  von  a^  bis  A  integriert  uerden,  so  darf  diese 
Integration  nach  a  unterhalb  des  auf  x  bezüglichen  Integral- 
zeichens auf  den  Integranden  f{x,u)  ausgeübt  tverden. 

Unter  der  Voraussetzung  der  Stetigkeit  von  f{x,  a)  inner- 
halb der  Integrationsintervalle  sind  also  die  Zeichen 

X  A 

I  .  .  .  dx     und     I  ...  da 

vertauschbar. 
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Beispiel:  Zur  Erläuterung  diene  das  folgende  einfache 
Beispiel.  Nach  der  Methode  der  teilweisen  Integration  oder 
auch  nach  (1)  in  Nr.  454  ist 

X 

/^           ainaX — aXcosaX 
X  sm  ax  ax  = ^ 

0 

Wir  wollen  über  u  von  cCq  bis  Ä  integrieren  und  können  dies 
links  unterhalb  des  auf  x  bezüglichen  Integralzeichens  tun, 
also  hier  sin  aa;  nach  u  integrieren.  Da  fsinaxda  gleich 
—  cos  ax  :  x  -\-  koust.  ist,  so  folgt: 

X  A 

X  cos  a  X 


/f                                A    \  j           r^^^  aX  —  a2 
(cos  UqX  —  cos  Ax)  ax  =  I j- 


da 

0 

oder: 

sin  a„ X        sin  AX        / 'sin  aX  —  uX  cos  a X 


/sin  aX  —  a. 


da. 


Führen  wir  statt  «„,  a,  A  die  Bezeichnungen  Zq,  z,  Z  ein 
und  setzen  wir  X=  1,  so  kommt,  wenn  wir  beide  Seiten  der 
Oleichuns  vertauschen,  die  Integralformel: 


z 


ß 


sin  z  —  z  cos  z   -,  sin  Zr,         sin  Z 

—5 dz  =   ~ TiT- 


Daß  in  der  Tat 


/ 


amz  —  z  cos  z   ^                sm  ^    ,    ,         , 
dz  = h  konst. 


z^  z 

ist,  läßt  sich  allerdings  auch  leicht  direkt  erkennen. 

490.  Ausdehnung  der  Ergebnisse  auf  Integrale 
mit  endlosem  Intervalle.  Es  sei  wieder  f{x,tt)  eine  in 
einem  Variabilitätsbereiehe  stetige  Fimktion  von  x  und  a.  Der 
Bereich  enthalte  alle  Werte  x^  Xq,  so  daß  das  Integral 

(1)  J  =  j  f[x,a)dx 

gebildet  werden  kann.    Wir  wollen  annehmen,  daß  dies  Integral 
für  jeden  erlaubten  Wert  von  a  konvergiere. 
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Da  jetzt  das  Intervall  endlos  ist,  können  wir  den  Satz  18 
von  Nr.  487  nicht  anwenden.  Wir  werden  aber  beweisen,  daß  J 
auch  jetzt  eine  stetige  Funktion  von  a  ist,  vorausgesetzt,  daß  a 
dem  erlaubten  Bereiche  angehört.  Zu  diesem  Zwecke  lassen 
wir  a  innerhalb  des  Bereiches  um  Ja  wachsen.  Dann  erfährt 
J  die  Zunahme 

zlj  =  I  f(x,  a  -\-  zla)dx  —  /  f{x,  a)  dx. 

Da  die  beiden  Integrale  auf  der  rechten  Seite  nach  Voraus- 
setzung konvergieren,  lassen  sie  sich  nach  Satz  9,  Nr.  412, 
zusammenfassen  (vgl.  die  Schlußberaerkungen  in  Nr.  474): 

(2)  z//  =j\f{x,  a  +  Ja)-  f{x,  a)]  dx. 

Weil  das  rechts  stehende  Integral  konvergiert,  so  gibt  es,  falls  6 
eine  vorgegebene  beliebig  kleine  positive  Zahl  ist,  nach  Nr.  464 
eine  positive  Zahl  n  derart,  daß  für  jedes  X  ^  n 

X 

(3)  —6<JJ-j\f{x,a-^Ja)-f(x,a)']dx<6 

ist.     Das   hier   auftretende  Integral  aber  ist  der  Zuwachs,   den 

X 

fix,  a)  dx 


ß 


erfährt,  wenn  a  um  Ja  zunimmt:  und  für  dieses  Integral  gilt 
der  Satz  18,  Nr.  487,  da  hier  die  obere  Grenze  endlich  ist. 
Also  können  wir  \  Ja\  so  klein  wählen,  daß  der  Zuwachs  dieses 
Integrals  absolut  genommen  kleiner  als  6  wird: 

A' 

i)  dx    <  6. 


lff{x,a) 


Nach  (3)  ist  aber: 

X  X 

A  I  f{x,  a)  dx  —  6  <.  JJ  <  A  I  fioc,  a)  dx  +  6. 

Xo  Xa 
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Folglich  liegt  ^J  zwischen  —  'Ig  und  +  2<7.  Demnach  er- 
kennen Avir^  wenn  wir  noch  26  =  t  setzen: 

Ist  T  eine  vorgegebene  beliebig  kleine  positive  Zahl,  so 
wirdj  falls  \zJa  hinreichend  klein  ist,  auch  z/e7|  kleiner  als  t. 
Mithin  ist  J  eine  stetige  Funktiou  von  cc. 

Das  Integral  (1)  darf  mithin  hinsichtlich  u  von  Uq  bis  A 
integriert  werden,  falls  das  Intervall  von  «q  bis  Ä  dem  Bereiche 
angehört.     Auf  diesem  Wege  geht 

(4)  /  Jda  =  I  \    f  fix,  u)  dx    da 

hervor.  Wir  wollen  nun  beweisen,  daß  wir  rechts  die  Reihen- 
folge der  beiden  Integrationen  vertauschen  können. 

Da  J  ein  konvergentes  Integral  ist,  so  gibt  es,  falls  6  eine 
vorgegebene  beliebig  kleine  positive  Zahl  bedeutet,  nach  Nr.  464 
eine  positive  Zahl  n  derart,  daß  für  jedes  X^n 

X  X 

j  f(x,a)dx  —  6  <  J<  f  f(x, a)  dx  -\-  a 

ist.  Alle  drei  Glieder  dieser  Ungleichung  sind  stetige  Funktionen 
von  u.  Nach  Satz  14,  Nr.  413,  ergibt  sich  daher  bei  der 
Integration  nach  u: 

A  X  A  A  X 

(5)    I       I  f(x,cc)dx\da  —  6{Ä—KQ)<  I  Jda<i  f       1  f{x,a)dx\da-'t-(3{Ä—UQ), 

wenn  wir  A  >  a^  annehmen.     Wäre  A  <  a^,  so  wäre  >  durch 

<   zu  ersetzen.     Auf  die   links   und   rechts   stehenden  Doppel-  : 

integrale  aber  ist  der  Satz  20  der  vorigen  Nummer  anwendbar, 

da  die  Intervalle  endlich  sind: 

.X  .4  A  X  A 

I      I  f(x,u)da   dx—6{A  —  aQ)<C  I  Jda  <C  f       f  f{x,u)du    dx-\-0{A  —  aQ). 


•lo  a„ 


Demnach  kommt,  wenn  wir  den  Wert  (4)  einsetzen: 

A        +00  X         A 

\  I  \    f  f{x,  u)dx    da  —  j  \    I  fix,  a)  da    dx    <  6{A  —  a, 

«o  a;o  Xa         Oo 
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Weil  Ä  —  Uq  endlich  ist,  so  ist  6(A  —  a^)  eine  beliebig 
klein  zu  wählende  positive  Zahl  und  X  beliebig  groß  anzunehmen. 
Also  geht  für  lim  g  =  0,  d.  h.  für  lim  X  =  +  oo  hervor: 


I       I  f(x,a)dx\dcc  =  I       jf{x,ic)dcc 


dx, 


was  zu  beweisen  war. 

Satz  21:  Ist  f{x,cc)  eine  stetige  Funliion  von  x  und  a 
innerhalb  eines  Bereiches  für  x  und  a,  dem  alle  Werte  x>Xq 
angehören,  und  ist  das  Integral 

+  00 

f{x,  a)  dx 


+  « 


innerhalb  des  Bereiches  überall  Jwnvergent,  so  ist  es  eine  stetige 
Funldion  von  ic.  Soll  diese  Funliion  hinsichtlich  a  innerhalb  des 
Bereiches  integriert  tverden,  so  darf  die  Integration  unterhalb  des 
auf  X  bezüglichen  Integralzeichens  auf  den  Integranden  f{x,u) 
ausgeübt  tverden. 

Wir  haben  hiermit  den  Satz  20  der  vorigen  Nummer  auf 
Integrale  mit  endlosen  Intervallen  ausgedehnt.  Um  nun  auch 
den  Satz  19  von  Nr.  488,  der  sich  auf  die  Differentiation  nach 
dem  Parameter  a  bezieht,  auf  das  konvergente  Integral  J  aus- 
zudehnen, machen  wir  wie  damals  noch  die  Annahme,  daß  f{x,  u) 
überall  im   Bereiche  eine  stetige  Ableitung  nach  a  habe. 

Nach  (2)  ist  nun: 

+  X 

(Q-)  ^-'^  =  rf(x,ci-^Jci)  —  f{x,a)   ^ 

^    ^  Ja.       J  Ja 

Hieraus  folgt  beim  Grenzübergange  zu  lim  zJcc  =  0,  daß 

dx 


(7)  '/.-ffM") 


ist,   vorausgesetzt,   daß   das  rechts  stehende  Integral  konvergiert. 
Daher  finden  wir: 

Satz  22:   Ist  f{x,  u)   eine   stetige  Funktion   von  x   und  a 
innerhalb  eines  Bereiches  für  x  und  a,   dem  alle   Werte  x  >  Xq 
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angehören,   hat  ferner  fix,  cc)    überall    im  Bereiche   eine   stetige 
partielle  Ableitung  f^  (x,  a)  nach  a  und  sind  die  beiden  Integrale 

+  00  +» 

/  f(x,  a)  dx      und      j  /'„  (x,  a)  dx 

Itonvergent,  so  ist  das  erste  Integral  eine  stetige  Funhtion  von  a, 
deren  Ableitung  das  zweite  Integral  angibt,  d.  h.  es  ist: 

+  0C 


Jf{x,a)dx=p-^dx. 


Es  bedarf  keiner  weiteren  Auseinandersetzungen,  um  klar 
zu  machen,  daß  die  Sätze  21  und  22  auch  dann  gelten,  wenn 
von  den  Grenzen  der  auf  x  bezüglichen  IntegTale  irgend  eine 
gleich  +  cx)  oder  —  oo  oder  die  eine  gleich  -f-  oo  und  die 
andere  gleich  —  oo  ist.  Vgl.  Nr.  467.  Natürlich  sind  dann 
auch  immer  für  f{x,  a)  die  auf  das  betreffende  Intervall  be- 
züglichen Annahmen  zu  machen. 

491.  Ausdehnung  der  Ergebnisse  auf  Integrale 
mit  unstetigen  Integrandeu.  Es  sei  nunmehr  f{x,a)  eine 
für  Xq  <  j;  <  X  und  «^  <  a  <  ^  stetige  Funktion  von  x  und  a, 
dagegen  sei  f{x,  a)  unstetig  für  x  =  X.    Jedoch  soll  das  Integral 

(1)  J=  (fix,  a)dx 

konvergent  sein  für  alle  Werte  a  des  Bereiches. 

Wegen  der  Unstetigkeit  des  Integranden  für  a;  =  X  können 
wir  den  Satz  18  von  Nr.  487  nicht  anwenden.  Wir  können 
aber  beweisen,  daß  J  auch  jetzt  eine  stetige  Funktion  von  a 
ist,  und  zwar  geschieht  dies  ganz  analog  wie  in  voriger  Nummer. 
Denn  es  ist  der  Zuwachs  von  J,  falls  a  um  zJa  zunimmt: 

X 

(2)  ZtJ  =  I  [f{x,  a  +  z/fö)  -  f{x,  a)]  dx, 

wobei  das  rechts  stehende  Integral  konvergiert.  Nach  Nr.  470 
gibt  es,  wie  klein  auch  eine  positive  Zahl  6  gewählt  sein  mag, 
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einen  Wert  n   im  Intervalle  Xq  ^  n  <i  X  derart,   daß  für  jedes 
tn  im  Intervalle  n  ^  m  <  X 

(3)  —  6  <  z/ J  —  /  [f'(x,  a+^a)  —  f{x,  a)'\dx  <  6 


wird.     Auf  das  Intesrral 


ß 


f{x,a)dx 

ist  der  Satz  18,  Nr.  487,  anwendbar.  Wir  können  also  \^a\ 
so  klein  wählen,  daß  der  Zuwachs,  den  das  Integral  erfährt, 
wenn  u  um  zJa  zunimmt,  absolut  g*^nomnien  kleiner  als  6  wird. 
Dieser  Zuwachs  ist  das  in  (3)  stehende  Integral.  Also  folgt 
ganz  ebenso  wie  in  voriger  Nummer,  daß  \zlJ  <  2(J  wird, 
womit  bewiesen  ist,  daß  J  eine  stetige  FunMion  von  u  ist. 

Demnach  darf  J  hinsichtlich  a  von  a^  bis  A  integriert 
werden,  und  genau  ebenso  wie  in  voriger  Nummer  ergibt  sich, 
daß  diese  Integration  untei-halb  des  auf  x  bezüglichen  Integral- 
zeichens ausgeübt  werden  darf.  Denn  die  Formel  ( 5j  der  vorigen 
Nummer  gilt  auch  jetzt,  sobald  wir  darin  X  durch  m  ersetzen. 

Satz  23:  Ist  f{x.cc)  eine  stetige  Funktion  von  x  und  a 
innerhalb  eines  Bereiches  für  x  und  u,  dem  alle  Werte  von  Xq 
bis  X,  abgesehen  von  X  selbst,  angehören,  u-ährend  f(x,a)  für 
X  '=  X  unstetig  ist,  und  ist  überdies  das  Integral 


I  tl^, «) 


dx 


fwr  alle  Werte  u  des  Bereiches  konvergent,  so  ist  es  eine  stetige 
FunMion  von  a.  Soll  diese  Funktion  innerholh  des  Bereiches 
hinsichtlich  a  integriert  tverden,  so  darf  die  Integration  unterhalb 
des  auf  x  bezüglichen  Integralzeichens  auf  den  Integranden  f(x,  a) 
ausgeübt  iverden. 

Ferner  ergibt  sich  analog  dem  Satze  22  der  vorigen 
Nummer: 

Satz  24:  Ist  f{x,a)  eine  stetige  Funktion  von  x  und  a 
innerhalb  eines  Bereiches  für  x  und  a,  dem  edle  Werte  von  Xq 
bis  X,   abgesehen  von  X  selbst,  angehören,  tvührend  f(x,u)  für 
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x  =  X  unstetig  ist,  hat  ferner  f{x,a)  iiherall  im  Bereiche,  ab- 
gesehen von  X  =  X,  eine  stetige  partielle  Ahleitung  fa{x,a)  nacJi  a 
und  sind  die  beiden  Integrale 

X  X 

I  f{x,  u)  dx     und    j  f^ix,  a)  di 


ix 


Tionvergent,  so  ist  das  erste  Integral  eine  stetige  Funliion  von  a, 
deren  Ableitung  das  zweite  Integral  angibt,  d.  h.  es  ist: 

X  X 


ljfi.,a)ä.^ßjf^ä.. 


Es  bedarf  auch  hier  keiner  weiteren  Auseinandersetzung 
darüber,  daß  Sätze  anahjg  den  Sätzen  23  und  24  auch  dann 
gelten,  wenn  f{x,ci)  für  mehrere  Werte  von  x  innerhalb  des 
Intecrrationsintervalles  von  Xn  bis  X  unstetior  wird.  Vorl.  Xr.  473. 
Auch  ist  es  klar,  wie  man  durch  Zerlegung  des  Integrations- 
intervalles  und  Anwendung  der  vier  Sätze  21  bis  24  auch  den 
Fall  erledigen  kann,  in  dem  erstens  das  Integi-ationsintervall  für  x 
endlos  ist  und  zweitens  im  Intervalle  Unstetigkeiten  von  f{x,u) 
vorkommen.    Vgl.  Nr.  474. 

Bei  der  Differentiation  eines  konvergenten  Integrals  nach 
einem  Parameter  a  ist,  wie  die  Sätze  22  imd  24  zeigen,  immer 
noch  festzustellen,  ob  dasjenige  Integral,  das  bei  der  Differen- 
tiation des  Integranden  nach  a  hervorgeht,  auch  wirklich  kon- 
vergiert, während  bei  der  Integration  nach  a  von  vornherein 
feststeht,  daß  das  hervorgehende  Integral  konvergent  ist.  Man 
erinnere  sich  daran,  daß  eine  analoge  Bemerkung  bei  der 
Differentiation  und  Integration  einer  gleichmäßig  konvergenten 
unendlichen  Reihe  zu  machen  ist,  vgl.  Xr.  426  und  427. 

§  5.  Anwendungen  auf  Beispiele. 
492.  Die  Integrale  / ——  und    fe-"'x'-^djc, 

0  0 

Nach  (1)  in  Nr.  477  ist: 

0  0 
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Dabei  ist  ]/«  positiv.  Da  die  rechten  Seiten  Ableitungen 
nach  cc  haben,  so  sind  diese  Ableitungen  nach  Satz  22,  Nr.  490, 
gleich  denjenigen  Integralen,  die  sich  durch  Differentiation 
nach  a  unterhalb  der  Integralzeichen  ergeben.  Daß  nämlich  die 
hervorgehenden  Integrale  konvergieren,  erkennt  man  sofort  nach 
Satz  4,  Nr.  466.  Wir  können  wiederholt  nach  a  differenzieren. 
Tun  wir  dies  (n  —  l)mal,  so  kommt: 


(1)      rl^^ 


(2)  fe-'^'x^'-hlx^^'^'^'"^ 


1  •  3 -ö-- -(2«  — 3)  IC 

2  •  4  •  6  •  •  •  (2 »T^^  ■  21/«^"-^' 

(n-1) 


.  (für  tt  >  0). 


Dabei   ist    n   eine  positive  ganze   Zahl  und    ya  positiv.     Aus 
(2)  folgt  für  «  =  1 : 


(3) 


+   00 

/  e-''x"-'^dx  =  (n  —  1)! 


Die  Integration  des  zweiten  der  beiden  zu  Anfang  er- 
wähnten  Integrale  hinsichtlich  a  gibt  für  /^  >  0  und  /.•  >  0  nach 
Satz  21,  Nr.  490,  da 


ist: 

(4) 


+  » 
'~''^—dx  =  In  I      (für  h  >  0,  A-  >  0). 


+ 


Insbesondere  folgt  für  h  =  1 : 

+  =c 

dx  =  In  k 

0 


X 


493.    Das    Integr 


,  —  ftr 


(für  A-  >  0). 


cosbxdx    und 


verwandte    Integrale.     Das    erste    dieser   Integrale    ist    im 
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Falle  h  =  0,  Jt  ^  0,  k  >  0  schon  soeben  berechnet  worden.  Im 
übrigen  gehen  wir  hier  von  den  Formeln  (2)  von  Nr.  477  aus: 

/e'""" coahxdx  =  -^-.-r^,      I  e~"''s\D.hxdx  =    ,  ,  ,. 
a*  +  6^'     J  a-  +  b* 

0  0 

(für  cc  >  0). 

Integrieren  wir  sie  hinsichtlich  a  von  7?  >  0  bis  Je  >  0,  so 
kommt,  weil  die  Integration  auf  den  linken  Seiten  unter  den 
Integralzeichen  ausgeführt  werden  darf: 


cos  bxctx  =  i  in  r^-ri, 

X  2  ft=!_j_6Z7 


—  hx 


>{mrh>0,'k>0). 


mj'- 


■kx 


s\nljxdx  =  arc tg y  —  arctg  ,- 


Dabei    sind   die  Arkus   zwischen  —  i  ^  und  +  |  :;r  zu  nehmen. 

Lassen  wir  Ji  bis  Null  abnehmen,  so  erreicht  die  rechte  Seite 
der  Formel  (2)  den  bestimmten  endlichen  Grenzwert  arctg(Ä:fe). 
Erreicht  dabei  auch  das  links  stehende  Integral  einen  bestimmten 
endlichen  Wert,  so  ist  der  Grenzübergang  statthaft. 

Aber  es  liegt  noch  eine  Schwierigkeit  vor:  Beim  Grenz- 
übergange zu  lim  h  =  0  darf  zunächst  nicht  ohne  weiteres 
lim/iic  =  0  gesetzt  werden,  da  ja  ^r  bis  -\-  oc  wachsen  soll. 
Wir  wissen  also  nur,  daß  Jtx  positiv  ist.  Weil  wir  aber  die 
Formel  (2)  so  schreiben  können: 


+  « 


—  kx 


sin  hxdx  =  arc  tg     —  arc  tg  - 


und  weil 


ist  und  dieser  Ausdruck  für  bis  Xull  abnehmendes  h  stets  den 
Grenzwert  Null  hat,  ob  nun  Jix  =  0  oder  endlieh  und  positiv  oder 
gleich  -|-  '^^  ist,  so  folgt  beim  Grenzübergange  für  lim  h  =  0: 


(3) 
493] 


f- 


sin  hxdx  =  arc  tg  ^        (für  k  >  0), 
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sobald  noch  bewiesen  ist,  daß  das  Integral  konvergiert.  Es 
genügt,  das  letztere  für  Z;  >  0  zu  zeigen.  Wir  machen  die 
Substitution  hx  =  z  und  setzen  die  positive  Konstante  h  :  h 
gleich  m,  so  daß  das  Integral  übergeht  in: 


+ 


(l_e-m^)«^f7^. 


Der  erste  Faktor  des  Integranden  ist  stets  positiv  und  nimmt 
von  0  bis  1  zu,  wenn  z  von  0  bis  +  cx^  wächst.  Nach  dem 
dritten  Mittelwertsatze  24  in  Nr.  424  ist  daher  für  Z>0: 

z  z 

//^  ™  r\  sin  2  ,  /^  ,,  7^   i  sin  z  , 

(1  —  e-"")-^    dz  =  (1  — e-'"^)  /  -^dz, 

0 

wobei  ^  im  Intervalle  von  0  bis  Z  liegt.  Der  erste  Faktor 
rechts  hat  für  lim  Z  =  +  oo  den  Grenzwert  Eins  und  der 
zweite  nach  Nr.  469  einen  bestimmten  endlichen  Wert.  Damit 
ist  der  Nachweis  der  Richtigkeit  der  Formel  (3)  beendet. 

Wir  wollen  weiterhin  Ä'  in  (3)  nach  +  oo  streben  lassen. 
Dabei  liegt  eine  ähnliche  Schwierigkeit  vor  wie  vorher,  jedoch 
nicht  für  die  obere  Grenze  a:  =  +  cx),  sondern  für  die  untere 
Grenze  x  =  0.  Denn  für  lim  x  =  0  und  lim  J:  =  -\-  oo  wird 
lim  ]iX  unbestimmt,  so  daß  wir  also  nicht  ohne  weiteres  für 
lim  Je  =  -{-  oo  für  Ix  den  Wert  +  oo  setzen  dürfen,  für  den 
sich  aus  (3)  ja  ergeben  würde: 

(4)  J'^dx=\x  (für6>0), 

0 

eine  Formel,  in  der  die  linke  Seite  nach  Nr.  469  konvergiert. 
Vielmehr  müssen  wir  noch  folgendes  feststellen:  Ist  6  eine 
beliebig  kleine  positive  Zahl,  so  muß  gezeigt  werden,  daß 


(5)  /i 


smhxdx 

X 


für  lim  A;  =  +  oo  doch  beliebig  klein  wird.    Da  &  >  0  voraus- 
gesetzt wurde,  ist  der  Integrand  dieses  von  0  bis  6  erstreckten 
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Integrals  positiv.  Nach  Satz  14,  Nr.  413,  ist  der  folglich  positive 
Wert  dieses  Integrals  für  jedes  positive  h  nicht  größer  als 


/ 


sin  hx  -, 

-dx. 


Nun  ist  ferner  smhx  -^hx  in  dem  Intervalle  O^x^ö,  also 
das  Integral  (5)  kleiner  als 


a 

ß 


hdx  =  hö, 

0 

womit    der    Beweis    erbracht    ist.      Daher    ist    die    Formel  (4j 
nunmehr    ebenfalls    exakt   begründet.     Insbesondere    folgt   für 

h  =  l: 

+  » 

(6)  J^-^dx  =  ^7i, 

0 

womit   der  Wert   des   schon  in  Nr.  469  betrachteten  Integrals 
gefunden  ist. 

Ersetzen  wir  h  in  (4)  durch  a  +  t»  >  0,  so  kommt: 

/sin  (a  -\-  b)x  -j          ,             /sin  (a  —  bjx  j  -i        /j...         -^  i,  -.^  a\ 

— ^    ^   ^    dx  =  j7i,      I  — —dx  =  |ä  (für  a>o> 0). 

0  0 

Hieraus  folgt  durch  Addition  und  Subtraktion: 

/sin  aa;  cos  &a;  ,           ,            /  cos  aa;  sin  6a;  ,  ^      /p..  7  ^    rw 
dx=-^n,     I— dx  =  0     (für  a>?)>0). 

0  0 

Für  er  =  &  >  0  dagegen  ist  nach  (4): 

+  x  +00 

/sin  aa;  cos  aa;,  ^   /sin2a«  ,     ^ 

0  0^ 

Wir  haben  demnach  gefunden: 

+^^  (1^  :rr  für  a  >  ?>  >  0 , 


rn\                      Ain  aa;  cos  &a;,  L        „..  7  ^  a 

(7)  f aa;  =  j  Jr  für  a  =  6  >  0 , 

0  I    0  für  ?>  >  a  >  0  . 
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/COS  i1  Of* 
^dx.    Wir  benutzen  wieder 


die  Formel  unter  [2)  in  Nr.  477: 
+  » 
e'""" ^uxhxdx  = -j-j~^^  (für  a  >  0), 


0 

die  wir  mit  cosh:h  multiplizieren: 


/e~"^  sin  6a;  cos  &  7            cos  6  /„..         ^    ^. 

J 1 dx  =  -,^-p  (für  a  >  0). 

0 

Wenn  wir  nun  hinsichtlich  h  von  0  bis  2?  >  0  integrieren,  so 
darf  dies  nach   Satz  21,  Nr.  490,  links  unterhalb   des  auf  x 

bezüglichen    Integralzeichens     geschehen.      Der  Integrand    ist 
nämlich  auch  für  h  =  0  stetig.     Es  kommt: 


B  B 


(1)  fe-^{ß-^^^^^dh]dx^fj^^,dh      (für«>0). 

0  0  0 

Wir  wollen  jetzt  zeigen,  daß  beide  Seiten  für  lim  jB  =  +  ^^o 
bestimmte  endliche  Grenzwerte  haben,  so  daß  dieser  Grenz- 
übergang erlaubt  ist. 

Daß  zunächst  das  rechts  stehende  Integral  für  lim  JB=  +  c» 
konvergiert,  folgt  daraus,  daß  sein  Integrand  für  lim  b  =  -\-  -X) 
mit  1  :  h  in  der  Ordnung  2  verschwindet.  Links  ergibt  sich  als 
Wert  des  Inhaltes  der  eckigen  Klammer  für  lim  B  =  -{-  oo 
nach  (7j  in  voriger  Nummer,  wenn  dort  x  durch  h,  a  durch 
X  und  h  durch  1  ersetzt  wird,  entweder  -|;r  oder  ^7t  oder  0, 
nämlich  je  nachdem  a;>  1,  =1  oder  <  1  ist.  Das  in  (1) 
links   stehende  Integral   hat   also   für  lim5=-}-f'c   die  Form: 

/  e~'"'udx , 

0 

wo  u  =  0  für  X  <il,  gleich  \:i  für  x  =  1  und  gleich  ~7C  für 
a;  >  1  ist,  also  der  Integrand  an  der  Stelle  x  =  1  springt. 
Nach  Nr.  475   zerlegen   wir   dies  Integral   in   das   von  0  bis  1 
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und    das    von   1    bis  -\-  oc   erstreckte.     Das  erstere  ist  gleich 
Null,  das  letztere  gleich 


e 

71 

a 


da  a  >>  0  ist.     Somit   geht   aus  (1)   für   limi?=-|-oc   hervor: 

0 

Substituieren  wir  hierin  x  vermöge  lj  =  ax,  db  =  adx,  so  folgt: 

+  00 

(2)  f^^^^  =^\^e-<^  (für  a  >  0). 

0 

+« 
495.  Das  Integral  j  e~-'''(Ix  und  verwandte  Inte- 

—  X 

grale.    Nach  dem  ersten  Beispiele  in  Nr.  468  ist  das  Integral 

+  X  +00 

(1)  Ä  =  fe-^^-dx  =  2  J€--''dx 

—  CO  0 

konvergent.     Um    seineu    Wert  A    zu   berechnen,   substituieren 
wir  X  =  at,  dx  =  adt,  wodurch  sich  ergibt: 


+   00 

A  =  2  fe-""-''adt, 


falls    a>0    gewählt    wird.      Multiplizieren    wir    mit    e~"',    so 

kommt: 

+  * 

0 

Nach   Satz  21,    Nr.  490,    dürfen   wir    nun  über  u  von  0  bis 
A  >  0  unterhalb  des  Integralzeichens  integrieren: 
A  +i^       A 

dt. 
ö 
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Es  kommt  aber  vermöge  der  Substitution  a^  =  z: 

A  A'-  -'  =  A' 

0  0  .-  =  0 

Für  z  ==  0  dürfen  wir  nicht  ohne  weiteres  [1  -\-  t'^^z  =  0  an- 
nehmen, weil  das  Integrationsintervall  für  t  in  (2)  bis  +  oo 
erstreckt  ist.     Aber  analog  wie  in  Nr.  493  bemerken  wir,  daß 

l_,-(i  +  ^)^       i_e-(i  +  0^ 

z 


für  lim  -3"  =  0   stets   nach  Null   strebt,   da  ja  z  abnehmend  in 
Null  übergeht.     Folglich  ist: 

lim 


Also  gibt  (3): 

A 

l_e-a  +  <')A^ 


J-2..  _„„  ^^^. 

0 


Setzen  wir  diesen  Wert  in  (2)  rechts  ein,  so  kommt: 

A  + » 


Afe-"\Ja  =  f-^ 


dt. 


0  0 

Hierin  wollen  wir  den  Grenzübergang  zu  lim  A  =  -f  oo 
machen.  Dabei  wird  das  links  stehende  Integral  nach  (1) 
gleich  \A,  während  der  Zähler  des  Integranden  rechts  den 
Grenzwert  Eins  erreicht,  also  das  Integral  rechts  den  Grenz- 
wert f^  nach  (1)  in  Nr.  477.     Folglich  kommt: 

\A^  =  \x,     d.h.     A  =  y"n. 
Weil  das  Integral  (1)  oifenbar  positiv  ist,  haben  wir  also: 

(4)  j  e-^'dx=^y^>0. 

—  ac 

Machen  wir  hier  die  Substitution  x  =  t'\/^,  dx  =  dty~ü , 
indem  wir  a  >  0  und  |/«  >  0  wählen,  so  kommt: 

(5)  fe-'^^'-dt  =]/|  > 0  (für  a  > 0). 

[495 


190  Kap.  in.     Theorie  der  bestimmten  Integrale. 

DifFerenzieren  wir  diese  Formel  wiederholt  nach  a,  indem  wir 
links  die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  ausführen, 
so  gehen  lauter  konvergente  Integrale  hervor.  Dies  Verfahren 
ist  daher  nach  Satz  22,  Nr.  490,  gestattet  und  gibt  nach 
n  Differentiationen: 

(6)  fe-"^f"dt=^'-^^^^'^^'^y^,>0     (fürOO), 

insbesondere  für  «  =  1 : 

(7)  K-'f^'dt  =  l-3-5--^-j2n-l)  y-^  ^  ^ 


+  0 

ß 


Femer  geht  aus  (4). vermöge  der  Substitution:  x=t-]-u, 
dx  =  dt  hervor: 

+  oc 

—  00 

ob  nun  a  positiv  oder  negativ  ist.  Ersetzen  wir  a  durch  —  u 
und  nehmen  wir  die  halbe  Summe  von  beiden  Integralen,  so 
finden  wir: 


fe- ""  ^'"'+'    —  dt  =  y Ä  e"\ 


—   00 


Wird  t  =  mx,  dt  =  mdx  substituiert,   a  =  ^n  :  tn  gesetzt  und 
m  >  0  angenommen,  so  ergibt  sich: 
+  «> 
e-^^^^-e?^  =  ^/W   >0. 

2  m 

—    CO 

Wäre  es  gestattet,  die  reelle  Zahl  n  durch  ia  zu  ersetzen, 
wo  a  reell  sein  soll,  so  würde  hieraus  nach  (6j  in  Nr.  373  folgen: 

(9)  fe-"^'-'  cos  axdx  =  '^  e~^\"^^    >  0. 

—    X 

Diese  Formel  gilt  nun  in  der  Tat;  es  ist  nämlich  das  Integral 

+    X 

(10)  "^^  /  e~ '"'•"'  cos  axdx, 

—    00 
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wie  man  leicht  sieht,  konvergent.  Die  Differentiation  nach  a 
unter  dem  Integralzeichen  liefert  ein  ebenfalls  konvergentes. 
Integral,  so  daß  diese  Differentiation  nach  Satz  22,  Nr.  4^^0 
erlaubt  ist.     Es  kommt: 


dj 
da 


+    X  +00 

-  1  xe  "'  •*  sin  axdx  =  ~ — »  1  — -, sin  axdx 

J  'im-J       dx 


oder  durch  teilweise  Intecrration : 


dJ_    1 
da        2m^ 


sina;r 


+    X 


cos  axdx, 


also  nach  (10): 
Folglich  haben  wir 


dJ  a      j 

da  2m- 


a  \  4>hV 


d.  h.  In  J  +  «-  :  4  ni^   ist  von  a  unabhängig  und  hat  also  den- 
selben Wert  wie  für  a  =  0,  d.  h.  nach  (5)  ist: 


lnt7+  ,  -»  =  In  "  oder  J 
4  m*  m 


.j^i^.-i& 


Dies  aber  besagt  die  Formel  (9). 
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Viertes  Kapitel/'^) 
Theorie  der  Eulerscheii  lutegrale. 


§  1.  Der  Ziisammenhang  zwischen  den  Eulersehen 
Integralen. 

496.  Die  Eulerscheu  lutegrale  erster  und  zweiter 
Gattung*.  Man  versteht  hierunter  nach  Legendr e  die  beiden 
bestimmten  Integrale 

1  + » 

\  xP~^{\  —  xf~'^dx     und    1  e~^xP~^dx, 

0  0 

die  zuerst  von  Euler  untersucht  und  seitdem  von  vielen 
anderen  weiter  erforscht  worden  sind.  Da  ihre  Theorie  von 
grundlegender  Bedeutung  ist,  so  soll  sie  uns  in  diesem  Kapitel 
beschäftigen,  das  eine  Ergänzung  des  vorigen  bilden  wird. 

Das  erste,  von  den  beiden  Parametern  p  und  q  abhängige 
Integral  bezeichnet  man  mit  B  (j),  q),  das  zweite,  das  nur  von 
einem  Parameter  p  abhängt,  mit  r{j))  und  nennt  dies  letztere 
die  Garn  mafimktion : 

1  +^x 

(1)     B(j>,q)=jxP-\l—xy-'^dx,     r(p)=  I  e-^xP-^dx. 

0  0 

Die  Para»ieter  p  und  q  sollen  positiv  sein;  die  in  den  Inte- 
granden  auftretenden  Potenzen  sind  nach  Nr.  5  ebenfalls  positiv, 
so  daß  die  Integrale  positive  Werte  haben,  wenn  sie  überhaupt 
konvergieren. 


*)  Dies  Kapitel  steht  für  sich  und  kann  daher  ohne  Beeinträchtigung 
des  Späteren  überschlagen  werden. 
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Dies  aber  tun  sie  in  der  Tat:  Der  Integrand  von  B(p,q) 
kann  nämlich  nur  an  den  Grenzen  a'  =  0  und  a  ==  1  unstetig 
sein,  und  zwar  ist  er  es  an  der  Grenze  x  =  0,  wenn  ^^  <  1  ist, 
und  an  der  Grenze  x  =  1,  wenn  g  <  1  ist.  Aber  im  Falle  g  <  1 
wird  (1  —  xy~'^  für  lima:  =  1  von  niederer  Ordnung  unendlich 
groß  als  1  :  (1 — x),  so  daß  hier  die  Konvergenz  nach  Satz  11, 
Nr.  471,  verbürgt  ist.  Im  Falle  ^j  <  1  ferner  wird  x^'^  für 
lim  X  =  0  von  niederer  Ordnung  unendlich  als  1  :  x,  so  daß 
hier  dasselbe  gilt,  vgl.  Satz  12,  Nr.  473.  Was  nun  FQ?)  an- 
betriift,  so  wird  der  Integrand  an  der  unteren  Grenze  x  =  0 
nur  für  p  <C  1  unstetig,  jedoch  wieder  in  niederer  Ordnung  als 
1  :  X.  Es  ist  also  nur  noch  die  Konvergenz  von  r(j))  für  die 
obere  Grenze  o;  =  +  co  zu  beweisen.  Ist  p  ^1,  so  verschwindet 
der  Integrand  von  r(p)  offenbar  für  lima;  =  -f-  oo,  ist  ^  >  1, 
so  gilt  dasselbe  nach  dem  4.  Beispiele  in  Nr.  131.  Zugleich 
sieht  man,  daß  der  Integrand  für  lim  x  =  -\-  oo  in  höherer 
als  erster  Ordnung  mit  1  :  x  verschwindet.  Also  steht  die 
Konvergenz  nach  Satz  4,  Nr.  466,  fest. 

Machen  wir  in  B(p,  q)  die  Substitution  x  =  2  :  (i  -{-  s)  und 
bezeichnen  wir  alsdann  die  neue  Veränderliche  s  mit  x,  so 
bekommen  wir: 

+    X  1  +    * 


(2)  B(p,  q)  =  r     ^    \    dx  =  T— ^ir  dx  +  f- 


(l  +  xf^^  ./(l  +  a-/'  +  «         'J{\-\-xf^^ 


dx. 


Wenn  wir  das  letzte  Integral  vermöge  der  Substitution  x=\:g 
umformen,  alsdann  darin  s  mit  x  bezeichnen  und  die  Grenzen 
vertauschen,  so  finden  wir,  da  dann  beide  Integrale  rechts  von 
0  bis  1  erstreckt  sind  und  sich  vereinigen  lassen: 


1 
(3)  B{p,q)=ß 


+  ^'      dx. 


0      (i  +  a-f+5 


Hier  tritt  nun  deutlich  zu  Tage,  daß  stets  die  Formel  gilt: 

(4)  B(p,q)^B(q,p). 

Man  hätte  dies  auch  aus  der  ursprünglichen  Form  von  B  (ja,  q) 
mittels  der  Substitution  x  =  l  —  ?  erkennen  können. 

497.  Zurückführung  der  Eulerschen  Integrale  erster 
Gattung    auf  die  Gammafunktlon.     Ist  m    eine  positive 
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Zahl  und  wird  x  =  'ms,  dx  =  mdz  gesetzt,  so  geht  aus  der 
zweiten  Formel  (1)  der  letzten  Nummer  hervor: 

(1)  rO)  =  mP  j  e-"''zP-'^dz, 

0 

also  auch  die  folgende  viel  benutzte  Gleichuog: 

+    00 

(2)  ^  ^  i^^Je-^'zP-'dz        (für  m  >  0,  ^  >  0). 

0  . 

Verstehen  wir  unter  x  eine  positive  Zahl,  so  dürfen  wir 
ni  =  1  -}-  X  setzen.  Schreiben  wir  noch  p  -\-  q  statt  p  und 
multiplizieren  wir  mit  xp~'^,  so  kommt: 

+   00 

(3)  "^    „^    =  ^,.\    ,  I  xP-'e-^'+^^'zP  +  'i-'dz. 

Wir  dürfen  diese  Formel  nach  Satz  21,  Nr.  490,  und  Satz  23, 
Nr.  491,  in  der  Art  hinsichtlich  x  von  Null  bis  X>0  inte- 
grieren, daß  wir  rechts  die  Integration  unter  dem  auf  z  bezüg- 
lichen Integralzeichen  ausführen.     Es  kommt: 

X  + »  X 


(^)  /oT^'^^^  nF+^)ß-'''''-'lf-"^-'''. 


dz. 


Da    die    linke    Seite    für   lim  X  =  -j-  oo    nach    (2)    in   voriger 
Nummer  gleich  B  (p,  q)  und  der  Inhalt  der  eckigen  Klammer 

für  lim  X  =  +  oo  nach  (l)  gleich  r{p)  :  z^  ist,  so  folgt: 


+  oo 


oder  nach  (1)  in  voriger  Nummer: 

(5).  .       .  ^0'3)  =  T(^4:7)- 

Da  somit  die  Eulerschen  Integrale  erster  Gattung  durch 
die  Oammafunktion  ausgedrückt  werden  können,  werden  wir  in 
der  Folge  nur  noch  die  Gammafunktion  genauer  untersuchen. 
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498.  Zusammenhang  zwischen  der  Gammafunktiou 
und  den  Fakultäten.     Teilweise  Integration  gibt 

je-^xP-'^dx  =    —  e-^x^-^    +  (p  -  1)  1  e-'^xP-^dx.    . 

0  0  0 

Für  2^  >  1  ist  der  erste  Ausdruck  rechts  gleich  Null,  so  daß 
nach  (1)  in  Nr.  496  hervorgeht: 

(1)  r(p)  =  (p  -  1)  r{p  -  1)  für  p>i. 

Aus  dieser  Rekursionsformel  folgt,  wenn  n  eine  positive  ganze 

Zahl  bedeutet,  die  kleiner  als  p  ist: 

(2)  rip)  =  {jy-l)(p-2)-..(ß-n)  rip  -  n). 

Ist  insbesondere  n  die  größte  ganze  Zahl,  die  kleiner  als  j)  ist, 
so  folgt,  daß  die  Werte  der  Gammafunktion  sämtlich  hehannf 
sind,  sobald  sie  in  dem  Bereiche  0  <  ]9  ^  1  berechnet  worden 
sind.  Insbesondere  ist  nach  der  Definition  (1)  in  Nr.  496  der 
Wert  r'(l)  =  1.  Wenn  also  p  selbst  eine  ganze  Zahl  m  ist, 
so  gibt  (2)  für  n  =  m  —  1: 

r(wO  =  1  •  2  •  3  •  •  •  {m  -  1)  =  ()H  -  1)!, 

was  wir  übrigens  schon  in  (3),  Nr.  492,  fanden.  Die  Gamma- 
funktion r(jp)  ist  also  als  eine  Verallgemeinerung  der  Fakultät 
(j9  —  1)!  für  nicht  ganzzahliges  positives  p  zu  bezeichnen. 

499.  Die  Produkte  r(i))r{l  —j))  und  r(p)r(p  +  -^). 

Nehmen  wir  p)  in  (5),  Nr.  497,  kleiner  als  Eins  an,  so  können 
wir  q  =  1  ~  p  setzen,  weil  dann  auch  1  —  i>  positiv  ist.  Da 
ferner  r(l)  =  1  ist,  kommt  nach  (2)  in  Nr.  496: 

+  « 

r(p)r{i-p)  =  Bip,i-p)=J^jx, 

0 

also  nach  (4)  in  Nr.  479,  weil  jene  Formel  (4),  wie  dort  be- 
wiesen wurde,  für  0  <  /J  <  1   stets  gilt : 

(1)  r(p)r{i  -p)=^  ^^^  (für  0  < p  <  1). 

Ist  p  zwischen  ^  und  1  gelegen,  so  ist  1  —  2>  zwischen  0  und  -| 
enthalten.  Also  sind  die  Werte  von  r{p)  für  0  <  p  <  1  sämt- 
hch  bekannt,  sobald  sie  für  0  <Cp  ^j  berechnet  sind. 

13*        [498,  499 


196  Kap.  IV.     Theorie  der  Eulerscheu  Integrale. 

Nach  (2)  in  voriger  Nummer  folgt  weiter:  Die  Werte  der 
Gammafunltion  r{p)  sind  für  jedes  positive  p  bekannt,  sobald 
sie  in  dem  Bereiche  0  <  ^  <  |-  betrchnet  sind.  Insbesondere 
nämlich  ist  noch  nach  (1)  für  p  =  i: 

+  « 

(2)  n\)=J'~Ux=v^, 

wo  die  Wurzel  positiv  ist.     Diese  Formel  ist  nicht  neu,  denn 
die  Substitution  x  =  s'^  führt  sie  auf  (4)  in  Nr.  495  zurück. 
Die  Definition  {1}  von  B{p,  q)  in  Nr.  496  zeigt  ferner,  daß 
i  1 

sip,p)  =  f{^  -  xy-'dx  =  f[{  -  (I  -  xfy-'dx 

0  0 

ist.  Machen  wir  im  Intervalle  von  0  bis  |  die  Substitution 
X  =  j  (1  —  >^)  und  im  Intervalle  von  |  bis  1  die  Substitution 
X  =  ~  (1  -^  yz),  wobei  '\-z  positiv  sein  soll,  so  folgt: 

zf-'^dz   .     1     ril  —  zf^dz 


j)/     \  1    r{i-s-f-'dz  .    1    ri 

1  0 

oder: 

Xl  —  zf-^di 


y-z 


B(p,p)^^,ß 


V 


Hierfür  können  wir  nach  (1)  in  Nr.  496  schreiben: 

(3)  B(P,P)-^^S(.hP)■ 

Hieraus  geht  weiter  nach  (5)  in  Nr.  497  und  wegen  der 
obigen  Formel  (2)  hervor: 

(4)  r(p)r(^  +  |)  =  ^,r(2i)), 

wobei  y»  positiv  ist.  Die  in  dieser  Formel  ausgedrückte 
Eigenschaft  der  Gammafunktion  ist  in  einer  allgemeineren 
Formel  enthalten,  die  wir  in  Nr.  511  finden  werden. 
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§  2.  Der  Logarithmus  der  Oammafuuktion. 

500.  Die  Ableitung  der  Gammafunktion.  Die  Gamma- 
funktion r(p)  ist  eine  Funktion  der  Größe  p,  die  beliebige 
positive  Werte  annehmen  kann  und  die  wir  daher  von  jetzt 
an  mit  x  bezeichnen  wollen.  Dann  müssen  wir  aber  die  in 
der  Definition  (1),  Nr.  496,  auftretende  Veränderliche  x  anders, 
etwa  mit  y  bezeichnen: 

(1)  r{x)=Je-yif-'dy. 

0 

Nach  den  Sätzen  22  und  24  von  Nr.  490,  491  hat  die  Funktion 
rix)  eine  Ableitung  nach  x,  wenn  dasjenige  Integral  konvergiert, 
das  aus  r{x)  durch  direkte  Differentiation  nach  x  unterhalb 
des  Integralzeichens  hervorgeht,  und  zwar  ist  alsdann  eben 
dieses  Integral  die  Ableitung: 

+  « 

(2)  r'{x)==Je-'Uf-'\nydy. 

0 

Daß  dies  Integral  in  der  Tat  konvergiert,  ist  leicht  ein- 
zusehen: Der  Integrand  wird  nur  für  einen  endlichen  Wert 
von  y  unstetig,  nämlich  für  y  =  0.     Aber  da  nach  Nr.  130 

lim  y  ■  e~y  y'~^  In  ^  =  lim    ^  = lim  ^  =  0 

ist,  wird  der  Integrand  für  lim  i/  =  0  in  niederer  Ordnung  als 
1  :  y  unendlich,  so  daß  nach  den  Sätzen  11  und  12  von  Nr.  471, 
473  für  lim  y  =  0  die  Konvergenz  feststeht.  Was  die  Grenze 
-f  oo  anbetrifft,  so  bemerken  wir,  daß 

1/  •  e~y  V"'"^  In  j/  = ~- 

<J  ii  -J  y  —  xaiy 

ist  und  y  —  xhi  y  für  lim  «/  =  -}-  oo  unendlich  wird.    Folglich 

ist  nach  Nr.  130: 

1 

y  v,^  1 


lim  t/'-e"2'w'r-ilii  M=  lim — =  lim   ^^^  =  0. 

y) 


'=  +  «>  !/  =  +  <»  /'l—^'j^y-xini/      y  =  ^x{y  —  x)i^~'''^y 
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Also  verschwindet  der  Integrand  für  lim  ?/  =  +  oo  in 
höherer  Ordnung  als  1  :  «/,  so  daß  das  Integral  nach  Satz  4, 
Nr.  466,  konvergiert. 

Die  Gammafunktion  r(x)  hat  demnach  die  Ableitung  (2), 
woraus  überdies  ihre  Stetigkeit  für  positives  x  folgt,  nach 
Satz  1,  Nr.  27. 

501.  Darstellung  von  In  r{x)  durch  ein  bestimmtes 
Integral.  Es  sei  2  eine  positive  Zahl.  Wir  gehen  alsdann 
von  der  Betrachtung  des  Ausdruckes  aus: 

Für  die  im  Minuenden  auftretende  Funktion  r{x)  setzen 
wir  den  Wert  (1)  aus  voriger  Nummer  ein.  Außerdem  ist 
nach  (1)  in  Nr.  497,  wenn  darin  w  durch  1  +  s  und  p  durch  x 
und  s  durch  y  ersetzt  wird: 

+  30 

r(x) 


=  Ce-^^^'^y  y'-^  dy. 


(l  +  z) 

0 

Demnach  ist  die  DiflFerenz  (1)  gleich 

+  »  +  » 


^—Ije-^y'-'-  dy  —  j  /e-fi  +  ')5' y^-i  dy , 


+  00 

(2)      -"'  rix)  -  -  -^^  =  fe-y  y^-'  R 


dy. 


80  daß  folgt 

-  =  /  e-yy^-i\l ^ 

(1+2) 

Wir  wollen  diese  Formel  hinsichtlich  s  von  s  bis  n  inte- 
grieren, wobei  £  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  und  n  eine 
beliebig  große  positive  Zahl  bedeute.  Nach  den  Sätzen  21  und 
23  von  Nr.  490,  491  darf  dabei  die  Integration  rechts  unter- 
halb des  Integralzeichens  ausgeführt  werden.     So  kommt: 


dy 


r{x)f[e-^-{li-z)-^]^^fe-yy^-'[ß"   ^  '~'"dz^ 

e  0  t 

Gehen  wir  hierin  zu  den  Grenzen  lim  £  =  0  iind 
lim  w  =  -f  00  über,  so  wird  das  rechts  in  der  eckigen  Klammer 
stehende  Integral  nach  (5)  in  Nr.  492  gleich  In  y,  also  die 
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rechte  Seite  nach  (2)  in  voriger  Nummer  gleich  r'(x},  so  daß 
sich  ergibt: 

(3).         ^'ß-'-('+^r-i^' 

0 

vorausgesetzt,  daß  hier  das  rechts  stehende  Integral  konvergent 
ist.  Dies  ist  in  der  Tat  der  Fall:  Der  Integrand  braucht  nur 
für  lim  2  =  -\-  oc  untersucht  zu  werden,  da  er  für  endliches  z^ 
auch  für  £"  =  0,  stetig  ist.     Weil 

lim  ^  .  [e-  -  (1  +  ^)-]  l  =  lim    "  f  =  0 

ist,  verschvrindet  der  Integrand  für  lim  z  =  ^  oo  in  höherer 
Ordnung  als  \  :  z,  so  daß  die  Konvergenz  nach  Satz  4,  Nr.  466, 
feststeht. 

Wir  wollen  die  Formel  (3)  hinsichtlich  x  von  1  bis  zu 
einem  bestimmten  Werte  x  integrieren.  Dies  darf  rechts  unter 
dem  Integralzeichen  geschehen.  Da  das  unbestirhmte  Integral 
der  linken  Seite  gleich  In  r{x)  +  konst.  ist  und  r{\.)  =  1,  also 
lnr(l)  =  0  ist,  so  folgt: 

(4)    un.^^f[i.-.)e--^l±^rl^^^s^, 

0 

Dies  Ergebnis  läßt  sich  noch  umformen.  Denn  da 
1^(2)  =  1!  =  1  ist,  so  erhalten  wir  für  ic  =  2: 

^     J  r  ln(l  +  ^)J    z 

0 

Multiplizieren  wir  diese  Gleichung  mit  x  —  1  und  subtrahieren 
wir  sie  alsdann  von  (4),  so  kommt: 

(5)  m  m  =/[(x  -!)(!  +  .)--  <l±ILl^<i±^  _^_ . 

0 

Hieraus  aber  finden  wir  vermöge  der  Substitution  z  =  e^  —  1 
schließlich: 


+  00 

(6)  In  rix)  = /[(. 


dy 


1-e-s'  J  y 
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.  502.  Darstellung  von  In  r{x)  durch  eine  unendliche 
Seihe.  Wir  wollen  die  letzte  Formel  Dach  x  differenzieren. 
Dies  darf  rechts  unterhalb  des  Integralzeichens  geschehen, 
wenn  das  hervorgehende  Integral  konvergiert.  Es  würde  sich 
so  ergeben: 

0 

Daß  aber  dies  Integral  konvergiert,  folgt  daraus,  daß  der 
Integrand  für  lim  y  =  0  in  niederer  Ordnung  als  1 :  y  unendlich 
groß  wird  und  für  lim  ?/  =  +  oc  in  höherer  Ordnung  als  l:y 
verschwindet. 

Nun  ist  nach  (2)  in  Nr.  497,  wenn  wir  darin  j;  =  1 ,  also 
r(p)  =  1,  ferner  m  =  1  +  Ä:  bzw.  x  -{-  k  und  z  =  y  setzen: 

■'■>■■■,  0  0 

vorausgesetzt,  daß  l+^">0  bzw.  x-^Jc^O  ist.    Hieraus  folgt: 

0 

Setzen  wir  hierin  Ä;  =  0,  1,  2,  •  •  •  «  —  1  und  subtrahieren  wir 
alle  n  hervorgehenden  Gleichungen  von  der  Gleichung  (1),  indem 
wir  rechts  alle  Integrale  unter  ein  gemeinsames  Zeichen  bringen, 
so  finden  wir: 


d  In  r{x) 


\  x)        \2        x-\-l)  \n       a;  -f- « —  1/ 


d.x . 

dy. 


-0 


Bezeichnet  y   den  Wert,  den  —  rf  In  r{x)  :  dx  für  x  =  1 
annimmt,  d.h.  wird  nach  (1)  unter  y  die  Konstante  "    '"""/; 

+  x 
0 
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verstanden,  so   gibt  die  Addition   dieser  Gleichung  zur  letzten 
Gleichung: 

dln  r{x)          _  /i  _  M  _  /l L\  _         -  (——  1        \ 


(2  a; 


i-7^' '''■ 

Hieraus  folgt: 
wobei  der  Best: 

+  05 

0 

ist. 

Da  a;  eine  positive  Zahl  bedeutet,  wollen  wir  annehm en^ 
daß  X  zwischen  0  und  m  liege,  wo  m  eine  ganze  positive  Zahl 
sei.  Weil  der  Zähler  des  Integranden  von  i?^  beständig  wächst, 
wenn  x  wächst,  und  weil  der  Nenner  des  Integranden  positiv 
ist,  so  ergeben  sich  für  a;  ==  0  und  x  =  m  Grenzwerte,  zwischen 
denen  M^  liegen  muß,  indem: 

U  .  0 

ist.     Das  erste  Integral  in  (5)  ist  gleich 


+  06 

u 

Das  zweite  läßt   sich,  da  m   eine   ganze   positive  Zahl  ist,   so 
schreiben: 

+  <x  - 

I  [e-(«  +  l)y_|.  g-(«  +  2)y_^  ,  .  .  _|.'g-(«  +  m-l)yJ^y 
0 

«-f  l~n+.2~       •     '   w-fm  — 1 
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Also  ist,  wenn  0  <  ar  <  w   ist: 

-  -  <  -^«  <;^  1  +  ,7q-^  +  •  • 

Bedeutet  nun  6  eine  vorgeschriebene  beliebig  kleine  positive 
Zahl,  so  können  wir  n  >  (in  —  1) :  (?  wählen.  Alsdann  ist  der 
absolute  Betrag  von  7?„  kleiner  als  6. 

Also  folgt:  In  jedem  endlichen  positiven  Intervalle  0<Cx<Cm 
können  wir  dadurch,  daß  wir  n  hinreichend  groß  wählen,  er- 
reichen, daß  der  absolute  Betrag  von  R^  für  alle  Werte  von  x 
in  diesem  Intervalle  kleiner  als  eine  vorgegebene  beliebig  kleine 
positive  Zahl  6  wird.  Dies  aber  bedeutet  nach  Nr.  425:  Für 
lim  11  =  -\-  oo  geht  aus  (3 j  eine  unendliche  Reihe 

^  V«       X  +  w  —  1/  ^ 

hervor,  die  innerhalb  eines  jeden  für  x  vorgeschriebenen  positiven 
Jntervalles  gleichmäßig  konvergiert. 

Die  hierin  auftretende  Konstante  y  ist  nach  Definition 
der  Wert,  den  die  Ableitung  von  In  r{x)  für  x  =  1  hat,  multi- 
pliziert mit  —  1.  Sie  heißt  die  Eulersche  Konsfante.  Über 
ihre  Berechnung  sprechen  wir  in  der  nächsten  Nummer. 

Ist  X  irgend  eine  positive  Zahl,  so  ist  die  Reihe  (6)  ins- 
besondere in  dem  Intervalle  von  1  bis  x  gleichmäßig  konvergent. 
Wir  können  daher  den  Satz  26,  Nr.  426,  anwenden  und  die 
Reihe  von  1  bis  x  Glied  für  Glied  integrieren.  Da  In  r(x)  für 
a:  =  1  gleich  Null  ist,  so  ergibt  sich  alsdann: 

(7)  lnr(:.)=-K^-l)+(^7i-lnf)  +  (^-ln^)4-.-. 

\    n  n        /  ' 

und  diese  Reihe  konvergiert  gleichmäßig  innerhalb  eines  jeden 
für  X  vorgeschriebenen  positiven  Intervalles. 

Die  Konstante  y  läßt  sich  aus  (7)  leicht  entfernen.  Denn 
für  a;  =  2  ist  r(a:)  =  1,  also  hir(a;)  =  0,  so  daß  aus  (7)  folgt: 

(8)0  =  -,  +  (|-lnf)  +  (i-ln|)+...  +  (i-l.^)  +  .... 
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Nun  können  wir  die  Reihe  (8),  nachdem  sie  mit  a;—  1  multipli- 
ziert worden  ist,  Glied  für  Glied  von  der  Reihe  (7)  abziehen, 
nach  Satz  6,  Nr.  103.     Alsdann  kommt: 

(9)  lnr(x)-[(ä-l)lnf-lnf]  +  [(^-l)ln| -In^]  +  ... 

+  [(.-l)ln«4'_ln^-+^]  +  ..., 

und  diese  Reihe  konvergiert  ebenfalls  gleichmäßig  in  jedem 
für  X  vorgeschriebenen  positiven  Intervalle. 

Demnach  hat  der  Rest  der  Reihe,  der  sich  ergibt,  wenn 
ihre  m  ersten  Summanden  gestrichen  werden,  für  lim  tn  =  -{-  oo 
den  Grenzwert  Null.  Wir  können  ihm  also  die  Form  ln(l  -f  £„,) 
geben,  wenn  wir  unter  e^^  eine  Zahl  verstehen,  deren  Grenzwert 
für  lim  w  =  -f  oü  gleich  Null  ist.  Folglich  kommt,  wenn  wir 
den  Numerus  von  InF^x),  also  r(x)  selbst  bilden: 

oder: 

Der  vorletzte  Faktor  hat  für  lim  m  =  -|-  oo  den  Grenzwert 
Eins.  Daher  können  wir  das  Produkt  der  beiden  letzten  Faktoren 
mit  1  +  7]^  bezeichnen,  wenn  wir  unter  t/^  eine  Zahl  mit  dem 
Grenzwerte  Null  für  lim  m  =  -{-  oo  verstehen.     Somit  kommt: 

(10)  r{x)  =  ^-^^);..^^^^_,-)  (1  +  vJ , 

mithin  beim  Grenzübergano-e  zu  lim  w  =  4-00: 

(11)  r{x)  =  ]im  '"'  "^'"' 


=  +  »^(«  +  l)--  -(ar  +  m  — !)■ 

Schließlich  merken  wir  noch  an,  daß  aus  (8)  für  die 
Eulersche  Konstante  y  augenscheinlich  der  Grenzwert  her- 
vorgeht: 

^'^>  y=limjl+i  +  i+...+i-ln»). 
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503.  Berechnung  von  In  7^(1  +  x).    Nach  der  Formel 
(6)  der  letzten  Nummer  ist 

^\m      x-\-  m)  ^         ' 

und  diese  Reihe  konvergiert  innerhalb  eines  jeden  solchen  luter- 
valles,  in  dem  \  -]-  x  positiv  ist,  gleichmäßig.  Nach  Satz  27, 
Nr.  427,  dürfen  wir  daher  diese  Reihe  Glied  für  Glied  nach  x 
differenzieren,  wenn  die  hervorgehende  Reihe  ebenfalls  gleich- 
mäßig konvergiert.  Bei  (>^  —  1)  maliger  Differentiation  geht 
nun  hervor: 

.  .  1  dr\nr{i  +  x)     (-i)V    11  ■      1      ,     1 

^  ^  «J  dx"  ^      L(a;-f  i)»"^(x-f  2)"  '^{x  +  mT  ^ 

und  zwar  für  n  =  2,  3,  4  .  .  .,  während  für  n  =  1  die  Formel 
(1)  gilt.  Es  muß  also  noch  gezeigt  werden,  daß  die  in  (2)  in 
der  eckigen  Klammer  stehende  Reihe  gleichmäßig  konvergiert. 
Sehen  wir  von  ihren   m  ersten   Gliedern  ab,   so   ist   der   Rest 

gleich 

1 \ 1 j 

(X  +  w  +  1)"        (x  +  m  -f  2)" 

also  positiv  und  kleiner  als  der  für  n  =  2  hervorgehende  Rest. 
Daher  genügt  es,  den  Rest  zu  betrachten,  der  sich  für  n  =  2 


ergibt: 


^^        (x  +  m  +  1)*  ^  (X  +  m  +  2)*  ^ 


Weil  :c  +  1  >  0  ist,  so  folgt: 

^^li?^  {m  +  1)*  "^ 

Da  aber  die  Reihe  der  reziproken  Werte  der  Quadrate  von 
1,  2,  3  .  .  .  nach  dem  Beispiele  in  Nr.  105  konvergiert,  so  läßt 
sich  dadurch,  daß  m  hinreichend  groß  gewählt  wird,  erreichen, 
daß  ihr  Rest  kleiner  als  eine  vorgegebene  positive  Zahl  a  wird. 
Dann  ist  auch  9H  <  (?,  woraus  die  gleichmäßige  Konvergenz 
der  Reihe  (2)  für  jedes  Intervall,  in  dem  1  +  a:  >  0  ist,  folgt. 
Wenn  wir 

(3)  ■^-'=^-+^  +  ^  +  --'  +  i  +  --- 

1  2  6  m 
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setzen,    so    liegt    hier    eine    für   w  >  1   nach   dem   angeführten 
Beispiele  konvergente  Reihe  vor,  und  es  ergibt  sich  aus  (2): 


d"lnr{l  -{-x) 
dx" 

•während  nach  (1): 


=  (-1) 

x  =  0 


n   S„ 


(für  «  =  2,3,4,...), 


'dlnril-\-x) 
dx 


x  =  0 


ist    und    rnF(l  +  a;)    für  x  =  0    verschwindet.     Mithin   finden 
wir  nach  Nr.  116  die  Mac-Laurinsche  Reihe: 


(4)        lnr{l-hoc)=^-yx'-\-'l-S, 


^s,-\--^^s,- 


Ihr  Restglied  in  der  Lagrangeschen  Form  lautet  nach  Satz  24, 
Nr.  116,  und  nach  (2): 


i?„  = 


(-  1)"^' 


+ 


L(0a;+1)"        (0  a; +  2)" 


+ 


wobei  0  <  ö  <  1  ist.  Da  die  in  der  eckigen  Klammer  stehende 
Reihe  für  Öa;+1>0,  d.  h.  a;>  —  1  nach  (2)  gleichmäßig 
konvergiert  und  a"  für  n  =  -{-  oo  den  Grenzwert  Null  im  Falle 
I  a;  I  <  1  hat,  so  ist  die  Beihe  (4)  für  |  o;  j  <  1  unbedingt  und 
gleichmäßig  Jconvergent,  vgl.  Satz  11,  Nr.  363,  und  Nr.  428. 

Um  die  Reihe  (4)  füi-  die  Berechnung  von  In  F(l  -j-  x) 
zu  benutzen,  bedarf  man  der  Werte  der  Summen  S^.  Der  Rest 
Yon  Ä„,  der  nach  Streichen  der  m  —  1  ersten  Glieder  hervor- 
geht, ist  kleiner  als 


ni  '  --  +m  • 

m"  (2  m)" 


■^-711 


(3  m)" 


+  •••  = 


woraus  folgt,  daß  der  Rest  kleiner  als  die  Summe  der  m  —  1 
ersten  Glieder,  dividiert  durch  )n"~^  —  1,  ist.     Aus 

folgt  übrigens: 

Ä„  +  i  —  1  <  j(,S„  —  1), 

so  daß   erstens  die  Überschüsse  von  S^,  S^,  S^,  S^  •  •  ■  über  die 
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Einheit  schneller  abnehmen  als  die  Glieder  der  geometrischen 
Progression: 

lind  zweitens  S^_^^  —  1  aus  S^  —  1  bei  hinreichend  großem  n 
einfach  durch  Division  mit  2  gewonnen  werden  kann,  wenn 
man  eine  bestimmte  Anzahl  von  Dezimalstellen  berücksichtigt. 
Die  Werte  der  S^  bis  n  =  16  wurden  zuerst  von  Euler  berechnet; 
seine  Ergebnisse  wurden  von  Legendre  berichtigt  und  bis 
n  =  35  weitergeführt.  Beide  bestimmten  die  Summen  auf 
sechzehn  Dezimalstellen.  Wir  geben  hier  eine  Tafel  der 
Werte  bis  n  =  22,  abgerundet  auf  acht  Dezimalstellen. 


n 

S 

n 

n 

S 

n 

n 

S 

n 

2 

1,64493407 

9 

1,00200839 

16  1,00001528 

3 

1,20205690 

10 

1,00099458 

17  1,00000764 

4 

1,08232323 

11 

1,00049419 

18 

1,00000382 

5 

1,03692776 

12 

1,00024609 

19 

1,00000191 

6 

1,01734306 

13 

1,00012271 

20 

1,00000095 

7  !  1,00834928 

14 

1,00006125 

21 

1,00000048 

8 

1,00407736 

15 

1,00003059 

22 

1,00000024 

Für  n  >  22  ergeben  sich  die  Werte  von  Ä„  —  1  aus 
6*22  —  1  durch  wiederholte  Division  mit  2  auf  acht  Dezimal- 
stellen genau. 

Da  die  Summen  S^  mit  wachsendem  Index  n  immer 
weniger  von  Eins  abweichen,  so  kann  man  aus  (4)  eine 
schneller  konvergierende  Reihe  ableiten,  indem  man  die  nach 
Nr.  120   ebenfalls   für  \x    <  1   gleichmäßig  konvergente  Reihe 

lB(l  +  ^)  =  f-Y  +  y-T  +  --- 
Glied  für  Glied  zur  Reihe  (4)  addiert.     So  ergibt  sich: 

(5)lnr(H,^)  =  -ln(l+;r)  +  x(l-j^)  +  ^\>S2-l)-3'('53-l)  +  TV.-l)- 

Man  kann  aber  eine  noch  schneller  konvergierende  Reihe  finden. 
Denn  zunächst  folgt,  wenn  x  durch  —  x  ersetzt  wird,  für    :t:   <  1: 

(6)  \r,r{\-x)  =  -\n{l-x)-x{l-y)  +  ^{S-\)-\-'^{S,-l)-v'^{S^-\)^  ■ 
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Weil  r{l-{-x)  gleich  xr(x)  und  r{x)r{l—x)  gleich  7c:sm:rx 
nach  (1)  in  Nr.  498  und  Nr.  499  ist,  so  haben  wir: 

In  r(l  -\-x)  +  \n  r(l  -  x)  =  In  -.^^^  • 

Wenn  wir  also  diese  Gleichung  zur  Gleichung  (5)  addieren, 
alsdann  die  Gleichung  (6)  subtrahieren  und  schließlich  durch  2 
dividieren,  so  finden  wir  die  für  |x|<l  gleichmäßig  kon- 
vergente Reihe: 

(7)li,r(l  +  4-iln^|^-ilni±|-a;(y-l)-|'(S3-l)-|U-l)- 

Setzen  wir  hierin  a;  =  |,  so  folgt,  weil  r(f)  gleich  jr(j), 
d.  h.  nach  (2)  in  Nr.  499  gleich  |}/^  ist: 

(8)      1  -  y  =  Inf  +  1(1)3(53  -  1)  +  mWs  -  1)  +  •  •  •. 
Berücksichtigt    man    noch    das    Glied    mit    Sq,    so   ergibt    sich 
hieraus  der  Wert  der  Eulerschen  Konstanten  bis  auf  16  Dezi- 
malen, nämlich  _ 
y  =  0,57721  56649  015329. 

Eine  schnellere  Bestimmung  von  y  ohne  die  vorhergehende 
Berechnung  der  Summen  S^  werden  wir  in  Nr.  527  finden. 

Nach  den  Formeln  (2)  in  Nr.  498  und  (1)  in  Nr.  499  genügt 
es,  um  r{p)  für  ein  beliebiges  positives  p  zu  berechnen,  die 
Werte  von  In  1^(1  +  x)  in  dem  Intervalle  0  <  a:  <  y  zu  kennen. 
Für  solche  Werte  von  x  ist  die  Reihe  (7)  sehr  bequem. 
Weil  darin 

^^5  -  1<  -2.(^3  -  1),        -^T-Ky.C^S-l)       usw. 

ist,  läßt  sich  der  Rest  der  Reihe  leicht  abschätzen. 

504.  Berechnung*  der  Ableitung  von  Inr'(x).  An- 
stelle der  unbequemen  Entwicklung  (1)  von  Nr.  503  bedienen 
wir  uns  zur  Berechnung  der  Ableitung  von  lnr(x)  derjenigen 
unendlichen  Reihen,  die  sich  aus  den  für  liijr(l  -{- x)  gefundenen 
Reihen  durch  Differentiation  ergeben.  Nach  Satz  27,  Nr.  427, 
ist  ja  die  gliedweise  Differentiation  erlaubt,  wenn  auch  die 
hervorgehende  Reihe  gleichmäßig  konvergiert.  Z.  B.  die  Reihe 
(5)  in  Nr.  503  liefert 

W  '^^^^—j^  +  i-r  +  <s,-i)-x\s,-i)i-x\s,-i)- 
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und  daß  diese  Reihe  ebenso  wie  diejenige,  aus  der  sie  hervor- 
gegangen ist,  für  \x  <  1  gleichmäßig  konvergiert,  folgt  aus 
Satz  19,  Nr.  370.  Vgl.  auch  die  Bemerkung  zu  Anfang  von 
Nr.   428.      Ebenso    ergibt    sich    aus    (7)    in    voriger   Nummer 

für  \x\<l: 

(2)                ;^rinr(l  +x)-  iln-^-  +  ilnj^t^l 
=  1  -  y  -  X^iS.^  -  1)  -  ä:H5'5  -  1 ) . 

Wir  können  auch  ein  anderes  Verfahren  ableiten.  Durch 
Addition  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  in  Nr.  502  geht 

0 

hervor  und  hieraus  durch  die  Substitution  y  =  —  hi  z\ 

0 

Daß  die  Substitution  erlaubt  ist,  obwohl  In^  an  den  Grenzen 
unstetig  wird,  folgt  daraus,  daß  dasjenige  Integral,  das  zwischen 
zwei  Grenzen  innerhalb  des  Intervalles  von  0  bis  1  erstreckt 
ist,  konvergent  bleibt,  wenn  die  Grenzen  in  0  und  1  übergehen. 
Denn  der  Integrand  in  \Z)  bleibt,  falls  ä"  >  1  ist,  an  der 
unteren  Grenze  stetig  und  wird,  falls  x  <.\  ist,  ebenda  in 
niederer  Ordnung  als  \  :  z  unendlich  groß.  An  der  oberen 
Grenze  ist  der  Integrand  für  jedes  positive  x  stetig.  Die 
Formel  (3)  gilt  demnach  für  jedes  positive  x,  insbesondere  auch 
für  X  =  1. 

Sind  nun  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  und  ist  x  die 
rationale  Zahl  m  :  w,  so  folgt  aus  (3)  durch  die  Substitution 
s  =  y"  die  Formel: 

(4)  ^J^  =  _,H-„/t!^.,     (m"  =  ^>o). 

0  ^ 

Hier  ist  der  Integrand  rational,  so  daß  das  Integral  nach  §  1 
des  2.  Kap.   ausgewertet   werden  kann.     Z.  B.  für  x  =  0,5  hat 
die  Ableitung  von  In  F(.r)  den  Wert  —  y  —  In 4. 
504] 
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Ist  X  insbesondere  eine  ganze  posifire  Zahl  m,  so  gibt  (3): 


(5) 


dln  r(ni) 
dm 


+r=i+i+i+ 


+ 


m  —  1 


505.  Verlauf  der  Funktion  rijc)  für  positives  x. 

Nach  den  in  Nr.  503  und  Xr.  504  gegebenen  Methoden  kann 
man  die  folgende  Tafel  von  Werten  in  dem  Bereiche  von  x  =  1 
bis  a;  =  2  berechnen.  Nach  (1)  in  Nr.  498,  499  lassen  sich 
daraus  leicht  die  Werte  für  andere  positive  Bereiche  von  x 
ableiten. 


X 

logr(T) 

r(x) 

i"(x):i-('-) 

X 

logi'W 

i'w 

r'{x):r{r) 

1,00 

00000 

1,0000 

—  0,5772 

1,50 

94754 

0,8862 

0,0365 

1,05 

98834 

0,9735 

—  0,4978 

1,55 

94884 

0,8889 

0,0822 

1,10 

97834 

0,9514 

—  0,4237 

1,60 

95110 

0,8935 

0.1260 

1,15 

96990 

0,9330 

—  0,3543 

1,65 

95430 

0,9001 

0,1681 

1,20 

96292 

0,9182 

—  0,28'J<) 

1,70 

95839 

U,9086 

0,2085 

1,25 

95732 

0,9064 

—  0,2274 

1,75 

96335 

0,9191 

0,2475 

1,30 

95302 

0,8975 

—  0,1692 

1,80 

96913 

0,9314 

0,2850 

1,35 

94995 

0,8911 

—  0,1139 

1,85 

97571 

0,9456 

0,3212 

1,40 

94H05 

0,8873 

—  0,0614 

1,90 

98307 

0,9618 

0,3562 

1,45 

94727 

0,8857 

—  0,0113 

1,95 

99117 

0,9799 

0,3900 

1,50 

94754 

0,8862 

0,0365 

2,00 

00000 

1,0000 

0,4228 

Die  Spalte  für  log  r{x)  enthält  die  auf  fünf  Stellen  ab- 
gerundete Mantisse  des  geiv'öhnlichen  Logarithmus  von  r{x). 
Hier  ist  überall  —  1  die  Kennziffer,  abgesehen  von  den  Werten 
für  ic  =  1  und  x  =  2,  wo  die  Kennziffer  0  ist. 

Nach  Nr.  496  ist  r(x)  für  a;  >  0  stets  positiv.  Aus  (2) 
in  Nr.  503  folgt  für  w  =  2,  daß  die  zweite  Ableitung  von 
In  r{x)  für  a;  >  0  auch  stets  positiv  ist.  Die  erste  Ableitung 
von  In  r{x)  wächst  also  mit  x.  Nach  (6)  in  Nr.  502  und 
nach  Nr.  103  hat  sie  für  lim  x  =-  -\-  oo  den  Grenzwert  +  oo; 
sie  wird  dagegen  gleich  —  c^c  für  lim  x  =  0.  Also  wird 
r'(x)  :  T{x)  für  einen  und  nur  einen  positiven  Wert  von  x 
gleich  Null.  Demnach  eiTeicht  Fix)  nur  für  diesen  einen  Wert 
ein  Extrem  und  zwar  ein  Minimum.  Da  F(l)  =  ^(2)  =  1  ist, 
liegt  dies  Minimum  zwischen  x  =  1  und  x  =  2.  Man  erkennt 
aus  der  obigen  Tafel,  nämlich  aus  der  Spalte  für  lo^Fix)  und 
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der  für  r'{x)  :  r(x),  daß  der  fragliche  Wert  von  .r  zwischen 
1,45  und  1,50  liegt.  Wir  können  darch  Interpolation  in  der 
letzten  Spalte  den  besseren  Näherungswert  1,46  gewinnen. 

Aus  der  Formel  (1)  in  Nr.  504  finden  wir,  daß  der  Über- 
schuß   dieses   Wertes    von  x   über  Eins    diejenige   Zahl  2   ist, 
für  die 
1 


=  l-y  +  KK  -  1)  -  z\S,  -  1)  +  z\S,  -  1) 

zwischen    0    und    1    liegt,    so    folgt    nach   Satz  1, 


1  +  2 

ist.     Da 
Nr.  101: 

oder  nach  Satz  6,  Nr.  103: 

zS,  -  z^S,  -\-z^S^ =  "/. 

Durch  sukzessive  Näherungsberechnungen  gewinnt  man  hieraus 

für  X  =  1  -\-  z  den  genaueren  Wert: 

x=l+z=  1,461  632  1 

und  aus  der  Gleichung  (5)  von  Nr.  503 : 

In  r{x)  =  In  r(l  +  ^)  =  1,947  239  2, 

r(l  +  ^-)  =  0,885  603  2. 

Da  r(ic)  =r(l +ic) :  X  für  lima;=0 
den  Grenzwert  +  öc  und  ebenfalls  für 
lim  a;  =  +  oc  nach  (2)  in  Nr.  498 
den  Grenzwert  -f  oc  hat,  so  nimmt 
die  Bildkurve  von  y  =  r(x)  für  posi- 
tives ./  den  in  Fig.  18  angegebenen 
Verlauf:  Sie  hat  die  positive  y- Achse  zur  Asymptote,  fällt  mit 
wachsendem  x  bis  zu  dem  zu  a;==  1,4616  •  •  •  gehörigen  Minimum 
0,8856  •  •  •  und  steigt  weiterhin  immer  steiler  an,  da  r(x)  für 
ganzzahliges  positives  x  die  Fakultät  {x  —  1)!  ist. 


Fig.  18. 
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506.  Neuer  Ausgangspunkt  der  Theorie.     Daß  die 

Gammafunktion  F(.t)  als  eine  Verallgemeinerung  des  Begriffs 
der  Fakultät  (x —  1)!  aufzufassen  ist,  wurde  schon  in  Nr.  4Ö8 
erkannt.  Da  die  Fakultät  nur  für  ganze  positive  Werte  der 
^05,  506] 
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Veränderlichen  definiert  ist,  kann  man  sich  die  Aufgabe  stellen, 
eine  solche  Funktion  von  x  zu  ermitteln,  die,  falls  x  ins- 
besondere positiv  und  ganzzahlig  ist,  gerade  {x  —  1)!  vorstellt. 
Es  ist  dies  natürlich  keine  bestimmt  umschriebene  Aufgrabe. 
Tritt  man  ihr  aber  in  der  Weise  näher,  daß  man  ein  gewisses 
naheliegendes  Verfahren  einschlägt,  so  gelangt  man,  wie  jetzt 
gezeigt  werden  soll,  in  der  Tat  zur  Gammafunktion. 

Es  seien  x  und  m  ganze  positive  Zahlen.  Wenn  m  un- 
begrenzt wächst,  X  aber  ungeändei*t  bleibt,  so  strebt  der  Bruch 

(m  +  1)  (m  +  2)  •  •  •  (m  -f  a;  —  1) 
m 

der  nicht  kleiner  als  Eins  ist,  gerade  nach  Eins.    Denn  es  ist 

m  +  l  1,1^-  m  +  2  -,,2^^  m4-x  —  l^  ^ 
— =^  =  1 -f-<e"',      ^^=l+-<e"',     ••.-—!: <c  "» 

nach  (1)  in  Nr.  117,  daher  das  Produkt  der  x — 1  Brüche, 
d.  h.  der  vorgelegte  Bruch,  kleiner  als 

1         2  x—1  x{x—l) 

-+-+■■■  +  -~ 

p m       m  m      __  a    im 

Diese  Potenz  aber  hat  für  lim ;;?  =  -f  oc  den  Grenzwert  Eins. 
Wir  können  also  für  ganze  positive  Werte  von  x  und  m 

(„t+i)(m4.2)---(i»  +  a;-l)_  .  ^ 

setzen,  wenn  wir  unter  ri^  eine  Zahl  verstehen,  die  für 
lim  Wi  =  +  oc  den  Grenzwert  Null  hat.     Hieraus  folgt: 

(m  -f  a;  —  1)!  =  m^~ni  +  O^' 
oder,  wenn  wir  durch  x[x  -^  X)  -  -  -  {x  -\-  m  —  V)  dividieren: 
(,v_lV  = mlm""-^ (1+rj) 

In  Nr.  502  wurde  unter  (10)  dieselbe  Formel  für  T{x) 
statt  {x  —  1)!  aufgestellt.  Man  sieht  also,  daß  die  Fonnel 
(11)  von  Nr.  502,  nämlich 

(1)  r{x)=    lim     ,     ,  ,!'""''^"' ^, 

in  der  Tat  eine  naheliegende  Verallgemeinerung  des  Fakultäts- 
begriffes vorstellt. 

1**  [306 
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Man  kann  nun,  wie  es  zuerst  Gauß  getan  hat,  die  Gamma- 
funktion  Fix)  durch  die  Formel  (1)  definieren  und  dadurch 
zu  den  früheren  Ergebnissen,  wie  noch  gezeigt  werden  soll, 
zurückgelangen.  Diese  Definition  von  Fix)  gibt  uns  auch  die 
Möglichkeit,  die  Gammafunktion  für  komplexe  Werte  von  x 
(insbesondere  also  auch  für  negative  Werte)  zu  definieren, 
indem  wir  nämlich  in  (1)  zwar  unter  m  eine  ganze  positive, 
nach  -)-  oc  strebende  Zahl  verstehen,  dagegen  zulassen,  daß  x 
einen  heliehigen  Komplexen  Wert  habe.  Die  Werte  x  =  0,  —  1, 
—  2,  —  3,  •  •  •  sind  jedoch  auszuschließen,  wegen  des  in  (1) 
auftretenden  Xenners. 

Hierbei  sind  aber  noch  zwei  Bemerkungen  zu  machen: 
Die  Funktion  , 

ist,  falls  X  komplex  ist,  zunächst  vieldeutig.  Da  m  =  ^^"'  ist, 
so  wollen  wir  sie  jedoch  nach  (1)  in  Nr.  373  durch  die  Foi-mel: 

,^x-l  _  gf.r-l)lnm  =   1   +  (^  —  1)1dW.   _^  [{x  -  l)lnmY  ^ 

definieren,  worin  wir  unter  In  w*  den  reellen  Logarithmus  der 
positiven  Zahl  m  verstehen.  Da  diese  unendliche  Reihe  nach 
Nr.  373  unbedingt  konvergiert,  ist  jetzt  w'~^  auch  für  kom- 
plexes X  eine  eindeutige  Funktion  von  x.  Insbesondere  reduzie^i 
sie  sich  für  reelles  x  auf  den  einzigen  positiven  Werf  der  Fotens 
(vgl.  Nr.  5  und  Nr.  117). 

Ferner  ist  zu  bemerken,  daß  die  Definition  der  Gamma- 
funktion durch  die  Formel  (1)  nur  dann  angewandt  werden 
darf,  wenn  feststeht,  daß  der  Grenzwert  in  (Ij  auch  wirklich 
bestimmt  und  endlich  ist.  Diese  Feststellung  läßt  sich  jedoch 
auf  eine  andere  zurückführen.  Nehmen  wir  nämlich  vorläufig 
an,  der  Grenzwert  in  (1)  sei  bestimmt  und  endlich.  Dann 
folgt  daraus: 

p/   X  ^ w!m^~^ n   4-    O 

^^^  ~  x(x  -ir  1)  ■  ■  ■  ix  -{-  m  —  t)^     '^  ''"'^'^ 

wobei  ?j^  eine  Zahl  ist,  die  für  lim  m  =  -\-  oo  den  Wert  Null 
erreicht.     Da  für  jedes  komplexe  x  auch 

lim    (l  +  ^)"~'  =  1 
506] 
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ist,  so  können  wir  hierfür  schreiben: 

wobei  lim  f ^  =  0  für  lim  w  =  +  oo  ist,  oder: 
^^       x{x+l)---{x-\-  m  —  1)  ^     ^    "*■' 

Nehmen  wir  beiderseits  den  Logarithmus,  der  ja  in  Nr.  376 
auch  für  komplexe  Numeri  definiert  wurde,  und  zwar  den 
Hauptivert  dieses  Logarithmus,  den  wir  jetzt  mit  In  (statt  mit 
Ln,  wie  in  Nr.  376)  bezeichnen  wollen,  so  kommt: 

(2)  lnr(:r)  =  [(:r-l)ln|-hi-^]+... 

+  [(.-l)ln^-ln^;^]  +  ln(l  +  0. 

Wenn  nun  wirklieh  lim  f  „^  =  0  ist,  so  wird  lim  In  (1  +  s^^^) 
auch  gleich  Null,  so  daß  genau  die  in  Nr.  502  unter  (9)  an- 
gegebene unendliche  Reihe  hervorgeht. 

Um  nun  zu  zeigen,  daß  der  Grenzwert  (1)  für  jedes  kom- 
plexe X  außer  ^  =  0,  —  1,  —  2,  •  •  •  bestimmt  und  endlich  ist, 
genügt  es  nach  dem  Auseinandergesetzten,  zu  beweisen,  daß  die 
unendliche  Reihe 

(3)  In  r(.)  =  J.  [(.  -  1)  In  ^  -  In  ^±^-i] 

1 

konvergiert;  und  dies  soll  in  der  nächsten  Nummer  geschehen. 

507.  Konvergenz   der  Reihe  für  In  r{x).     Zum  Be 

weise  bedürfen  wir  der  Entwicklimg  von  In  (1  +  x)  für  den 
Fall,  daß  x  komplex  ist.   Daß  die  Reihe  (1)  von  Nr.  120,  nämlich 

(1)  ln(l+^)  =  |-:f +  £l_... 

auch  für  komplexes  x  gilt,  sobald  \x\<il  ist  und  es  sich  um 
den  Hauptwert  des  Logarithmus  (vgl.  Nr.  376)  handelt,  sieht 
man  so  ein:    Nach  Nr.  376  ist 

d  In  (1  4-  a;)  _       1 
dx  1  -\-  X 

[506,  507 
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für  x^  —  1.  Andererseits  wissen  wir  nach  Nr.  120,  daß  die  Reihe 


(2) 


+  —  - 


für  reelles  x  nur  im  Intervalle  —  1  <  j:;  ^  +  1  konvergiert,  so  daß 
also  ihr  Konvergenzkreis  nach  Satz  11,  Nr.  363,  der  Kreis  mit 
dem  Radius  Eins  um  den  Nullpunkt  der  Zahienebene  ist. 
Diese  Potenzreihe  hat  demnach  für  \  x  \  <i  1  nach  Satz  19, 
Nr.  370,  die  Ableitung,  die  durch  gliedweise  Differentiation 
gewonnen  wird,  nämlich  1  —  x  -{-  x'^  —  x^  -{■-  ■  ■,  die  nach  Nr.  374 
den  Wert  1 :  (1  -|-  x)  hat.  Für  jedes  komplexe  x,  dessen  ab- 
soluter Betrag  kleiner  als  Eins  ist,  haben  also  In  (1  +  x)  und 
die  Reihe  (2)  dieselbe  Ableitung.  Folglich  ist  ihre  Differenz 
konstant.  Da  beide  für  x  =  0  verschwinden,  so  ist  ihre 
Differenz  insbesondere  gleich  Null.    Folglich  gilt  für  den  Htmpt- 

ivert  des  natürlichen  Loga- 
rithmus und  für  j  a;  |  <  1 
die  Entivicklung  (1).  Hier- 
von werden  wir  bald  Ge- 
brauch machen. 

Um  nun  zu  beweisen,  daß 
die  Reihe  (3)  der  letzten 
Nummer  innerhalb  eines  ge- 
wissen Bereiches  der  kom- 
plexen Zahlenebene  gleich- 
mäßig konvergiert,  müssen 
wir  diesen  Bereich  genauer 
festlegen:  Vor  allem  sind 
die  Stellen  a;  =  0,  —  1, 
•  auszuschließen  (vgl.  Nr.  506j,  da  für  sie  das  1.,  2., 
Glied  der  Reihe  unstetig  wird,  denn  es  ist 

(3)         „,._(^_i)i„(i  +  i)_i.(i  +  e^) 

das  m*®  Glied  der  Reihe.  Wir  legen  deshalb  um  die  Stellen 
0,  —  1,  — 2, •••  beliebig  kleine  Kreise,  siehe  Fig.  19,  und  setzen 
voraus,  daß  die  Stelle  x  nicht  im  Innern  eines  dieser  Kreise 
liege.  Außerdem  ziehen  wir  um  den  Einheits^wriki  einen 
Kreis  von  beliebig  großem  Radius  r  und  setzen  voraus,  daß 
die  Stelle  x  im  Innern  dieses  Kreises  crelegen  sei.  Wir  weisen 
50T] 


Fig.  19. 


-2, 
3.,  . 
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also  der  Veränderlichen  x  den  in  Fig.  19  schraffierten  Varia- 
bilitätsbereich zu.  Alsdann  sind  alle  Glieder  u^^,  il^,  u^,  •  •  •  der 
zu  untersuchenden  Reihe  stetig. 

Wählen  wir  den  Index  »j>r-f  1,   so  ist  auch  1 : »/ <  1 
und  also: 

^"  V  ^  m)  ^  m  ~  2m'-  "^3»?  * 

Weil  die  Stelle  x  innerhalb  des  Kreises  um  den  Einheitspunkt 
gewählt  wurde,  so  ist  |  .r  —  1 1  <  r,  daher  auch  |  a:  —  1  <  w  und 
mithin  nach  (li: 

folglich  nach  (3): 

{x-i)ix-2)  ,  .       jN  r  i Li  J 1 

2m-  ^  ^  ^  L3w»        4»i*  ^  5ot^  J 

■{x  —  1)'     {x  —  iy  .  {x  —  iy 


M™  = 


_  nx-ir  _  {.x-iy     {X  -  ir  _    -i 

L     3>»'  4»n*      "■"       bm"  '  J 


Der  Inhalt  der  ersten  eckigen  Klammer  ist  positiv  und  kleiner 
als  das  erste  Glied  1  -/dm^.  Wegen  x  —  1  <Cr  ist  der  absolute. 
Betrag  des  Inhaltes   der  zweiten  eckigen  Klammer  kleiner  als 

J.3  j.l  J.5  J.S  j.*  J.5 

3w»  "*"  ini*  "^  5^/i*  "'  ^  3»r^  "^  3^  "^  3w=*  +  '  '  "  • 

Die  Reihe  rechts  hat  aber  ]\ach  Satz  1,  Nr.  101,  den  Wert 

r»  1 

der  kleiner  ist  als  derjenige  Wert,  der  hieraus  hervorgeht,  wenn 
r :  m  im  Nenner  durch  r:(r-\- 1)  ersetzt  wird,  weil  ja  wi  >  r  -f  1 
sein  soll.  Der  absolute  Betrag  des  Inhaltes  der  zweiten  eckigen 
Klammer  ist  folglich  kleiner  als 

r^(r+l) 

Außerdem  ist  \  x  —  2\<,r -{-1.     Also  kommt: 


„    l^nr+l)        r  +  r^+l) 
«'"^     2m^     ^  3w  = 


Setzen  wir  nun 


_  r<>  +  1)    ,    f  -\-r'(r  +  1) 


rsi<r? 
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SO  daß  v^  >  M,„  ist,  sobald  m  >  r  +  1  gewählt  wird,  so  ist  die 
Reihe  v^  -\-  v^  -\-  v^  -\-  •  •  ■  konvergent  nach  dem  Beispiele  in 
Nr.  105.  Dies  bedeutet:  Ist  t  eine  vorgegebene  beliebig  kleine 
positive  Zahl,   so  gibt  es  einen  Index  ti  derart,  daß  für  jeden 

Index  m  ^  n  der  Rest  ^^  +  ^m+i  ~l kleiner  als  r  ist.   Wählen 

wir  überdies  ;w  >  r  +  1,  so  ist  also  wegen   |  m„,  j  <  v„,  auch: 

I««!  +  iw„.  +  iH----<T,       d.h.        'm^+m^^^^+...     <t:. 

Dies  aber  bedeutet,  daß  die  vorgelegte  Reihe  Uj^  +  i<2  +  ^3  H — 
Jconvergiert  und  zwar,  da  die  für  den  Index  m  gefundenen  Be- 
dingungen unabhängig  von  der  Wahl  der  Stelle  x  in  dem 
in  Fig.  19  bezeichneten  Bereiche  sind,  daß  diese  Reihe  dort 
gleichmäßig  konvergiert.  Weil  jedoch  der  Hauptwert  des  Loga- 
rithmus nach  der  Definition  in  Nr.  376  für  negative  reelle 
Numeri  unstetig  ist,  so  werden  wir  die  negative  reelle  Achse 
dabei  ausschließen. 

Da  wir  den  Radius  r  beliebig  groß  wählen  können,  ergibt 
sich  also  mit  Rücksicht  auf  die  Auseinandersetzungen  der  letzten 
Nummer  der 

Satz  1:  Für  jedes  von  0,—  1,  —  2,  —  3,---  verschiedene 
reelle  oder  imaginäre  x  ist  der  Grenzwert 

worin  tri  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  hestimmt  und  endlich. 
Außerdem  ist  in  jedem  solchen  endlichen  BereicJie  der  Zahlen- 
ehene,  der  frei  von  Stellen  der  negativen  reellen  Achse  ist,  der 
Hauptivert  des  Logarithmus  dieses  Grenzwertes  durch  die  gleich- 
mäßig JiOnvergente  Reihe  darstellbar: 

In  rw  =2  [(^  -  1) '"  (1  +  »)  - '"  (1  +  ^)]  • 


508.  Die  Beiheu  für  die  Ableitungen  von  lnr(x). 

Da  wir  wünschen,  im  Anschlüsse  an  die  Betrachtung  der 
Gammafunktion  im  reellen  Bereiche  sogleich  auch  das  Wichtigste 
aus  der  Theorie  dieser  Funktion  im  komplexen  Bereiche  zu 
bringen,  um  nicht  diese  so  eng  zusammengehörigen  Betrach- 
507,  508] 
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tungen  zu  zerreißen,  ist  es  jetzt  unerläßlich,  vorläufig  ohne 
Beweis  davon  Gebrauch  zu  machen,  daß  die  gliediveise  Differen- 
tiation einer  gleichmäßig  konvergenten  Beihe  im  Komplexen  Be- 
reiche gestattet  ist.  Der  Beweis  hierfür  wird  erst  viel  später, 
nämlich  in  §  4  des  8.  Kap.,  zu  geben  sein. 

Hiernach  folgt  aus  der  Reihe  des  letzten  Satzes,  daß 

^  ^  dx  j^  L      \         m)        m-\-  X  —  ij 

ist.  Doch  wollen  wir  direkt  zeigen,  daß  diese  Reihe  gleich- 
mäßig konvergiert.  Dies  tun  wir  unter  denselben  Voraus- 
setzungen und  nach  derselben  Methode  wie  in  der  letzten 
Nummer.  Indem  wir  nämlich  wieder  m  >  r  +  1  wählen,  finden 
wir  als  Wert  des  m^^^  Gliedes  der  Reihe  (1)  die  Entwicklung 

-(X  — 1)«       (a;  —  1)  = 


-P- 

m  L 


in  i_        #/t  in  J 

woraus  folgt: 

,         ,        2r+l        l+3r*(r+l) 

SO  daß  die  Beendigung  des  Beweises  genau  so  wie  in  voriger 
Nummer  ist. 

Wenn  wir  wie  in  (8),  Nr.  502: 

,=f„[i_„  (:  +  !)] 

1 
setzen,  so  folgt  aus  (1)  und  hieraus: 

(2)  '^  —  r^l^.-^V-i)' 

d.  h.  die  Formel  (6)  von  Nr.  502,  die  aber  damals  nur  für 
positives  x  bewiesen  wurde,  während  wir  jetzt  wissen,  daß  sie 
ebenso  wie  die  obige  Formel  (1)  für  jedes  komplexe  x  gilt, 
abgesehen  von  0,  —  1,  —  2,  —  3,  •  •  • . 

[SOS 
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Wiederholte  Differentiation  von  (1)  oder  (2)  gibt: 


(3) 


1     cflnrix)        (— 1)" 


dx" 


2' 


{m-{-  X  —  l) 


-„    (^  =  2,3...), 


und  diese  Differentiation   ist  nach  einer  oben  gemachten  Be- 
merkung   gestattet.     Wir   wollen    auch    hier    die   gleichmäßige 

OD  O  o 

Konvergenz  direkt  beweisen.    Indem  wir  wieder  die  Annahmen 
der  letzten  Nummer  für  den  Variabilitätsbereich  von  x  machen 
und  m  >  r  +  1  wählen,  finden  wir,  daß  das  wj*®  Glied  der  in  (3) 
rechts  auftretenden  Summe,  nämlich 
_  1  _    1 

^^  ~  (rn-\-x-lf  ~  'm" 

in  dieser  Form  entwickelt  werden  kann: 

(x-l)' 


so  daß 


.«»  L  »» 


<U'  +  '«  +  ^'  +  -]'-ir 


■]" 


1  — 


ist,  woraus  nun  die  gleichmäßige  Konvergenz  wie  früher  folgt. 

Wenn  wir  in  (3)  die  Veränderliche  x  durch  1  -\-  x  ersetzen, 
kommen  wir  zur  Formel  (2)  von  Nr.  503  zurück,  die  damals 
nur  für  positive  Werte  von  1  -{-  x  bewiesen  wurde,  während 
jetzt  feststeht,  daß  die  Formel  (3)  für  jedes  komplexe  x,  ab- 
gesehen von  0,  —  1,  —  2,  —  3,  •  •  •,  gilt. 

Sats  2:  Für  jedes  reelle  oder  hnaginäre  x,  abgesehen  von 
0,  —  1,  —  2,  —  3,  •••  sind  die  Ableitungen  des  Logarithmus 
der  Gammafmiktion  darsteUhar  durch  die  unendlichen  Reihen: 

--<^)=S[ln(l+i)-_L^J, 


dx 


dx 


?^  =  (-l)"(^-lj!^"' 


(»t  -{-  X  —  1) 


—  für  n  =  2,  3, 


Diese  Reihen  Jconvergieren  gleichmäßig  in  jedem  solclien  endlicMn 
Bereiche  der  Zahlenebene,  der  frei  von  Stellen  der  negativen  reellen 
Achse  ist. 
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509.  Erste  Eigenschaft  der  G-ammafuuktiou.    Aus 

der  in  Nr.  496  gegebenen  ursprünglichen  Definition  der  Gamma- 
funktion  im  reellen  Bereiche  leiteten  wir  in  §  1  eiuige  Eigen- 
schaften dieser  Funktion  ab.  Wir  wollen  nun  zeigen^  daß  diese 
Eigenschaften  auch  im  Bereiche  der  imaginären  Zahlen  gelten. 
Zunächst  folgt  aus  Satz  1  in  Nr.  507: 

ml  ni^~^(l-\-n   )  m\   w^il-f  £  ) 

rfr')  = ^  ^  '"*' rfx  4- 1  ^ = ^ - '^ 

wobei  lim  r]^  =  lim  £^,  =  0  für  lim  w  =  -f  30  ist.     Hieraus  er- 
gibt sich 

r(x  +  i)  =  x  r{x)  ■  -";-- .  ,-"^-'" , 

^  ■^  ^  "^   X  4-m    1  4- 11 

'  m 

SO  daß  für  lim  m  =  +  a^   der  Satz  hervorgeht: 

Satz  S:  Für  jedes  reelle  oder  imaginäre  x,  abgesehen  von 
0,  —  1,  —2,  —  3,  •  •  ■,  hat  die  Gamma fioiktion  die  Eigenschaft: 

ru-  +  i')  =  xr{x\ 

Diese    erste    Eigenschaft    der    Gammafunktion    wurde    in 
Nr.  498  nur  für  reelles  a;  >  —  1  bewiesen. 

510.  Zweite  Eigenschaft  der  G-ammafunktion.  Nach 
dem  Satze  von  Nr.  507  ist: 

^^      x{x-\-l)---^x  +  m  —  l)'       ^^         ^      {l—x)(2  —  x)---{m—x)' 

wobei    lim  rj^^^  =  lim  ^,„  =  0    für    lim  m  =  -|-  oo    ist.      Hieraus 
schließen  wir: 

woraus  für  lim  m  =  -f  ^x>  folgt: 

Den   rechts   stehenden   Grenzwert  können   wir  nun  durch 
«ine    andere   Betrachtung    finden:    Nach    der    in    Nr.  358    auf- 
gestellten Moivreschen  Formel  ist  für  ganzes  positives  n: 
(cos  ca  -\-  i sin cj)-"  =  cos  2ii(o  -{-  isin  2noj. 

[509,  510 
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Rechnet  man  die  Potenz  nach  dem  binomischen  Satze  aus 
und  ersetzt  man  darin  cos^o  stets  durch  1  —  sin-«,  so  über- 
sieht man,  indem  man  die  mit  l  behafteten  Glieder  ins  Auge 
faßt,  daß 


(2) 


sin  2n(a 

sin  (o  cos  w 


oder 


2  ein  2  na 


ein  2  CO 


eine  ganze  rationale  Funktion  (>i— 1)'*°  Grades  von  sin^oj  ist. 
Sie  hat  also  w  —  1  Nullstellen.  Sie  gehören  zu  denjenigen 
Winkeln  co,  für  die  8in2«03  =  0,  aber  sin2cj  =J=  0  ist,  d.h.  nach 
Nr.  373  zu  den  Winkeln  w  =  'kn:2n,  wobei  h  eine  ganze  Zahl^ 
aber  Jen  :  2n  kein  ganzes  Vielfaches  von  1»  ist.  Die  Zahl  k 
ist  demnach  von  Null  verschieden  und  nicht  durch  n  teilbar. 
Für  alle  hiemach  gestatteten  Werte  von  Je  nimmt  sin^o  ge- 
rade und  nur  die  folgenden  n  —  1  verschiedenen  Werte  an: 


sm^ 


sm'' 


2  n  '■ 


sin 


2  (n— 1)« 


2n 


Es  ist  also  der  Ausdruck  (2)  eine  solche  ganze  rationale 
Funktion  (n  —  1)*®°  Grades  von  sin^  w,  deren  Nullstellen  diese 
n  —  1  Werte  sind.  Nach  Nr.  378  besteht  demnach  eine 
Gleichung  von  der  Form: 


sin  2  n  (0 
ein  (a  COB  a 


konst.    sin^  co  —  sin^  ^-    •  •  ■    si^i^  ^^  —  sin^  ^ — s t 

L  2 « J  L  2  »t      J 


oder  auch  eine  Gleichung  von  der  Form: 
sin  2  n  to 


2  n  sin  w  cos  ta 


=  konst. 


1- 


1)71 


L 


2n 


Weil  die  linke  Seite  für  sin  co  =  0  den  Wert  Eins  annimmt^ 
ist  der  konstante  Faktor  auch  gleich  Eins.  Setzen  wir  nun 
2nio:7i  =  X,  so  ergibt  sich  also  für  jedes  beliebige  x  und  jede 
ganze  positive  Zahl  w. 


V  /  2 «        2  w 


2« 


,  {n  —  Vj-n 
2n      _ 


Wir  sagen:  für  jedes  heliehige  x,  obgleich  2 na  =  %x  gesetzt 
wurde  und  die  oben  benutzte  Moivresche  Formel  in  Xr.  358; 
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nur  für  reelles  a  bewiesen  worden  ist.  Daß  sie  aber  auch  für 
komplexes  a  gilt,  folgt  daraus,  daß  nach  (5)  in  Nr.  373  für 
jedes  komplexe  co 

cos  oj  4-  «  sin  0)  =  e"" 
und  demnach 

cosno)  -f  /  sin  wo  =  e^'^^, 
also  auch: 

(cos  a  -j-  i  sin  «)"  =  cos  na  -\-  i  sin  nco 
ist. 

Wir  lassen  nun,  um  zu  dem  in  (1)  auftretenden  Grenzwerte 
zu  gelangen,  die  Zahl  n  über  jede  Grenze  wachsen.     Wegen 

.    ,  nor 

lim  zn  sm^^cos^r— =  :tx,     lim = —j 

n  =  +  x  n  =  +  (X  gm*  

2« 

für  m  =  1,  2,  ...  w  —  1  folgt  dann  aus  (3): 

Hiermit  ist  der  in  (1)  rechts  auftretende  Grenzwert  be- 
stimmt.    Setzen  wir  ihn  in  (1)  ein,  so  kommt: 

yps  1  simtx 

^^  T(x)T{l  —  X)  ^  ^ IT' ' 

d.  h.  es  gilt  der  folgende  Satz,  der  die  ziveite  Eigenschaft  der 
Gammafunktion  zum  Ausdrucke  bringt  (vgl.  Nr.  499): 

Satz  4:  Für  jedes  reelle  oder  imaginäre  x,  abgesehen  von 
den  ganzzahligen  WeHen,  hat  die  Gammafunktion  die  Eigenschaft: 

^     '^         ^  -^  sin  TT« 

Die  ganzzahligen  Werte  von  x  sind  nämlich  diejenigen, 
für  die  r{x)  bzw.  r(l  —  x)  unendlich  wird.  Für  sie  ist  übrigens 
auch  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  unendlich. 

Da  xr(x)  nach  Satz  3  der  vorigen  Nummer  gleich  jr(l  -{-  x) 
ist,  so  folgt  noch  durch  Multiplikation  der  letzten  Formel 
mit  x: 

(6)  r(i  -  x)  m  -^x)  =  -^- . 

^   ^  ^  -^      ^  '^       sin  Jtx 

C510 
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511.  Dritte  Eigenschaft  der  Gammafuuktiou.  Sind 
n  und  Ji  zwei  ganze  positive  Zahlen,  so  folgt  aus  Satz  1,  Nr.  507, 
wenn  darin  x  durch  x  -\-  h  :  n  ersetzt  wird: 

x+  —  —  1 

/  h\  *"!  '"       "       (1  +*  ) 

wobei  lim  f,^  =  0  für  lim  m  =  +  oo  ist.  Geben  wir  der  Zahl 
h  die  Werte  0,  1,  2,  .  .  .  n  —  1,  so  gehen  n  Gleichungen  hervor. 
Indem  wir  sie  miteinander  multiplizieren,  finden  wir: 


n  +  l 
n     nx —    Tii  n 


r{x)r{x-Y^\-r{x^-''-^=        ,,.    ,    _r     i„ 

wobei  lim  ?/„,  =  0  für  lim  ;>i  =  +  oc  ist.    Andererseits  folgt  aus 
Satz  1,  Nr.  507,  wenn  wir  darin  x  durch  nx  und  m  durch  mn 

ersetzen : 

(m»0!(mn)"^-\l  +  7;;^) 

^      ^       nx{nx-\-\)---(nx-\-'n^n — 1) ' 

wobei  lim  11^  =  0  für  lim  m  =  +  oc   ist.     Dividieren  wir   die 
beiden  letzten  Gleichungen  durcheinander,  so  folgt: 

(m  «)  I  m    2 

Lassen  wir  nun  m   über  jede  Grenze  wachsen,  so  nimmt 
die  rechte  Seite  einen  nur  noch  von  n  abhängigen  Wert  an: 


m  =  +  X 


m  ^W=    lim  „_,, 

\-^J  m  =  +  x  —— 

{ni  nj  1  m    2 
so  daß  kommt: 

(2)  r(x)r{x  +  iy.-r[x  +  ^)  ==  n-  -^  r(nx)<p(n). 

Um  den  Wert  der  Funktion  (p{n)  zu  ermitteln,  setzen  wir 
allgemein: 

(3)  *W-^;7T- 
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Alsdann  ist  nach  (1): 

9,(n)  =  l/^lim    ^f 

Bezeichnen  wir  den  hier  auftretenden  und  nach  (2)  bestimmten 
und  endlichen  Grenzwert  mit  A^,  weil  er  von  n  abhängt,  so  ist: 

(4)  cpin)  =  ynA^,     ^„  =  lim    ^^'^ 

oder  auch,  wenn  7n  durch  2m  ersetzt  wird: 

(5)  A,  -  lim    tf  ?Ür. 

7/1  =  +   30      T   \ 

folglich  bekommen  wir  aus  der  zweiten  Formel  (4)  und  aus  (5): 

A    =.^=   lim     '  M"  il  .  [1(2^"1 
oder: 

Aus  der  zweiten  Formel  (4)  folgt  jedoch,  wenn  darin  n  durch  2 
oder  aber  zugleich  n  durch  2  und  m  durch  mn  ersetzt  wird: 

lim    ^^^Ä.,      lim    ^1"'-^=^,, 
so  daß  wir  erhalten: 

Nach  der  ersten  Formel  (4)  ist  deshalb: 

(6)  q^{n)  =  VnA,'^-\ 

Andererseits  ist  aber  nach  (4)  und  (1):  . 

y'2       m  =  +  x     (2m)!y/w 


= 

=  lim   -1/4. f 

r/£  =  +  «  r            1 

2  4     4         2m  — 

3  3     5         2m  — 

2        2 
1    2m 

m 

-1' 

woraus  nach 

der  Formel  von  Wallis  in  Nr 

:  481 

folgt, 

daß 

A 

-V2^, 

also  nach  (6) 

cp{n)  = 

=  ynV2:t''-' 

[Sil 
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ist,  so  daß  schließlich  aus  (2)  hervorgeht: 

(7)    r(x)  r(x-tl)-  r(.r  +  '^) = V2n"  - '  i'^F^^^'rinx). 

Was  die  auftretenden  Wurzeln  betrifft,  so  ist  daran  fest- 
zuhalten, daß 

n-l 

/2^"-i=  (2;t)^,     Yn- ''"-  +  '  =  n-"'^^ 

nach  den  in  Nr.  506  getroffenen  Festsetzungen  ganz  bestimmte 
Werte  haben.  Insbesondere  sind  die  Wurzeln  positiv,  wenn 
<3ie  Exponenten  positiv  sind,  so  daß  es  sich  nachträglich 
rechtfertigt,  daß  wir  vorhin  bei  der  Bestimmung  von  Ä^  ein 
Produkt  von  Wurzeln  zu  einer  einzigen  Wurzel  zusammen- 
gezogen haben. 

In  (7)  ist  11  eine  ganze  positive  Zahl.  Da  rix)  nur  für 
X  =  0,  —  1,  —  2,  •  •  •  unstetig  ist,  so  sind  also  in  (7)  solche 
Werte  von  x  auszuschließen,  die  negative  ganze  Vielfache  von 
1 :  n  oder  gleich  Null  sind. 

Sats  5:  Ist  n  eine  ganze  positive  Zahl,  so  hat  die  Ganima- 
funktion  für  jedes  reelle  oder  imaginäre  x,  abgesehen  von  Null 
und  negativen  ganzen  Vielfachen  von  1  -.  n,  die  Eigenschaft: 

rix)  r(x  +  \y--  r{x  +  ''~^)  =  V2:t" " '  yw-^^^+i  r{nx). 

Die  in  diesem  Satze  ausgesprochene  dritte  Eigenschaft  der 
Gamniafiinltion  geht  für  »  =  2  in  die  in  Nr.  499  unter  (4) 
für  positives  x  gefundene  Eigenschaft  über. 

Der  hier  für  den  Satz  5  gegebene  Beweis  ist  unabhängig 
von  den  beiden  in  Nr.  509  und  Nr.  510  gefundenen  Eigen- 
schaften der  Gammafunktion  Um  die  Konstante  A^  zu  be- 
stimmen, kann  man  sich  aber  auch  der  Gleichung  r'(l)  =  V^ 
nach  (2)  in  Nr.  499  bedienen.  Setzt  man  nämlich  in  (2)  ins- 
besondere X  =  \  und  w  =  2,  so  kommt  wegen  Fil)  =  1  und 
nach  (6): 

1  ';r  =  |g)(2)  =  I  K^^2,  d.  h.    A,  =  ^2^. 

Man  kann  die  Funktion  q){n)  nach  Legendre  auch  durch 
Benutzuncf  der  zweiten  Eigenschaft  der  Gammafunktion  be- 
stimmen.  Setzt  man  nämlich  statt  r(x)  in  (2)  den  Wert 
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r(x  -f-  l):a:  und  statt  r(nx)  den  Wert  r(nx -{-  l):nx,  so  folgt 
bei  der  alsdann  statthaften  Annahme  x  =  0: 

(8)  r(i)r(?.)...r('ir_')=?M 

oder,  wenn  man  die  Reihenfolge  der  Faktoren  umkehrt: 
Da  nach  (5)  in  Nr.  510 

rß]rC^^)  = - 

\n/      \     n    /       ain(7th:n) 
ist,  SO  gibt  die  Multiplikation  von  (8)  und  (9)  miteinander: 

(10)  l^Pi^f  =  -   n    .    2n ■    in-l)n  ' 

sm  —  sm  —  •  •  •  sm — 

n         n  n 

Der  Nenner  rechts  ist  gleich  w  :  2"  ~  *,  wie  wir  sogleich  zeigen 
wollen.  Daher  geht  in  der  Tat  der  schon  oben  für  (p(n)  ge- 
fundene Wert  hervor.  • 

Um  noch  zu  beweisen,  daß 

/ii\  .     TT     .     2jr  .     (n  —  1)«  n 

(11)  sin  —  sm  —  •  •  •  sm  ^^ — ^  = r 

^      ^  7t  n  n  2"  ~ 

ist,  gehen  wir  nach  DirirhJef  davon  aus,  daß  die  n  —  1  von 
Eins  verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung  x"  =  1  nach  Nr.  358 
und  Nr.  373  die  Form 

ikit  ■ 

2kn    ,     .    .     2Jcn         ,  —-l 

COS \- 1  sm oder     e  " 

n  n 

(A-  =  1,  2,  ...  w  -  1) 

haben.  Es  sind  dies  also  die  Wurzeln  der  Gleichung,  die  aus 
x"  —  1=0  durch  Division  mit  x  —  1  hervorgeht: 

^n-l  ^x"-'  H ^+1=0. 

Mithin  ist  für  jedes  x: 

^n-i^^n-2.^ [-x-{-l  =  \x—e^j[x—e^^)--lx—e     "      j, 

also  für  X  =  1: 

(2  n -^  4  TT  .^  /  8  (n - 1) ;f  •>. 

l-e^')  (l  -  e^')-\l  -  e'^^'y 

Serret,  Diff.- u.  Integral-Rechaiittg.    U.    3.  Aufl.  15  fSH 


226  Kap.  IV.     Theorie  der  Eulerschen  Integrale. 

Da  aber: 

1  —  e  "      =  1  --  COS i  sm 

n  n 


^^     .     kii  1  •     kii        .         k  Ti\ 
=  2  Sin  —  ( sm i  cos  — ) 

r.  .     .     kn  (        kn    ,    .    .     k7t\ 

=  —  2  ^  Sin  —  I  cos h  i  sm  — 

n   \  n  >i  / 


kn  • 
2     .     kn    —t 
=  -  Sin  —  e  " 
t  n 

ist,  so  geht  aus  (12)  hervor: 

2"~       .      TT     .     2  7r  .      (n— l)jr       - — :,-^  l 

n  = r  sm  —  sm  —  •  •  •  sm —  •  e     ^ 

.j«-i  n  n  n 

Es  ist  aber  e^'""  gleich  cos^ti  -}-  i  sin  ^:i,  d.  h.  gleich  /.     Die 
Jetzte  Formel  geht  demnach  in  die  zu  beweisende  Formel  (1 1)  über. 


§  4.  Einige  Anwefidungen  der  Gammafunktion. 
512.  Die  Integrale 

I  e~"''xf*~^  cos tjcfljc    und     j  e—"-*  jc''—^  sintxdx. 

■      »  0 

Wir  wollen  in  diesem  Paragraphen  zeigen,  daß  sich  eine  An- 
zahl von  wichtigen  bestimmten  Integralen  mit  Hilfe  der  Gamma- 
funktion  auswerten  läßt. 
Die  Integrale 

+  cc  +  ce 

(1)       Uj^  =  I  e~'"'xP~'^costxdx,     Vp=  1  e~'"'x^~^smtxdXj 

0  u 

in  denen  a,  p  und  t  als  positive  Zahlen  vorausgesetzt  werden, 
sind  augenscheinlich  konvergent.  Es  ergibt  sich  dies  wie  die 
Konvergenz  von  Fip)  in  Nr.  496,  da  j  cos  tx  und  \smtx\^l 
sind.  Daß  die  Werte  der  Integrale  von  dem  Werte  der  Zahl  p 
abhängen,  haben  wir  durch  ihre  Bezeichnung  mit  u  und  v 
hervorgehoben.  Wir  können  aber  u  und  v^  als  Funktionen 
des  Parameters  t  betrachten  und  nach  t  unterhalb  der  Integräl- 
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zeiclien  differenzieren,    vorausgesetzt,    daß   die  hervorgehenden 
Integrale  konvergent  sind.     Die  Differentiation  ei'gibt  nun: 

+    00  +00 

/         r  dv      r 

^  =  —1  e'^-'xPsintxdx,     -Tf=  1  e~"''xP  cos  txdx, 


f 

dt 


und  man  sieht,  daß  die  Integrale  nach  (1)  gerade  gleich  v^^j 
und  w  +1,  folglich  auch  konvergent  sind.    Demnach  haben  wir: 


(2) 


dt    ~       ^P  +  ^'       dt 


V  +  r 


Die  Integrale  Up  +  i  und  i;  ^^  lassen  sich  mittels  teilweiser 
Integration  leicht  auf  u^  und  v^  zurückführen.  Denn  wenn 
wir  cos  tx  und  sin  tx  als  die  Ableitungen  von  sin  tx  :  t  und 
—  costx  :  t  nach  x  betrachten,  so  finden  wir: 


V  + 1 


v,.^,=  — 


'xP 


sin  tx 

~t~ 


''p  +  l 


-,+  <» 


'XP 


cos  tx 

t 


+ 


^  /  e~"''xP~^BiD.txdx-\-j  I  e~"''xPsmtxdx, 

0  0 

+  00  +00 

y  /  e~"''xP~^costxdx—~  j  e~"' 


"'afcostxdx. 


Die  in  den  eckigen  Klammern  stehenden  Ausdrücke  sind  für 
beide  Grenzen  gleich  Null,  weil  a  >  0  und  ^  >  0  ist.  Also 
folgt: 

p  ,     a  p  a 


>+i 


woraus  wir  berechnen  können: 


tv. 


P 


iUp  +  ^Vp 


^^P  +  I—P    cc^^t^     }      ^P  +  l        ^    a^-\-t 

Setzen  wir  diese  Werte  in  (2)  ein,  so  erhalten  wir 
du„  tu„-\-av„        dv, 

'dt 


p „     P   '       P 

dt  ^ 


au„  —  tv„ 
P—pP  P 


a«  +  i* 


Hieraus  schließen  wir,  daß 

§{}niu^  ±  iVp)  +  plnit  ±  ia)]  =  0 

ist,   indem   wir   den  Logarithmus  auch  im  komplexen  Gebiete, 
wie   schon   in  Nr.  507,  mit  In  bezeichnen.     Diese  Formel  gilt 
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sowohl  für  die  oberen  als  auch  für  die  unteren  Vorzeichen. 
Aus  ihr  schließen  wir,  daß  die  Ausdrücke 

In  {Up  +  iVp)  +  })  In  (t  +  ici),     In  (m^  —  iv^)  +  jp  In  (^  —  icc) 

von  t  unabhängig  sind.  Dasselbe  gilt  vom  Numerus  ihrer  Summe 
und  von  ihrer  durch  2i  dividierten  Differenz.  Letztere  liefert 
nach  (1)   in  Nr.  377  Arkusfunktionen.     So  erkennen  wir,   daß 

{ul  +  vi)  (f^  +  a^y     und     arc  tg  ^  —  p  arc  tg  —  -f  |j;;r 

^p  a 

von  t  unabhängig  sind.  Nun  ist  u  für  t  =  0  nach  (1)  in 
Nr.  497   gleich  r(p)  :  a^'  und  v^  gleich  Null.     Demnach  folgt: 

«I  +  ^l  =  Ot-.^ V*)  [-^J  ^     ^rc  tg -  =  i> arc  tg  ^-, 

wenn  der  Arkus  auf  den  Bereich  von  —  |:r  bis  +  |jf  be- 
schränkt wird.  Setzen  wir  t  =  uigq),  indem  wir  (p  auf  den- 
selben Bereich  einschränken,  so  ergibt  sich  hieraus: 

11   =  +  — — ''  cos^  (p  cospq: ,     V   =  +  —'-  cos^  (p  sm2)(p  . 

P  aP  aP 

wobei  entweder  die  Plus-  oder  die  Minuszeichen  gelten  müssen. 
Da  sich  aber  u^  für  ^  =  0  oder  qp  =  0  auf  r(^p)  :  a^  reduziert, 
so  gelten  die  Pluszeichen.     Nach  (1)  ist  also: 

+  « 

I  e~"'x''~^  tostxdx  =  — ^cos^qp  cos  pcp  =  —^  sin'' 93  cosjxjp, 


(3) 


0 


g-axj,p-i  gjjj  ^2'd'a:  =  —  '  cos''  (p  sin p(f  =  — ^  -  sin''  cp  sinpqp , 

0 

wenn  a  und  p  positiv  sind.  Dabei  bedeutet  q>  den  zwischen 
—  |ä  und  -f-  |:r  gelegenen  Winkel,  dessen  Tangens  gleich  t :  a 
ist.  Daß  die  Formeln  auch  für  negatives  t  gelten,  erkennt 
man   sofort  aus   cos  ( —  tx)  =  cos  tx  und   sin  ( —  tx)  =  —  sin  tx. 

513.  Die  Integrale 

t  QC^'—^costxdx    und      j  x'"-^BiiitxdJC. 

0  0 

Die  Formeln  (3)  der  letzten  Nummer  sind  nur  für  a  >  0  be- 
wiesen. Wir  wollen  aber  zeigen,  daß  sie  auch  noch  für  cc  =  0 
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gelten.  Allerdings  muß  dann  p  auf  den  Bereich  0  <  2>  <  1 
eingeschränkt  werden.  Denn  beim  Grenzübergange  zu  lim  a  =  0 
gehen  die  beiden  Integrale  über  in 

+    OC!  +50 

(1)  I  sc^~^  COS  txdx     und      1  x^~^  sintxdx, 

0  0 

und  wir  können  beweisen,  daß  sie  für  ^  ^  1  divergieren.  Dabei 
nehmen  wir  wie  vorhin  ^  >  0  an. 

Ist    nämlich  |)  >  1,    so    bedeute    k   irgend    eine    positive 
ganze  Zahl,  und  es  sei 

n  = 7^— ^ ,      m  = 7^—^^ ,      also     m  >  w  >  0 

gewählt.  In  dem  Intervalle  von  x  =  n  bis  x  =  m  ist  sin  tx 
stets  positiv  und  mindestens  gleich  |  l/2!.  Außerdem  ist 
x'^~^  positiv,  also 

m 

(2)  j  xP-''smtxdx>  \\Y2\  jxP-'dx^  \\y2\'^'—^ • 

n  n 

Da  nun 

mP  —  fiP  =  (m  —  n){mP-'^  +  m^-^w  H h  w^"^) 

Tt  /2jck  -f-ijr\P-i 


^    /  \     »_i         rr  /2jrA -4-4-jr\/ 


ist,  also   für  lim  n  =  -\-  oc   oder  lim  Je  =  -\-  (x>   auch  zu   +  oo 

wird,  weil  ^^  >  1  angenommen  wurde,  so  hat  das  Integral  (2) 

für   beliebig    großes    n    keinen   solchen   Wert,    der  kleiner  als 

eine  beliebig  kleine  vorgegebene  positive  Zahl  ist.    Das  zweite 

Integral  (1)    ist    demnach    für  jj  >  1    divergent,    nach   Satz  1, 

Nr.  465.    Analog  beweist  man  die  Divergenz  des  ersten  Integrals 

(1)  für  j)  >  1,  indem  man 

27tk                    27ik4--ln 
w  =  --  ,      m  = -^-^ 

isetzt. 

Ist  _p  =  1  oder  0<^<  1,  so  machen  wir  in  den  Integi-alen 

(1)    die    Substitution    x  =  z :  t   und    erhalten,    abgesehen    vom 

Faktor  1  :  t^,  die  Integrale: 

+    00  +00 

/*cos  z  -,  /'sin  2   , 

(3)  J7-i<^^'    J7-/^- 

0  0 
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Das   erste   ist    füi*  ^;  =  1    nach    dem    5.  Beispiele   in  Nr.  464 
divergent,  ebenso  offenbar  das  zweite. 

Daß  dagegen  die  Integrale  (3)  für  0  <2)  <  1  konvergieren 
und  infolgedessen  auch  die  Integrale  (1),  wird  durch  eine 
Betrachtung  ähnlich  den  Überlegungen  in  Nr.  469  bewiesen, 
weshalb  wir  uns  kurz  fassen  und  die  Betrachtung  nur  für  das 
zweite  Integral  (3)  anzudeuten  brauchen:  Indem  wir  das  Inter- 
vall in  das  von  0  bis  n,  von  7t  bis  2:r  usw.  zerlegen,  ver- 
wandeln wir  das  zweite  Integral  mittels  naheliegender  Sub- 
stitutionen in  die  unendliche  Reihe 


0  0  0 


dz  —  ■ 


+  zf 


deren    Glieder    abwechselnd   positiv    und    negativ    und    absolut 
genommen  kleiner  als  die  Integrale 


n  7t  n 

/dz  r      dz  r        dz 


sind,  die  bis  zur  Null  abnehmende  Werte  haben.  Nach  Satz  9, 
Nr.  104,  ist  also  das  zweite  Integral  (3)  als  konvergente 
unendliche  Reihe  darstellbar.  Entsprechendes  gilt  für  das  erste 
Integral  (3). 

Wir  kehren  nun  zu  den  Formeln  (3j  der  letzten  Nummer 
zurück.  Wir  haben  gesehen,  daß  ihre  linken  Seiten  für  lim  a  =  0 
und  0<7J<1  bestimmte  endliche  Grenzwerte  haben.  Für 
lim  a  =  0  wird  lim  (p  =  ^7i,  weil  tg(p  =  t:a  ist,  so  daß  auch  die 
rechten  Seiten  bestimmte  endliche  Grenzwerte  bekommen. 
Demnach  finden  wir: 

+   oc  +  * 

(4)  I xP~^co8txdx  =  —^ cosjpn,    j xP~^sintxdx=-~^smjp7C 

0  0 

für  0  <  7;  <  1  und  ^  >  0.  Wird  in  der  letzten  Formel  r(j)) 
nach  (1)  in  Nr.  499  durch  ;r  :  F(l  —p)smp7i  ersetzt,  so  gibt 
der  Grenzübergang  zu  lim  ^;  =  0  die  schon  in  Nr.  493  unter  (6) 
gefundene  Formel. 
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514.    Das    Integral  f  cos''— ''—^(f  8iu^—^ (p  cos pq)d<p 

o' 
und  verwandte  Integrale.     Werden  die  Formeln  (3)   von 
Nr.  512  mit  f'"^  multipliziert,   so   kommt,   da   ^  =  a  tg  qp  ist: 

/»  r(p) 

I  e~"^'xP~'^t'i~^costxdx=  — ^i-^cos''"^"'"^  q)  sin^~^  qp  cos pq) , 


(1) 


0 


/' 


e-"^xP~^  t'~^  smtxdx== — -  +i  cos^'"^"'''^  «jp  sin«~'  qpsinpqp,- 


0 

wenn  a,  p  und  t  positiv  sind.  Unter  q  wollen  wir  eine  Zahl 
zwischen  0  und  1  verstehen. 

Wir  dürfen  nun  hinsichtlich  t  beiderseits  etwa  von  t  =  e 
bis  t  =  T  integrieren,  wobei  0  <  £  <  T  sei,  und  zwar  darf  dies 
links  unter  dem  Integralzeichen  geschehen.  Aber  wir  behaupten, 
daß  die  hervorgehenden  Formeln  unter  der  Voraussetzung 
p  ">  q  auch  noch  richtig  bleiben,  wenn  wir  lim  £  =  0  und 
lim  T  =  -\-  oü  wählen.  Zum  Beweise  müssen  wir  zeigen,  daß 
dann  beiderseits  bestimmte  endliche  Werte  hervorgehen. 

Links  treten  die  Integrale  mit  der  Veränderlichen  t 

+    50  +    » 

it'i-'^costxdt,      jii-^sintxdt 

0  0 

auf,  die  nach  (4)  in  voriger  Nummer  gleich 

—7-  cos  ^qjt,     — ;  '  sm  ^qjt 

x'  "  x'  ' 

sind,  so  daß  die  Integration  der  linken  Seiten  von  (1)  hinsichtlich 
t  von  0  bis  -\-  00,  abgesehen  von  den  Faktoren: 

r(2)cos|(/Ä,     r{q)Bm\q7C, 
das  Integral 

+  00 


ß 


0 

ergibt.    Dies  Integral  aber  ist,  weil  p'>q  angenommen  wurde, 
nach  (1)  in  Nr.  497  gleich  r(j)  —  q):ccP-^. 
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Was  die  rechten  Seiten  von  (1)  betrifft,  so  ist  zu  bemerken, 
daß  darin  tg  (p  =  t :  u  ist.  Wenn  wir  also  hinsichtlich  t  von 
0  bis  +  oü  integrieren,  so  ist  rechts  hinsichtlich  cp  von  0  bis  -|:np 
zu  integrieren,  weil  a>0  ist.  Da  außerdem  dt  =  adcp: coa^ q) 
ißt,  so  müssen  wir  die  rechten  Seiten  vor  der  Integration  noch 
mit  a :  cos^  g)  multiplizieren.  Alsdann  gehen  rechts,  abgesehen 
von  dem  von  t  freien  Faktor  r{p):a^~''^  die  Integi'ale 

j  cosP~^~^  tp  sin!^'^ (f  cospff  d(p,   1  co.V"'^~^  9  sin«-^  tp  sinpcpdcp 

hervor,  die  beide  konvergent  sind.  Denn  weil  0<5<1,  ^>g' 
ist,  so  wird  die  (q  —  1)*®  Potenz  von  sin  cp  für  lim  qp  =  0  in 
niederer  Ordnung  unendlich  als  1 :  (p  und  die  (j)  —  q~  1)**  Potenz 
von  cos  (p  für  lim  93  =  -|  jr  in  niederer  Ordnung  unendlich  als 
1:(|ä  —  cp),  falls  sie  nicht  überhaupt  endlich  bleibt. 

Wenn  wir  nach  der  ausgeführten  Integration  von  (1)  nach  t 
bzw.  9?  die  beiden  Seiten  der  erhaltenen  Gleichungen  vertauschen 
und  aUes  mit  u^~'J:r(p)  multiplizieren,  so  folgt  also: 


(2) 


I  coS'P"«"^^)  sin'i''^  (p  cos p(pd(p  =         „,  .         cos  jq:t, 


f' 


„    .     1         •    .     1         •  j  r(p  —  q)riq)    .     1 

cos^"^~^  (p  smJ~^  (p  sm  ptp  dcp  =  .  - — ~  sm-l^'jt 

für  0  <  2  <  1  und  p'>  q- 

Offenbar  können  wir  hier  den  Grenzübergang  zu  lim  q=^ 
machen,  so  daß  sich  wegen  Fip)  =  {p  —  1)  F(j)  —  1)  ergibt, 
daß  ^ür  ^  >  1  die  Formeln  gelten: 

(3)       I  co^~^ q)COBpcpd(p  =  0,      I  cosP~^(psinp(pd(p  =  -^^^ 

0  0 

Setzen  wir  dagegen  in  (2)  für  q  den  Wert  p  —  1,  so  muß 
p  wegen  0  <  g  <  1  zwischen  1  und  2  liegen.    Alsdann  kommt: 

/■A\    r  ■     n    2                     j           sinijöjr         f.    „_„        .             ,          —cOB^pn 
(4)   I  s\B.^~'' cp  cospq  d(p  =  — _{-'      I  sm^    -(psinpg)dcp  = —fr — 

0  '0 
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Obgleicli  wir  diese  Formeln  nur  für  1<2)<2  bewiesen 
haben,  gelten  sie  doch  für  jedes  ^^  >  1.  Man  gewinnt  sie 
nämlich  auch  aus  den  Formeln  (3),  wenn  man  qp  durch  Ijc  —  cp 
ersetzt. 

Wenn  wir  in  der  zweiten  Gleichung  {2)  nach  (1)  in 
Nr.  499 

^^■^  ^  sin  gjT  r(l  —  q) 

setzen,  was  geschehen  darf,  da  0  <  5^  <  1  ist,  so  zeigt  der 
Grenzübergang  zu  lim  q  =  0,  wobei  F(l  —  q)  in  Eins  übergeht, 
daß  beide  Seiten  der  Gleichung  bestimmt  und  endlich  bleiben, 
so  daß  sich  für  ^  >  1  noch  ergibt: 

^^■>  J sin^^^'P=2-'^- 

0 

Es  ist  bemerkenswert,  daß  dies  Integral  einen  von  der 
positiven  Konstanten  p  unabhängigen  Wert  hat. 

§  5.  Fortgesetzte  Betrachtung  der  O.aiiimafimktioii. 

515.  Vorbemerkung-.  Die  Theorie  der  EulerscheD 
Funktionen  ist,  auch  wenn  man  von  ihren  Anwendungen  ab- 
sieht, mit  dem  in  §  1 — 3  Vorgetragenen  bei  weitem  noch  nicht 
erschöpft.  Es  erscheint  uns  angebracht,  in  diesem  Paragraphen 
noch  einiges  aus  der  Theorie  hinzuzufügen,  das  besonderes 
Interesse  beansprucht.  Die  folgende  Betrachtung  wird  beherrscht 
durch  eine  mit  der  Funktion  r(x-\~l)  eng  zusammenhängende 
Funktion  ^(x),  die  wir  zunächst  nur  für  ganzes  positives  x- 
definieren.  Man  kann  aber  ihre  Definition  auf  komplexe  Werte 
von  X  ausdehnen.  Dadurch  werden  wir  dazu  geführt,  die 
Gammafunktion  für  reelles  positives  x  durch  eine  merkwürdige 
Reihe,  die  Stirlingsche  Reihe  darzustellen,  die  unbegrenzt  fort- 
geht, zwar  durchaus  divergiert,  jedoch  abgebrochen  ein  besonders 
bequemes  Hilfsmittel  zur  näherungsweisen  Berechnung  der 
Gammafunktion  bietet.  Die  bekannte  Formel  von  Wallis  in: 
Nr.  481  ist  es,  die  diesen  Betrachtungen  als  wesentliche  Grund- 
lage dient.  Schließlich  soll  der  Verlauf  der  Gammafunktion 
für  beliebige  reelle  Werte  der  Veränderlichen  erörtert  werden. 
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516.    Über    eine    mit    der    Fakultät    zusammen- 
hängende Funktion  [i(x).    Es  sei  bis  auf  weiteres  unter  x 
eine  beliebige  ganse  positive  Zahl  verstanden.   Alsdann  betrachten 
wir  die  Funktion 
n\  /  \  _  _    '^lf___  _  l-2-3---a;-e^ 

^^^  ^ ^^^  ~  y^^^c^ ~  y^^.x'^V 

Darin  soll  y^n  und  x^  positiv  sein. 
Aus  (1)  folgt  sofort: 

(2)  '%7x|r.,  =  -  1  +  (^  +  *)  •"  (l  +  i)- 

Weil  X  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  so  liegt  1  :  x  zwischen 
0  und  1  und  ist  höchstens  gleich  1.  Mithin  gilt  nach  (4)  in 
Nr.   120  die  konvergente  Entwicklung: 

In  h     '    i^  -  ^  -    ^-  -^  -L  -  4-  (-^)""'  + 

^     \     ~^  x)        X        2x^^  ix^        '     '^       nx""  '' 

SO   daß   aus   (2)   die  ebenfalls   konvergente  Entwicklung  folgt: 

(^\  In  -^'>)—  =     i L.    ,    ^_  _  ,    {-iTin-l)        _ 

^'^'     ji(a;+l)        \2x^        12x^'^  4.0X'  2n{n-\-l)x'' 

In  dieser  Reihe  sind  die  Glieder  abwechselnd  positiv  und 
negativ.  Der  absolute  Betrag  des  Verhältnisses  aus  dem  w*®° 
und  [n  —  Vf^^  Gliede  der  Reihe  ist  gleich 

n-  -j-  »  —  2     x' 

also  gleich  1  :  x  für  n  =  2  und  kleiner  als  1  :  x  für  n  >  2. 
Die  absoluten  Beträge  der  Glieder  der  Reihe  (3)  nehmen  mit- 
hin vom  zweiten  an  beständig  ab,  und  zwar  selbst  für  den 
kleinsten  Wert  .r  =  1  von  x.  Außerdem  streben  die  Glieder 
mit  wachsendem  n  nach  Null. 

Wir  können  also  aus  (3)  den  Schluß  ziehen: 

oder:  .,•    •.    :   , 

1 

(4)  f^(^)     ^  p"^-" 

/x(:r+l)^^ 

Wir  können  aber  auch   eine  noch   niedrigere  Grenze  für  den- 
selben  Quotienten    finden,    und    dies    soll    sogleich   geschehen, 
da  wir  sie  doch  später  —  in  Nr.  518  —  gebrauchen. 
516] 
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Multiplizieren   wir  nämlich  die  Gleichung  (3)   mit  x  -\-  1, 
so  kommt: 

(x4-lMn      ^^^^      =  - A„  _  1J„ -  +  .  . .  +       (-i/'(n-2) 

^     ^     ^       liix  +  1)        12a-        120^;«^        ^  2«(«  +  l)(«  +  2)a;''  "^    ' '* 

In  dieser  Reihe  fehlt  das  Glied  mit  1  :  a:-;  die  Glieder  der  Reihe 
sind  abwechselnd  positiv  und  negativ,  und  der  absolute  Betrao- 
des  Verhältnisses  aus  dem  w'*"^  und  (n  —  Vf^"^  Gliede  der  Reihe 

ist  gleich  ,        ^, 

"  n(n  —  1)  1 


■    (w  -  2)  (w  +  3)     a;  ' 

d.  h.  gleich  1  :  x  für  >?  ==  3  und  kleiner  als  \  :  x  für  n  >  3, 
selbst  für  x  =  1.     Demnach  erhalten  wir: 

^  '       n{x  -\-l)       l'ix 

oder: 

(^\  In       ^(^)       ^  1  -    W^ L_\ 

^^  ^(a;+l)  ^  12x(a;-f-l)        12  \a;       .r-(-l/' 

Nach  dieser  Einschaltung  kehren  wir  zur  Ungleichung  (4) 
zurück.  Verstehen  wir  unter  0^  ^^^^  positive  Zahl  kleiner 
als   j27  so  läßt  sie  sich  so  schreiben: 

Ersetzen  wir  hierin  x  nach  und  nach  durch  x  -\-  1,  x  -{-  2, 
'  ■  •  2x  —  1,  so  ergeben  sich  analoge  Gleichungen,  in  denen  an 
die  Stelle  von  ©„  andere  positive  Zahlen  0^,  @2>  '  *  *  ®i-i  treten, 
die  sämtlich  kleiner  als  /^  sind: 


0) 


(X ix  -)-  2 

0, 


(l(x-\-2)  _     (.^  +  2). 


(i{x-{-B) 


ft(2a;  — 1) 


=  e(2x-i)' 


(i{2x) 

Insgesamt  liegen  in  (6)  und  (7)  gerade  x  Gleichungen  vor, 
die  wir  alle  miteinander  multiplizieren  wollen.  Dabei  geht 
rechts  eine  Exponentialfunktion  mit  dem  Exponenten 


"^(aj+l)^   '   ■■■^(2.r  — l)*^12'.r*  '^       12a; 
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hervor.     Es   gibt   also   eine  positive  Zahl  &  kleiner  als  ^^2  der- 
art, daß 

ist.     Hieraus  folgt: 

falls  X  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet. 

517.    Asymptotischer   Wert   der   Fakultät.     Wenn 
wir  nun  bedenken,  daß  nach  der  Formel  von  Wallis  in  Nr.  481 
,.        2     2     4     4        2a;  — 2    2ic— 2        2a;      _  j^ 

a^  =  +  QC 


ist,  wofür  wir  auch 


oder 


,.           l^-2^-    x'*-2"  . 

Aim  7^~~ir2 /-,  -g =  i 

^^^„l*-2*..-(2xj*-x'-;t 


lim  ;^^,^1 


schreiben  können,  so  folgt  durch  Wurzelausziehen,  da  die 
Funktion  [i  stets  positiv  ist: 

^^^  ^  =  +  00   /^(2^) 

Hiernach  und  nach  (9)  in  voriger  Nummer  ist: 

(2)  lim     ii{x)  =  1. 

Da  ii{x)  nach  (3)  in  voriger  Nummer  stets  größer  als  yi{x-{-l) 
ist,  so  strebt  yiix)  mit  wachsendem  x  ahnehtnend  zur  Grenze 
Eins,  d.  h.  es  ist 

(3)  ii{x)  =  1+  f , 

wobei  £  eine  positive  Zahl  bedeutet,  die  für  lim  x  =  -\-  oo  den 
Grenzwert  Null  hat.  Nach  der  Definition  (1)  von  ^(x)  in 
voriger  Nummer  folgt  also: 

c'  +  i(l+£). 


oder: 

\/2^-x'^^^ 

(4) 
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Diese  Formel  besagt,  daß  sich  die  Fakultät  xl  und  die 
Funktion 

(5)  V^Tte-'^yf^^ 

mit  unbegrenzt  wachsendem  ganzzahligen  x  asymptotisch  ein- 
ander nähern,  d.  h.  daß  ihr  Verhältnis  um  so  weniger  von  Eins 
abweicht,  je   größer   die   ganze   positive  Zahl  x   gewählt  wird. 

518.  Einengung  der  Fakultät  zwischen  zwei 
Grenzen.  Soeben  haben  wir  eine  Funktion  von  x  gewonnen, 
die  sich  der  Fakultät  x\  mit  wachsendem  x  derart  asymptotisch 
nähert,  daß  sie  doch  immer  kleiner  als  x\  bleibt.  Wir  können 
nun  aber  auch  eine  obere  Grenze  für  x\  ableiten: 

Nach  (3)  in  voriger  Nummer  ist 

(1)  ^(X)  =  1  +  £, 

wo  f  >  0  und  lim  e  =  0  für  x  =  -\-  oo  ist.  Folglich  ist 
in^{x)  positiv.  Nun  ist  nach  der  Definition  von  yi^x)  in  (1), 
Nr.  516,  für  ganzes  positives  x,  weil  x\  =  r{x  +  1)  ist: 

(2)  In  r{x  +  1)  =  i  In  {2n)  -  x -^  {x  +  \)hx  x +  \u.  [i{x). 
Also  ergibt  sich: 

(3)  \n  r{x  -\-  1)  >  ym  (2  n)  -  X  +  (x  +  \)  In  x. 
Ferner  ist  für  jede  Funktion  !i(x): 

+  In     ,^^^+";^^.  ^\n(j,(x+  m  +  1)  ■ 
(t  (« -f-  m  +  1)  r  V      I  I       y 

Wenn  aber  die  ganze  positive  Zahl  m  unbegrenzt  wächst,  so 
eiTeicht  In  fi(a;  -f  w«  -(-  1)  nach  (2)  in  voriger  Nummer  den 
Grenzwert  Null.  Demnach  gilt  für  jedes  ganze  positive  x  die 
Entwicklung : 

(4)  ln/^(^)  =  §-ln-^^;J+$^,- 
Die  Ungleichung  (5)  von  Nr.  516  liefert  mithin: 
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oder: 

Hieraus  aber  folgt  nach  (2)  für  jedes  ganze  positive  x: 

(6)     In  r(:r  +  l)<i  In  (2  ;r)  -  ;r  +  (^  +  I)  In  a;  +  j^- 

Gehen  wir  nun  in  den  beiden  Ungleichungen  (3)  und  (6) 

von    den   Logarithmen   zu   den   Numeris   über,    so    ergibt   sich 

für  jedes  ganze  positive  x : 

_       1 

Hiermit  ist  x!  ztcischen  zivei  Grenzen  eingeschlossen,  die  um  so 
weniger  voneinander  abtveichen,  je  größer  x  wird. 

519.  Die  Gudermauusche  Reihe.  Die  Formel  (4)  der 
letzten  Nummer  geht  nach  (2)  in  Nr.  516  über  in: 

(1)  In  v.[x)  ==  ^\{x  +  ,n  +  I)  In  (l  +  ^-)  -  l]  • 

0 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  die  Formel  (2)  der  letzten  Nummer 
ein,   so  kommt  die  von  Gudermann  herrührende  Entwicklung: 

(2)  In  r{x  +  1) 

+  00 

=  |ln(2:T)-^  +  (;r+|)ln:r+^{(^+m  +  |)hi(l+^Wl]- 

0 

Diese  Formel  ist  freilich  nur  unter  der  Voraussetzung  ab- 
geleitet worden,  daß  x  eine  ganze  positive  Zahl  sei.  Wir  können 
nun  aber  ebenfalls  durch  Anwendung  der  für  die  Fakultät  ge- 
wonnenen asymptotischen  Funktion  in  Nr.  517  zeigen,  daß  die 
Gudermannsche  Reihe  nur  eine  Umformung  der  in  Nr.  507 
aufgestellten  Reihe: 

(3)       i.r(x)  =  §'[(^-i)''^"^--'-^1^'] 

1 

ist,  von  der  wir  wissen,  daß  sie  für  jedes  komplexe  x,  abgesehen 
von  Null  und  den  negativen  ganzzahligen  Werten,  richtig  ist. 
Um  dies  zu  tun,  setzen  wir  von  jetzt  an  voraus,  daß  x  eine 
heliehige  reelle  oder  komplexe  Zahl,  ahgesehen  von  Nidl  und  den 
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negativen  ganzen  Zahlen,  hedeufe.  Alsdann  sei  u^  das  ni^^  Glied 
der  Reihe  (3),  also: 

(4)  u^  =  {x—  1)  In  — In  — ■ . 

Nach  (3)  ist  In  /^(a:)  der  Grenzwert  der  Summe  u^  -f  n^  -\ 1-  w^ 

für  lim  w  =  +  oo.  Diese  Summe  aber  können  wir  identisch  in 
folgender  Art  umformen: 

«1   +  «2  +  •  •  •   +  ^*« 
=  I  ^<1  +  i  «„  +  [|  {ih  +  ^2)  +  I  («2  +  «3)  +  •••+!  («„  -  1  +  «„)] 
+  i"l  -^n  +  [(^'2  -  ^1)  +  (^'3  -  ^2)  +  •  •  •  +  (i'«  -  «'„-l)],    ^   . 

wenn  wir  unter  i\,  t\,  •  •  •  v„  irgend  welche  ebenfalls  stetige 
Funktionen  von  x  verstehen.  Denn  die  Glieder  der  letzten 
Zeile  heben  sich  gegenseitig  fort.     Hiernach  ist: 

■     n  n  —  1 

2'  ^'"  ^  ^  "1  +  2  ".  +  ^1  -  ^\  +  2'  ^^-  ^'"  "^  2  "«  +  1  +  ^m  + 1  -  Vj- 
1  1 

Wählen  wir  insbesondere 

v„j  =  {x  -\-  m  —  V)  \n  {x  -\-  m  —  \)  —  (x  -\-  m  —  1) , 

eo  sind  alle  Funktionen  i\,  t\,  t'3,  •  •  •  stetig  für  jedes  komplexe  x, 
abgesehen  von  negativen  reellen  Werten,  und  es  kommt: 

J;«^  =  i[(a.-l)ln2-lna;]  +  i[(.;-l)h/-i±i-ln^=i] 
1 

-^x\Tix—x  —  {x-\-ii—\)\n{x-\-n—\)-\-x-\-n—\-\-  y'"' ?r^, 

1 
worin  m;^^  die  Bedeutung  hat: 

^.  =  (^  +  '«-|)ln(l+^:pl:ri)-l 

.      +  i  (:r  -  1)  hl  --+-+!  ln(m+l)w?. 
Aber  augenscheinlich  ist 

^In— ^=ln— ^-^^ — -,    ^^'ln(m  +  l)m=ln^-^  =  21nM!— In», 
1  1 

so  daß  kommt: 
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(5)    2^  «.  =  }  [(^  -  1)  In  (l  +  ^)  -  In  (l  +  —')] 
+  {x  —  ^)]iix  +  l  (x  —  1)  In  >?  (n  +  1) 
—  (;r  +  n  —  l)ln(x-^n  —  l)  +  n  —  l-\-hin\  —  \\nn 

+  2i  [(^  +  '«  -  i)  In  (l  +  .^-^)  - 1]  . 

1 
Nun    wenden    wir    die    in    Nr.   517    für   In  n\    gefundene 
asymptotische  Funktion  an.    Setzen  wir  nämlich  in  der  dort  ent- 
wickelten Formel  (4)  für  x,  worunter  damals  eine  ganze  positive 
Zahl  verstanden  wurde,  die  ganze  positive  Zahl  n,  so  erhalten  wir 
In  w!  =  I  In  (2  n)  —  n  -\-  (n  -f  1)  In  m  +  In  (1  +  £), 

wobei  £  für  lim  n  =  -\-  oo  den  Grenzwert  Null  hat.  Diesen 
Ausdrack  führen  wir  in  (5)  für  Inw!  ein.  Ferner  hat  die  in 
(5)  in  der  ersten  Zeile  stehende  Summe  für  lim  w  =  -f  oo  den 
Grenzwert  Null,  und  sife  sei  mit  rj  bezeichnet,  so  daß  lim  tj  =  0 
für  lim  n  =  -\-  oo  ist.     Alsdann  erhalten  wir: 

n 

2*  ««  =  ^^  +  In  (1  +  £)  +  ^  In  (2:r)  -  1  +  (a;  -  f)  In  x 

+  l  (x—  1)  In  n(n+  l)  —  {x-\-n  — l)\n{x-\-n—l) -\-n\nn 

+ 3  [<^ +"'-') '"  i' + =?+^.)  -  ']■ 

1 

Die  Summe  der  Glieder  der  zweiten  Zeile  ist  gleich 

i  (x  -  1)  In  ^^^  -  n  In  (l  +  ^^) 

und  hat  daher  für  lim  n  ^  -\-  oo  den  Grenzwert  —  (x  —  1), 
so  daß  der  Grenzübergang  liefert: 

In  r  (x)  =  I  In  (2  7c)  i-{x  —  \)\nx  —  x 

1 

Ersetzen  wir  hierin  x  durch  x  -\-  1,  so  kommt: 

In  r(.r  +  1)  =  I  hl  (2  n;)  -f  (a;  +  I)  In  (:c  4-  1)  -  (^  +  1) 

+  §[(.  +  ,.  +  !)  ln(l-f-,-^)-l]- 
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Wollen  wir  die  letzte  Summe  statt  you  m  =  1  an  schon  von 
m  =  0  an  erstrecken,  so  müssen  wir  noch 

(o;  +  I)  k  (l  +  i)  -  1 

abziehen.     Alsdann  kommt: 

(6)  In  r(x  -f-  1) 

+   OD 

=  iln(2;r)-:r  +  (:r-M)ln^4-^{(^  +  m  +  l)lu(H-^|-)-l]- 

ü 

Dies  aher  ist  die  Gudermannschc  Formel  (2).  Wenn  wir 
beachten,  daß  die  Formel  (3)  in  einem  Bereiche,  der  frei  von 
negativen  reellen  Werten,  ist,  nach  Satz  1,  Nr.  507,  gleich- 
mäßig konvergiert,  so  erkennen  wir,  daß  die  Entwicklung  (6) 
in  einem  Bereiche,  der  von  den  reellen  Stellen  x  ^  —  1  frei 
ist,  überall  gleichmäßig  konvergiert.  Denn  obwohl  in  (6)  auch 
In  X  auftritt  und  In  x  für  x  =  0  unstetig  wird,  ist  doch  zu 
bemerken,  daß  das  für  m  =  0  hervorgehende  Glied  der  Summe 
ebenfalls  In  x  enthält  und  sich  diese  beiden  mit  Ina;  behafteten 
Terme  fortheben. 

Es  folgt  hieraus,  daß  die  Reihe  (1),  nämlich 


+  =0 


(7)  In  ^  (x)  =  ^n  [(x  +  m  +  i)  In  (l  +  ^^  -)  -  l] 

in  einem  von  der  negativen  reellen  Achse  freien  Bereiche  gleich- 
mäßig  konvergiert,  so  daß  hiermit  die  Funktion  [i(x)  auch 
im  komplexen  Bereiche  definiert  ist,  wobei  nach  (6)  auch 
jetzt  noch: 

(8)  In  ii{x)  =  In  r(x  +  1)  -  ^  In  {2  7f)  -\-  X  -  (x  +  |)  lux, 
das  heißt 

(9)  ^(^)  =  ^^^  +  ^)^^ 


ist.    Falls  X  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  ist  dies  wieder 
die  ursprüngliche  Definition  (1)  von  (i{x)  in  Nr.  516. 
Aus  (8)  folgt  noch: 


(10) 


dlnit,{x)    dlar{x-^l)         1        , 

qT^      In  a:", 


dx  dx  2x 

d^lnn(x)  __d-lnr{x-{-l)  11 

dx-  dx^  X        2x^ 

Serret,  Uiff- u.  Integral-Rechnung.    II.    3.  Aufl.  16 
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Da 

ist,  so  folgt  aus  (7): 

(11^  lim    In  [i(x)  =  0. 

Für  ganzzaliliges  positives  x  hat  sich  dies  auch  schon  in  der 
Formel  (2)  von  Nr.  517  ergeben.  Ferner  folgt  aus  (7)  durch 
Differentiation  nach  x: 


d  X  y      L       \  X  4-  m]        (x 


X  -\-  m  -\-  % 


-f-  m)        {x  -\-m){x-\-  m  -\-  1)J 

0 

Daß  diese  Reihe  gleichmäßig  konvergiert,  folgt  aus  der  zu 
Anfang  von  Nr.  508  gemachten  Bemerkung.  Der  in  der  eckigen 
Klammer  stehende  Ausdruck  hat  nun  für  x  =  -{-  oc  den  Grenz- 
vrert  Null.     Also  ist  auch: 

(12)  lim  ^^^  =  0. 

520.  Darstellung  von  In  fx  (jr*)  für  positive  Werte 
von  jc  vermittels  eines  bestimmten  Integrals.  Wir 
wollen  nunmehr  annehmen,  die  Veränderliche  x  sei  eine  positive 
Zahl.  Aus  Satz  2,  Nr.  508,  und  aus  der  zweiten  Foimel  (10) 
der  letzten  Nummer  geht  hervor,  daß 

+  » 
d-\nit,{x) 


=  --  +  — -^  V      ^ 


dx' 

1 


ißt  oder  auch,  wenn  wir  die  Summe  von  m  =  0  an  erstrecken: 

^■i\  dUniijx)  _       1 1      ,   '^         1 

^^^  dx^  X       2x^^  yJ"  (x^mY 


Weil    nun    x   positiv    sein   soll,    können   wir  hierin  nach 
(1)  in  Nr.  477  und  nach  (2)  in  Nr.  492 

i=   I  e-'^'da,     -, — ^-r^  =    1  ae-''^''  +  "'')da 
X      J  '     (a;4-OTi*       J 

0  0 
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für  m  =  0,  1,  2,  '  •  ■  setzen.     Alsdann  ergibt  sich: 

+  x  +  sc 

0  0        0 

Wir  können  nun  die  Reihenfolge  der  Zeichen  ^  und  /' 
im  letzten  Gliede  vertauschen,  weil  nach  Satz  1,  Nr.  101,  und 
nach  den  Bemerkungen  in  Nr.  428  die  Reihe 

+  *  +  "  -ax 

0  0  ~^ 

für  ß  ^  0    gleichmäßig    konvergiert  (vgl.  Satz  26,    Nr.  426). 
Demnach  gibt  (2): 


d^la. 


dx 

0 


oder  nach  (3): 

0 

und  diese  Formel  gilt  also  für  x  >  0. 

Wenn  wir  sie  hinsichtlich  x  von  x  bis  X  integrieren,  was 
rechts  unter  dem  Integralzeichen  geschehen  darf,  und  dann 
lim  X  =  -{-  oo  setzen,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  (12)  in  vo- 
riger Nummer: 

ll^i^  =  _  f/_i A_iV-rfß 

dx  J[l-e-"        cc        2f         ^"' 

0 

und  dasselbe  Verfahren  gibt  weiterhin  mit  Rücksicht  auf  (11) 
in  voriger  Nummer: 

(5)  In  i,{x)  =  J  '^  (^--^„  -  '^  -  I)  e-  -  du, 

0 

Biese  Formel  gilt  für  ic  >  0. 

521.     Die   Foteuzreihe   für   -  ( -^-^  . 

Um  von  dieser  Darstellung  von  In  fi  (x)  durch  ein  bestimmtes 
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Integral  zu  der  in  Nr.  515  angekündigten  Stirlingschen  Formel 
zu  gelangen,  werden  wir  zunächst  den  angegebenen  Ausdruck 
in  besonderer  Art  entwickeln. 

Zu  diesem  Zwecke  gehen  wir  auf  die  Formel  (6)  von 
Nr.  510  zurück,  wonach  für  jedes  komplexe  x,  abgesehen  von 
den  ganzzahligen  Werten, 

In  r{l  -{-  X)  -\- \r  r  {1  —  x)  =  \n  (nx)  —  In  sin  nx 

ist.  Durch  DifTerentiation  folgt  hieraus  mit  Rücksicht  auf  (6)  in 
Nr.  373: 

dx  "^  dx 

Nun  aber  ist  nach  (2)  in  Nr.  508 
dlnr(l-f-a;) 


dx  _ 

~  1 


X        \to         zw  -(-  x/  ' 


d\D.r{\  —  x) 

dx 


'  X I    \m       VI  —  xj  ' 


und  wir  dürfen  diese  konvergenten  Reihen  gliedweise  addieren, 
so  daß  aus  (1)  folgt: 

+  ^-  .,  ^  inx    ,      —inx 

(2)  2  X   ylx  —^ — — g  =      —  in   .^J^ — r—  ■ 

^  ^  X/    mr  —  x^       x  ^^^ e~ 

1 

Diese  Gleichung  ist  im  Grunde  nichts  anderes  als  die  in 
Nr.  480  unter  (3)  gefundene  Fartialbruchzerlegung  der  Kotangens- 
Funktion;  aber  wir  haben  sie  jetzt  für  beliebiges  komplexes  x 
bewiesen,  wobei  die  ganzzahligen  Werte  von  x  ausgeschlossen 
sind.  Setzen  wir  für  x  den  Wert  ia'.2%,  so  kommt,  wenn 
wir  überdies  beide  Seiten  der  Gleichung  vertauschen: 

^^^  «  (l_e-«  ~  ä  ~  2  )  ^  -  2'  {2mny--{-a^  ' 

Insbesondere  gilt  diese  Formel  für  jedes  reelle  a,  da  ja  nur  die 
ganzzahligen  Werte  von  ia'.2%  ausgeschlossen  sind. 
Nun  ergibt  sich  durch  Partialdivision: 

<                                1                            .                                           2?!- 2  in 

1  1  a.  a  _^  OL 

l2mnY  +  ä'  =  (2^^*  ~  (2^^*  +   •  •  •   ±  ^"^27,  +      ^  (^mnf''^''' 
531] 


§  5.   Fortgesetzte  Betrachtung  der  Gammafunktion.  245 

wobei 

(h)       =   _{^Tt)- 

'"        (2w7r)*4-a« 

ist  und,  falls  a  reell  ist,  eine  positive  Zahl  kleiner  als  Eins  be- 
deutet. Geben  wir  m  die  Werte  1,  2,  •  ■  •  r  und  addieren  als- 
dann alle  r  Formeln,  so  bekommt  qp  «-"  den  positiven  Faktor: 

r  r 

1  ^  ^  1       ^  '^ 

Dieser  Faktor  hat  demnach  die  Form: 

r 
&    ^m  ä — r^  1 

1       ^ 
wobei  O<0<1   ist.     Wir  «finden  mithin: 

r  r  r 


1 


^    (2m  nY"  j^ 


{2mnf"  ^    {^mnf"-^^ 

X  1 

Die  rechts  stehenden  Summen  haben  für  lim  r  =  -f  tx:> 
sämtlich  nach  dem  Beispiele  in  Nr.  105  bestimmte  endliche 
Grenzwerte.  Demnach  ergibt  sich  beim  Grenzübergange  mit 
Rücksicht  auf  (o)  die  Entwicklung: 

+  oc  +  a 


1 
Setzen  wir  nun  allgemein 


SO  folgt: 

^^   a\i_e-^      a       2)       2!        41  "  ^    ^{2n)r         ^°^(2w+2)!"    > 

wobei  0  <  0  <  1    ist,    und    zwar    gilt    diese    von   Caucliy   ge- 
gebene Entwicklung  für  jedes  reelle   a,  ja  überhaupt  für  alle 
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Werte  von  a,  abgesehen  von  denjenigen,  für  die  ia  :  2:i  eine 
ganze  Zahl  ist,  d.  h.  abgesehen  von  den  Werten  2l:%i,  wobei 
A"  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Die  Entwicklung  (5)  ist  offenbar  nichts  anderes  als  eine 
Mac-Laurinsche  Reihe,  vgl.  Nr.  372.  Es  darf  in  ihr  «  =  +  oo 
gesetzt  werden,  falls 

lim   ^l»±f^;^  =  0 

n  =  +a> 


(2w  +  2)! 


ist,  d.  h.  nach  (4),  falls  lim  (a  :  2jt)^"  =  0  ist.  Daher  gibt  (5) 
eine  Potenzreihe,  die  für  alle  komplexen  Werte  von  a  innerhalb 
des  durch  |  «  |  <  2;r  bestimmten  Konvergenzkreises  gültig  ist, 
nämlich : 

522.  Die  Beruoullischeu  Zahlen.  Die  Koeffizienten 
B^,  B^  Bq,  •  •  ;  die  in  den  Entwicklungen  der  letzten  Nummer 
auftraten,  kommen  zuerst  bei  JaJioh  Bernoidli  vor  und  heißen 
die  Bernoidlischen  Zahlen.  Obgleich  die  Definition  der  Zahl 
B.2^  durch  die  Formel  (4)  eine  Potenz  von  n  enthält,  sind 
doch  sämtliche  Bemoullische  Zahlen  rational.  Man  kann 
nämlich  eine  Bekursionsformel  aufstellen,  aus  der  sie  nach- 
einander zu  berechnen  sind  und  ihre  Rationalität  erhellt.  Denn 
wenn  wir  in  der  letzten  Entwicklung  unter  a  eine  positive 
Zahl  kleiner  als  2:i  verstehen,  die  Gleichung  mit  er  multipli- 
zieren, darauf  Eins  addieren  und  dann  noch  mit 

oder 


2a  2a 

multiplizieren,  so  kommt: 

Ersetzen  wir  die  Exponentialfunktionen  durch  ikre  Reihen  nach 
Nr.  117,  so  finden  wir: 

y(^+Ii+ 41 +  !:  +  ■■■)  = 

(n-i;+i;+--)(i+ff--ff«^+---)- 
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Da  alle  vorkommenden  Reihen  unbedingt  konvergieren,  so 
können  wir  rechts  die  Multii^likation  nach  Satz  17  in  Nr.  110 
ausführen.  Alsdann  gibt  die  Koeffizientenvergleichuug  auf 
beiden  Seiten  die  folgenden  Formeln: 

1 
2-21 

1 
2-41 

2-6!         7:'5;2:        314!'6! 
USW.     Die  allgemeine  Kekursionsformel  lautet: 

1        _  1  ,    ^ ^4 ,  B, 

"1       /O  ^  l  \  I   O  I  CO  „  QM    .«  I       I 


=  -1  +  ^^ 

3!         2!  ' 

_   1     ,      B, 

b[  ^  3!  21 

4! 

2-(2«)!        (2«  +  l)I    '    (2«— 1)!2!        (2»t  — 3)!4!    '    (2w  — 5)161 


(-If-^B, 


"  *   "^  (2n)! 

Man   sieht   daher,   daß   sieh   nacheinander   für  B.^,  B^,  Bq,  •  •  • 
lauter  rationale  Zahlen  ergeben,  nämlich: 

-'^•2  6  >  -"4  30'  ^6  4--'?  -"8  30?  -^10  ßö> 

7>       691  TJ       j_  7>       3617 

-^12  27SÖ'  -*-'l4  6  >  -"l6  510  >  ■  ■  ■  • 

Wenn  wir  wie  in  (3),  Nr.  50o: 

(1)  '^»  ^  1^  "^  2"  ^  3"  ^ 

setzen,  so  folgt  aus  (4)  in  voriger  Nummer: 

(2)  -^2  n  =  127,  --r~  2  »  '^2  n  • 

2  TT 

Weil  aber  ^S^^  >  1    ist,    so   geht  hieraus   für  B.^,,   eine  untere 
Grenze  hervor: 

-"2n  -^  ,  -iw-l      2n  ' 
J  TT 

Außerdem  folgt  aus  (2): 

-^2n  +  2_(-^>^+l)(-3^^  +  2)      ^-2 
2n  2« 

und,  weil  aSo^  mit  wachsendem  ti  nach  Nr.  503  abnimmt: 
(4)  %-*^< 
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Ferner  ergibt  sich  aus  (2): 

also  wegen  i?2  =  |   und  S^j,  <  Äj: 

(2«)L      .1. 

-"2w  ^-  o2w-l     2n-2       A 

Hiernach  und  nach  (3)  können  wir  also  ^g«  i^  zwei  Grenzen 
einschließen : 

Nach  den  Ungleichungen  (7)  in  Nr.  518  ist  aber 

1/2^6-2"  i2n)^"^^  <  (2«)!  <  y2lre~'"^^  (2w)"'-'i. 
Hieraus  und  aus  den  Ungleichungen  (5)  folgt  weiterhin: 

1  ..      .9„^l  .  1 


(6)         2(^I.-<Ä,<x<^^-.-'-^ 

{27tf"-J  (2;r)'"-2 


In  diesen  Ungleichungen  ist  das  Verhältnis  aus  der  oberen  und 

unteren  Grenze  gleich 

1 


1^2  ^24« 
6' 


Nach  (3)  ist 


17?      ~>J_     ±     ±  ^ 

2        2n  -^  ._,„      271      27t  2« 

Sobald  n  >  3  ist,  hat  das  rechts  stehende  Produkt  nur  sechs 
Faktoren,  die  kleiner  als  Eins  sind,  und  2«  —  6  Faktoren,  die 
größer  als  Eins  sind.     Demnach  ist 

(7)  lim    B,^,  =  +  oc. 

n  =  +  3: 

Bis  Bq  nehmen  die  Bernoullischeu  Zahlen  ab;  von  da  an 
wachsen  sie  beständig. 

523.  Die  Stirliugsche  Formel.  Nachdem  wir  in 
Nr.  521  die  Entwicklung  (5 1  gewonnen  habe,  die  insbesondere 
5»S,  5»3] 
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für  jedes  reelle  a  gilt,  setzen  wir  sie  in  der  letzten  Formel  von 
Nr.  520  ein  und  finden  so  für  'positives  x: 

+  00  +  <»  +  sc 

(1)  ln^(;r)=^  (e-"'da-^  ja^e-"^da  +  ^   fa^e-'^^da 

0  0  0 

+  X  +  » 

0  0 

Nun  aber  ist  nach  (1)  in  Nr.  496: 

J«     ^         «^«  ^,2*+l      -^2*+i 

0 

für  Je  =  1,  2,  S,  •  •  ■.  Da  ferner  &  eine  Funktion  von  a  bedeutet^ 
deren  Wert  zwischen  Null  und  Eins  liegt,  so  läßt  sich  das  letzte 
Integral  nach  dem  Mittelwertsatze  21  in  Nr.  420  auf  die  Form 


+  x 

0  ju^''e-"^da     oder     ö  '^l; 


bringen,  wobei  jetzt  6  einen  gewissen  Wert  jener  im  Integral 
auftretenden  Funktion  0  von  a  bedeutet,  und  zwar  einen  Wert^ 
der  von  dem  gewählten  x  abhängig  sein  wird.  Es  ist  also  jetzt 
6  eine  Funktion  von  x,  deren  Wert  zwischen  Null  und  Eins  liegt. 
Folglich  ist  für  jedes  positive  x: 

"^    (2w  — l)2w      a.2n-t  "^  (2w4-l)(2u4-2)     a;^"  +  i' 

wobei  0  <  0  <  1  ist. 

Tragen  wir  endlich  diese  Entwicklung  in  die  Formel  (8) 
von  Nr.  519  ein,  so  ergibt  sich  die  für  jedes  positive  x  gültige 
Stirlingsche  Formel: 

hir{x  +  1)  =  I  In  (2 ;r)  -  a;  +  (a;  +  |)  In  x 

B^     i  _  _^4     Jl  _}_   -^0   .  J_ 

'    1  ■  2  '  ic        3  •  4  '  x'    '    /J  •  6  '  ic'^ 

"""    (2«— 1)2m     a,2«-i't"(2n4-l)(2»i+2)    a;2«  +  i' 

worin  0  <  ö  <  1  ist. 

[523 


(2) 
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Diese  Stirlingsche  Formel  ist  deshalb  bemerkenswert,  weil 
sie  für  lim  n  =  -\-  oc  eine  stets  divergente  unendliclie  Reihe  liefert, 
aber  für  endliches  n  trotzdem  sehr  gute  Dienste  für  die  an- 
genäherte Berechnung  von  In  r(x  +  1)  leistet.  Daß  die  unend- 
liche Reihe  in  der  Tat  für  jedes  positive  x  divergiert,  folgt 
sofort  daraus,  daß  nach  (4)  in  Nr.  521  das  allgemeine  Glied, 
abgesehen  vom  Vorzeichen,  den  Wert 


^2«  1  12  2n  — 2 


«*«  v^  +  .72"  +  'V-''^"7 


<2«  — l)2n    .t-^"-!       2nx    27t x         2nx      2it^x 

hat.  Hier  strebt  der  Inhalt  der  letzten  Klammer  für  lim  w  =  -j-  oo 
zwar  nach  Eins;  aber  unter  den  übrigen  Faktoren  ist  für  jedes 
bestimmt  gewählte  positive  x  nur  eine  von  x  abhängige,  also 
bestimmte  Anzahl  von  Faktoren  vorhanden,  die  kleiner  als  Eins 
sind,  während  die  Zahl  derjenigen  Faktoren,  die  größer  als 
Eins  sind,  mit  n  unbegrenzt  wächst,  so  daß  die  Divergenz  nach 
Satz  4,  Nr.  103,  einleuchtet. 

Die  begrenzte  Stirlingsche  Formel  (2)   dagegen   läßt  sich, 
wie  wir  nunmehr  zeigen  wollen,  sehr  gut  verwenden. 

524.     Einengung'    von   r  (pc  -{-V)    für    positives    x 

zwischen  zwei  Grenzen.  Wenn  wir  in  der  Stirlingschen 
Formel  nur  die  Glieder  bis  i?2n  berücksichtigen,  dies  mit  ein- 
geschlossen, so  ist  der  für  In  F  {x -{- 1)  hervorgehende  Wert 
zu  klein  oder  zu  groß,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist, 
und  zwar  ist  der  Felder  absolut  genommen  kleiner  als 

-B.      ,  1 

(1)  -"  +  2 — 


(2w4-l)(2«-j-2)     x^^  +  i' 

weil  6  zwischen  0  und  1  liegt,  also  kleiner  als  der  absolute 
Betrag  des  bei  Fortsetzung  der  abgebrocheneu  Entwicklung  zu- 
nächst auftretenden  Gliedes.  Man  erhält  demnach  die  beste 
Annäherung  an  den  wahren  Wert  von  In  F  (a:  +  1),  wenn  man 
noch  dasjenige  Glied  mit  berücksichtigt,  dem  das  absolut  ge- 
nommene kleinste  Glied  unmittelbar  folgt.  Bei  unbegrenzt 
■wachsendem  n  streben  ja  die  Glieder,  wie  wir  in  voriger 
Nummer  sahen,  nach  ±  oo,  so  daß  es  ein  Glied  mit  dem 
kleinsten  absoluten  Betrage  gibt. 
533,  524] 
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Wir  können  mithin  In  r(x-{- 1)  und  folglich  auch  r(x  +  1) 
selbst  für  jeden  positiven  Wert  von  x  mit  Hilfe  der  Stirling- 
schen  Formel  zwischen  zAvei  Grenzen  einschließen,  die  übrigens 
um  so  näher  aneinander  rücken,  je  größer  x  ist. 

Wenn  wir  z.  B.  n  =  0  wählen,  so  folgt  aus  (1).  da 
^2=6"  ist,  daß  der  Fehler  absolut  genommen  kleiner  als 
1  :  12 X  wird.     Somit  ist: 

jhi(2jT)-x-\-{xi-^)lnx<lnr{x-{-l)<}ln{2:t)-x-\-{x  +  ^)lnxi-~ 

oder,   wenn   wir   von   den  Logarithmen   zu   den  Numeris  über- 
gehen : 


(2) 


y27c 


e~-^x 


'■-  <r{\^x)<y2ne 


.-H 


für  jedes  positive  x.  Für  ganz- 
zahlige positive  Werte  von  x 
fanden  wir  diese  Ungleichungen 
schon  in  Nr.  518. 

In  Fig.  20  haben  wir,  um 
einen  Begriff  von  dieser  An- 
näheruno-  zu  geben,  die  drei 
in  (2)  auftretenden  Funktionen 
für  kleine  positive  Werte  von  x 
graphisch  dargestellt. 

Es  sei  Uj^  der  absolute  Be- 
trag des  xmiB^^hehBÜeten  Gliedes  der  Stirliugschen Formel,  also 


Fig.  20. 


«.  = 


B 


'2w 


(2n—  1)2« 


1 

~Jn-  1  ' 


SO  daß 


B 


2  (2«— l)2w 


(2w-f  l)(2w  +  2)     x^ 
ist.     Hieraus  folgt  nach  (4)  in  Nr.  522: 


'n  +  i  ^{2n  —  l)2n 


4:11^  X^ 


jt-x'' 


Solange  n^ox  ist,  wird  mithin  w„  +  i  <  «„•  Ist  a; >  1,  so  nehmen 
also  die  Glieder  der  Stirlingschen  Formel  zuerst  ihren  absoluten 
Beträgen  nach  ab.  Wenn  x  insbesondere  eine  ganze  Zahl  ist, 
so  tritt  dies  sicher  bis  zu  demjenigen  Gliede  ein,  das  zu  n  =  Sx 
gehört. 

[524 
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525.  Der  Rest  der  Stirliugscheu  Formel.  Nach 
der  Entwicklung  (2)  von  Nr.  523  und  nach  (4j  in  Nr.  522  ist 
der  absolute  Betrag  des  Restes 


J2.  = 


2n-f  1V2» -f  •2>     x^'i  +  i 


der  Stirlingschen  Formel  der  Ungleichung  unterworfen: 

also  nach  (6)  in  Nr.  522  um  so  mehr  dieser: 

(1)  B„\<T^''^i--fe^''- 

"  '        ü      X     \enxi 

Diese   Grenze    läßt   sich  leicht  logarithmisch   für   gegebenes  x 
und  n  berechnen. 

Wenn  x  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  so  nehmen  die  Glieder 
der  Reihe,  wie  wir  sahen,  absolut  genommen  bis  zu  dem  zu 
w  =  3  .r  gehörigen  Gliede  ab.  Wird  n  =  Zx  gewählt,  so  folgt 
aus  (1): 

1   /3^ 


.^^^:<l(l) 


1      — --6x 


yx 

W^eil  X  mindestens  gleich  Eins  ist,  so  ist  um  so  mehr: 


11    -.^-6x 

1  /3^ 


Es  ist  aber: 


also: 


11 
my  J'<0ß9'd-^092, 


^3x1  <  0,393  4092      ^ 


oder: 

(2)       log    7/3^    <  -  0,405  1555  -  2,605  7668  x-\  log  x. 

Insbesondere  ist  für  x  =  1  bereits: 

log    i?3  i  <  -  3,0109223,     d.  h.       B,  \  <  0,0009752  <  ^J^ 
und  für  a;  =  10: 


log  !  ^30  l<  -  26,9628235,     d.h.       B,,    <^, 


585] 
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80  daß  also  der  Rest  für  die  26  ersten  Dezimalstellen  nicht 
mehr  in  Betracht  kommt,  wenn  man  die  Reihe  nach  dem  mit 
Sqq  behafteten  Gliede  abbricht. 

526.  Formeln  für  die  Ableitungfeu  von  lnir(a^'  +  l). 

Durch  Differentiation  nach  x  lassen  sich  auch  für  die  Ab- 
leitungen von  In  r  [x  -\-  1)  Entwicklungen  ähnlich  der  Stirling- 
schen  Formel  ableiten.  Wir  benutzen  dabei  jedoch  nicht  direkt 
die  Stirlingsehe  Formel  (2)  in  Nr.  52o,  denn  in  ihr  ist  6  eine 
zwar  zwischen  Null  und  Eins  gelegene,  aber  uns  unbekannte 
Funktion  von  x.  Vielmehr  gehen  wir  auf  die  Formel  (1)  von 
Nr.  523  für  In  ^  (x)  zurück,  in  der  &  unter  dem  Integralzeichen 
des  letzten  Gliedes  auftritt  und  nach  den  Entwicklungen  von 
Nr.  521  nur  von  a  und  nicht  von  x  abhängt. 

Wenn  wir  diese   Formel   ;-mal  nach  x   differenzieren,   so 
kommt: 

+  »  +00 

0  0 

+  00  +  » 


da. 


und  hieraus  folgt  auf  dieselbe  Weise,  wie  wir  die  Formel  (1) 
in  Nr.  523  umänderten: 


(1). 


,_    ycThifiix)  _r\    B,    _  (r  +  2) !    B, 
^        ^       dx'-  2!^-  +  i  4!       a;'-  +  ' 

"^^  '  (2W)!  ^r+2n-l'T'K        ^J     "(2«-^  2)!a;'-+2«  +  l' 


wobei    0  nunmehr   eine   von  x  abhängige,  aber  zwischen  Null 
und  Eins  gelegene  Größe  ist. 

Für  lim  n  ^  -{-  oc  würde  hieraus  wieder  eine  divergente 
Reihe  hervorgehen.  Brechen  wir  aber  die  Berechnung  nach 
dem  mit  B^^  behafteten  Gliede  ab,  so  ist  der  begangene  Fehler 
absolut  genommen  kleiner  als  der  absolute  Betrag  des  folgenden 
Grliedes.     Insbesondere  ergibt  sich  für  r  ==  1: 

^  J  dx  2x'^ix*  "^      2nx'"    "^    (2n-f  2)0;'"  +  ' 

Die  Formeln  (l)  und  (2)  gelten  für  jedes  positive  x. 
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Nach  (10)  in  Nr.  519  ist  nun: 
(3)  '"■'^(f+'^_ln^+   '    +i^), 


dx  2x  dx 


SO  daß  aas  (2)  folgt 

(4) 


dlnrCic+l)       ,  ,     1 

=  mx-\- 


dx  2  a; 

2n  +  2 


Ferner  ergibt  sich  aus  (3)  durch  (r  —  1)  malige  Differentiation: 
,_  . y  d!'lnr{x-\-l)  _  (r— 2)!  _  <r—l)\   ,    /_  ■•  y  <^ In  ,i(x) 


dx''  x''-^  2x''         ^        '        dx 

und,  wenn  wir  hierin  die  Entwicklung  (1)  einsetzen: 


(5) 


.        yd'-lnr^x-\-l)^{r-2y.      (r-l)!      r!    ^,       (r+2)!   ^, 

^      ^  da;'-  x'--'  2x'    "^2!^r+i  4!      a;'-+^'^'" 

_L r—l  V-i(^  +  2m  — 2i!     -Bg^        1  /_  1 V  ß'r+^n)]  B2„  +  2 

~^^         '  (2«)!  ^r+2n-lTV       -^;        (2«+2)!a''+2»  +  l 


Auch  die  Formeln  (4)  und  (5)  gelten  für  jedes  positive  x, 
und  in  ihnen  ist  stets  0  <  ö  <  1. 

527.  Die  Eulersche  Konstante.  Wie  schon  in  Nr.  503 
gesagt  wurde,  können  wir  die  Eulersche  Konstante  y  nunmehr 
auch  direkt  berechnen.  Wir  gehen  dabei  von  der  Formel  (5) 
in  Nr.  504  aus,  in  der  wir  die  ganze  positive  Zahl  m  mit 
ic  +  1  bezeichnen  wollen,  so  daß  kommt: 

''-^  +  2  +   3++^-  dx 

Hierin    setzen    wir  die  Entwicklung   i^4)   der  letzten  Nummer 
ein  und  erhalten: 


(1) 


^=l+2  +  3+---+x-^^^-2^ 

4.^_^*      1  I     (-l)"-'B2n     I      (-l"g^2n  +  2 


Lassen  wir  das  letzte  Glied  fort,  so  ist  der  für  y  hervor- 
gehende Wert  zu  klein  oder  zu  groß,  je  nachdem  n  gerade 
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oder  ungerade  ist,  und  der  absolute  Betrag  des  Fehlers  ist 
kleiner  als 

/0\  2«  +  2 

Setzen  wir  die  in  Nr.  522  gefundenen  Werte  der  Bernoullischen 
Zahlen  ein  und  wählen  wir  w  =  G,  so  ergibt  sich  für  y  der 
Näherungswert: 

"^  Wöc^  ~  12ÖX*  '^  252p  ""  24ÖP  ~^  132^  ~  32760«^* ' 

der  zu  klein  ist.  Der  Fehler  ist  jedoch  wegen  B^^  =  |- 
nach  (2)  nicht  größer  als  1  :  12  x^^.  Wird  also  z.  B.  x  =  10 
angenommen,  so  beträgt  der  Fehler  weniger  als  neun  Einheiten 
der  sechszehnten  Dezimalstelle.  Die  Berechnung  für  :r  =  10 
ist  ziemlich  einfach.  Vgl.  den  in  Nr.  503  für  y  angegebenen. 
Wert. 

528.  G-eometrische  Darstellung  der  Gammafunk- 
tion für  reelle  Werte  der  Veränderlichen.  Der  Verlauf 
der  Kurve  ^,  . 

y  =  n^) 

für  a;  >  0  ist  uns  nach  Fig.  18,  S.  210,  bekannt.  Nach  der 
ersten  Eigenschaft  der  Gammafunktion,  siehe  Satz  3,  Nr.  509^ 
ist  nun 

(1)  r(.)  =  £'^. 

Hiernach  ist  r(x)  im  Intervalle  von  x  =  —  1  bis  x  =  0  negativ^ 
im  Intervalle  von  x  =  —  2  bis  x  =  —  1  positiv,  im  Intervalle 
von  X  =  —  3  bis  x  =  —  2  negativ  usw.  Für  x  =  0,  —1,-2, 
—  3,  •  •  •  dagegen  ist  r{x)  nach  Nr.  506  unendlich.  Es  läßt 
sich  auch  mit  Hilfe  der  zweiten  Eigenschaft,  nach  Satz  4,. 
Nr.  510,  aus 

i2)  n^)-r(T^'r 


TT 

:;')  sin  n  x 


der  Verlauf  der  Gammafunktion  für  ä;  <  0  aus  dem  für  a;  >  1 
leicht  ableiten.  Diese  Gleichung  zeigt  ebenfalls,  daß  Fix)  für 
X  =  Q,  —  1,  —  2,  —  3,  •  •  •  unendlich  wird. 
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Die  Reihenentwicklung  der  zweiten  Ableitung  von  In  r(x) 
in  Satz  2,  Nr.  508,  zeigt,  daß 

d'hi  r{x)      Hx)  r"  (x)  —  [r'  (ic)] * 


dx^ 


[r(a;)]* 


und  mithin  auch  r(x)T"{x)  iär  jedes  reelle  x  positiv  ist.  Daher 
ist  r"(x)  im  Intervalle  von  x  =  —  1  bis  x  =  0  negativ,  im 
Intervalle   von  x  =  —  2   bis  x  ==  —  1   positiv   usw.     In  jedem 


o — & 


-2 


--5 


Fig.  21. 


der  Intervalle,  die  x  von  0  bis  —  1,  von  —  1  bis  —  2  usw. 
abnehmend  durchläuft,  hat  also  die  Kurve  y  =  r(x)  nur  ein 
Maximum  bzw.  Minimum.  Aus  (2)  folgt  durch  Differentiation 
im  Falle  r'(x)  =  0,  daß  diese  Maxima  bzw.  Minima  zu  den- 
jenigen negativen  Werten  von  x  gehören,  für  die 

r'(i  —x)  ,  i.      /i        \       . 

y^-^  =  ^  ctg  7tx  =  -:t  ctg  ;r(l  -  x) 

ist.      Setzen    wir    1  —  x  =  z,    so    haben   wir    also,    um    diese 
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Maxima  bzw.  Minima  zu  finden,  diejenigen  positiven  Werte 
von  s  zu  berechnen,  für  die 

—  ,--^  =  %  ctif  nz 

uz  '^ 

ist,  und  dann  x  =  \  —  z  zu  setzen.  Durch  näh erungs weise 
Auflösung  dieser  Gleichung  findet  mau  für  die  am  nächsten 
bei  rr  =  0  liegenden  Maxima  bzw.  Minima  die  Werte: 

X  =  —  0,50,    r(j)  =  —  3,54    Maximum, 

-  1,57  2,30    Minimum, 

-  2,(31  -  0,89    Maximum, 

-  3,635  0,245  Minimum 

usw.,  worauf  wir  nicht  näher  eingehen.  Die  absoluten  Beträge 
der  Maxima  und  Minima  nähern  sich  überdies,  je  größer  —  x 
wird,  dem  Werte  Null  immer  mehr.  Die  Fig.  21  gibt  eine 
Übersicht  über  den  Verlauf  der  Bildkurve  von  ij  =  T{x)  für 
positives  und  negatives  x. 

529.  ludepeudente  Berechnung^  der  Bernoullischen 
Zahlen.  In  Xr.  Wl'l  leiteten  wir  für  die  Bernoulli.schen 
Zahlen  l?»,  i?^,  1?^.  •  ■  •  eine  Rekursionsformel  ab.  Die  ur- 
sprüngliche Definition  (4)  von  jB^»  in  Nr.  521  gibt  dagegen 
eine  sog.  hidependente,  d.  h.  von  der  vorhergehenden  Berechnung 
von  B^,  B^,  •  •  •  -B2H-2  unabhängige  Darstellung  der  Zahl  B^^^. 
Aber  obgleich  B^^,  wie  wir  wissen,  rational  ist,  enthält  diese 
Darstellung  die  transzendente  Zahl  71.  Es  läßt  sich  nun  auch 
eine  von  transzendenten  Zahlen  freie  independente  Darstellung 
der  Zahl  B.,^  gewinnen;  und  wir  wollen  diese  Darstellung, 
die  allerdings  etwas  umständlich  ist,  noch  als  Anhang  zu  dem 
gegenwärtigen  Kapitel  ableiten. 

Die  Bernoullischen  Zahlen  sind  die  Koeffizienten  in  der 
Reihenentwicklung  (6)  von  Nr.  521;  und  dieser  Entwicklung 
können  wir,  indem  wir  a  =  —  z  setzen,  die  Form  geben: 

Sie  konvergiert  für  jedes  komplexe  z,  dessen  absoluter  Betrag 
kleiner  als  2jr  ist.     Nun  ist  identisch: 

1      _      1 .^        1 
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Ersetzen  wir  die  rechts  stehenden  Brüche  durch  die  Reihe  (1) 
und  durch  diejenige  Reihe,  die  aus  (1)  hervorgeht,  wenn  2  z  statt 
z  geschrieheu  wird,  so  kommt  für    z  <^7t\ 

(^)       e^+l        2  2  1!~'~  4  3!  6  5!  "^  '    *  ' 

Dies  ist  also  die  Mac-Laurinsclie  Reihe  für  1  :  (e^  +1),  und 
daher  muß  nach  Satz  24,  Xr.  116,  ihr  allgemeiner  Koeffizient 

9  „  r  j2  n  -  1 

sein. 

Wir  gehen  also  darauf  aus,  die  rechts  stehende  Ableitung 
zu  berechnen.     Es  ist  zunächst: 

(4)  ^       ' 


^^ 


^z   e'  +  l        (e'  +  l)^' 

und  man  sieht  leicht,  daß  allgemein  für  den  (2«  —  1/™  Diffe- 
rentialquotienten eine  solche  Formel  hervorgeht: 

worin  A^,  Ao,  •  ■  ■  -4o,;_i  von  dem  Index  n  abhängige  Kon- 
stanten bedeuten.  Aus  (4)  sieht  man  ferner,  daß  sich  die 
erste  Ableitung  nicht  ändert,  wenn  z  durch  —  z  ersetzt  wird, 
d.  h.  daß  sie  eine  gerade  Funliion  von  z  ist  (vgl.  Nr.  467). 
Wenn  aber  fiz)  eine  gerade  Funktion  von  z,  d.  h.  ({z)  =  /"(—  z) 
ist,  so  folgt  durch  zweimalige  Differentiation,  daß  auch  ihre 
zweite  Ableitung  f"{z)  eine  gerade  Funktion  ist.  Schluß  von 
2n  —  3  auf  2n  —  1  lehrt  daher,  daß  alle  Ableitungen  (o) 
gerade  Funktionen  sind.     Folglich  muß 

^^e(2n-i>^  ^2e(2"-2>+  .  . .  +  ^2„_ie^ 

und  also  allgemein  AL^^_f^  =  A^  sein.  Mithin  nimmt  die  Formel  (5) 
die  speziellere  Gestalt  an: 


j_2n  -1      :   ,     1 
UZ  ß  +  1 


(e'+l)^" 
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Nehmen  wir  z  reell  und  positiv  au,  so  ist  e--  positiv  und 
kleiner  als  Eins  und  folglich  nach  Satz  1,  Nr.  101: 


und  da  diese  Reihe  für  jedes  reelle  positive  z  gleichmäßig 
konvergiert,  so  darf  sie  nach  Satz  27,  Nr.  427,  gliedweise  differen- 
ziert werden,  falls  die  hervorgehende  Reihe  ebenfalls  gleich- 
mäßig konvergiert.  Dies  ist  in  der  Tat  bei  beliebig  oft  wieder- 
holter Differentiation  der  Fall,  so  daß  sich  ergibt: 

A^^_J__=_e---  +  22''-ie---32"-ie-^^  +  4-«-^e-^^ . 

dz  "       e'-\- 1 

Ferner  ist  nach  dem  binomischen  Satze: 

Multiplizieren  wir  die  beiden  letzten  Gleichungen  miteinander, 
so  folgt  aus  (6): 

=  [-e-=-|-22«-ie-2--_32"-ie-3'--f  42''-ie-^^ ] 

Die  Ausführung  der  Multiplikation  rechterhand  liefert  nur 
positive  Potenzen  von  e',  und  die  Vergleichung  der  Glieder 
mit  gleichhohen  Potenzen  von  e:  auf  beiden  Seiten  ergibt  zu- 
nächst A^  =  —  \  und  allgemein  für  den  Index  A;  >  1: 

^^=.(-iy[F^-i-g^(fe-ij2"-i4,^^(^"-^)(A;-2)2"-2 

,      ■,.;t_i2n(2w-l)---(2w-A:  +  2)-1 
■^^        >  l-2.-.(fc— 1)  J' 

Nach  (3)  und  (6)  ist  aber: 

/ 1  \n  •^ t  7?       ^    '       '   '  '       w-1    '     2      n  . 

V  )  In  '^^  .72« -1  ' 

mithin  erhalten  wir  zur  Berechnung  der  BernouUi sehen  Zahl  ^2« 
die  folgende  Formel: 
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- 1  +  r2>»- '  —  ^1  -  fs«»-'  -  —  2="-'  +  ^"(^""'^i  -I 

+  (-l)«-{(»-l)'"-'-';-(«-2)=''-'+...+  (-l)«-*'-"j<?f=it^±^*] 
+  i(_l).[,...-._^!'(„-l)..-.  +  ...  +  (_l).-.^"f-'^>+J)]. 

Kechts  treten  die  (2n  —  1)'®°  Potenzen  von  n,  n — 1,  n  —  2  usw. 
auf.     Indem 
lieh  hervor: 


auf.     Indem  man  die  Summe  nach  ihnen  ordnet,  geht  schließ- 


(9'^"  —  1)2^"-^ 


2n 

2n- 


_l„2.-._[l+l?^](„_l)2"-. 

+  [1  + 'r  +  i  ^^^^^](«  -  2)-- 

r^     ,    2n        2n(2»?-l)        ,  2n(2n  -  1)  (2w  — 2)^  ,  q^2«-  i 

L^  "^    1    "^  n         +  2  TTTs  J  V»*  ~  "^^ 

I  r      iV  +  ifl   I  ^"^   I   ^"(^^^-1^   I       I  2n(2«-l)-(«+3)  1   1 2n(2w-l)-(w+2)-| 
"^^      ^        L   ^  1    "^        1-2        ■^■"^    l-2.-(n  — 2)    "^2     1.2..(n— 1)   J 

Dies  ist  die  gesuchte  independente  Darstellung  der  Bernoulli- 
schen  Zahl  B^^.  Die  rechte  Seite  wird  durch  Multiplikation 
mit  2  eine  game  Zahl.     Folglich  ist 

(22«_l)22n-15^^ 

ein  ganzes  Vielfaches  von  n. 
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Fünftes  Kapitel. 
Quadratur  und  Rektilikation  von  Kurven. 


§  1.     (Quadratur  ebener  Kurven. 

530.  Das  Vorzeichen  der  Fläche.  Unter  der  Fläche 
der  Kurve  y  =  f{x)  von  Xq  bis  X  sei  immer  kurzweg  diejenige 
Fläclie  verstanden,  die  von  der  Kurve,  der  Abszissenaclise  und 
den  zu  .r^  und  X  gehörigen  Ordinaten  eingeschlossen  wird 
und  nach  Satz  7,  Nr.  411,  den  Wert 

X 

(1)  jf{x)dx 

hat,  vorausgesetzt,  daß  fix)  von  Xq  bis  X  stetig  ist.  Differenzier- 
barkeit  von  f(x)  ist  bekanntlich  nicht  erforderlich;  dennoch 
bezeichnen  wir  das  Bild  der  Funktion  y  =  f(x)  der  Einfachheit 
halber  als  Kurve  oder  Linie  (entgegen  der  Festsetzung  in 
Nr.  167). 

Der  enge  Zusammenhang  zwischen  Quadratur  und  Inte- 
gration ist  der  Grund,  aus  dem  man  öfters  für  die  Berechnung 
eines  Integrals   das  Wort  Quadratur  gebraucht  (vgl.  Nr.  411). 

Die  in  Satz  7, 
Nr.  41 1,  gegebene  Vor- 
zeichenregel läßt  sich 
einfacher  ausdrücken: 
Durchlaufen  wir  die 
Abszissenachse  von  x^ 
bis  X,  hierauf  anschließend  die  Ordinate  von  X  bis  zur  Kurve, 
alsdami  anschließend  die  Kurve  und  endlich  die  Ordinate,  die 
zu  Xq  gehört,  bis  zu  ihrem  Fußpunkte  (siehe  Fig.  22  für  ver- 

[530 


262  Kap.  V.     Quadratur  und  Rektifikation  von  Kurven. 

schiedeiie  Fälle),  so  haben  wir  der  Fläche  einen  Umlaufssinn 
gegeben.  Der  Umlaufssinn  soll  positiv  heißen,  wenn  die  Fläche 
beim  Umlaufen  liviks  liegt,  vorausgesetzt,  daß  die  positive  ?/-Achse 
—  wie  wir  es  immer  annehmen  —  links  liegt  für  jemanden,  der  längs 
der  positiven  Ä'-Achse  hin  blickt.  Nun  sieht  man:  Das  Integral  (Ij 
stellt  den  WeH  der  Fläclie  dar,  falls  die  Stüclce  der  Fläche  mit 
dem  Plus-  oder  3Imuszeiclien  versehen  iverden,  je  nachdem  sie 
positiv  oder  negativ  umlaufen  iverden. 

Nur  wenn  man  jedem  ebenen  Flächenstücke  zunächst  einen 
Umlaufssinn  beigelegt  hat,  ist  seine  Fläche  eine  bestimmte 
positive  oder  negative  Zahl  und  zwar  auch  dann,  wenn  die 
Begrenzung  der  Fläche  sich  selbst  schneidet;  und  nur  bei 
bestimmt  gewähltem  Umlaufssinn  kann  man  Flächen  addieren 
und  subtrahieren. 

Jedes  beliebig,  wenn  nur  stetig,  begrenzte  ebene  Flächen- 
stück mit  bestimmtem  Umlaufssinne  läßt  sich  durch  solche 
Flächenstücke  ausdrücken,  die  mittels  Integrale  von  der  Form 

(1)  zu  berechnen  sind. 

Z.  B.  mögen  drei  Kurven 

y  =  fi  (^'),     y  =  fii^),    y  =  üi^) 

so   beschaffen  sein,  daß   die  erste  die 

beiden   Punkte  Pg,  Pg,  die  zweite  die 

beiden  Punkte  P3,  Pj    und  die   dritte 

die    beiden    Punkte    P^,   P,    enthält, 

so  daß   sie   ein  krummliniges  Dreieck 

P^P^P^   einschließen,   siehe  Fig.  23.     Es   seien  a\,  x^,  x^   die 

Abszissen  der  Ecken  P^,  Pg,  Pg.    In  dem  Umlaufssinue  P^  P^  P3 

gemessen  ist  die  Fläche  des  Dreiecks  gleich 

X„  X,  Xi 

(2)  ff,(x)dx  +jf,{x)dx  +  jf,{x)dx, 

Tj  Xj  av, 

indem  jeder  dieser  drei  Summanden  eine  bis  an  die  Abszissen- 
achse heranreichende  Fläche  vorstellt,  die  ein  bestimmtes  Zeichen 
hat,  so  daß  sich  die  Flächenteile,  die  nicht  innerhalb  des  Dreiecks 
PjPgPg  liegen,  gegenseitig  fortheben.  In  Fig.  23  haben  wir  die 
positiven  und  negativen  Summanden  durch  die  Art  der  Schrafiur 
(von  links  nach  rechts  steigend  oder  fallend)  unterschieden. 
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Beispiel:  Eine  einfache  Anwendung  hiervon  führt  auf 
die  bekannte  Formel  der  analytischen  (ieometrie  für  den  Inhalt 
des  geradlinig  begrenzten  Dreiecks  P^P^P^.  Ist  nämlich  P2P3 
«ine  Gerade,  so  ist  ihre  Gleichung 


«22/3 


i^A^  ,  2/2  — ys  ^ 


so  daß  f\{x)  diese  lineare  ganze  Funktion  von  x  und 


f\{x)dx 


a'2?/3  - 

,    «,  —  y,     a;,  -  —  a;. 

3                    M/a                                          U 

\{x. 

-  ^3)  (^2  +  tk) 

wird. 


Dies  ist  der  Inhalt  des  zwischen  P^P^  und  der  Abszissen- 


^1 

Vi 

1 

x^ 

2/2 

1 

x^ 

2/3 

1 

achse  gelegenen  Trapezes ,  den  wir  auch  direkt  aus  der  Figur 
hätten  ablesen  können.  Entsprechende  Werte  gehen  für  die 
T^eiden  anderen  Summanden  in  (2)  hervor,  und  die  Summe  (2)  läßt 
sich  hier  so  schreiben: 

Diese  Flüche  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der  Sinn 
PyP^P.^  dem  des  Uhrzeigers  entgegen  ist  oder  nicht. 

Die  Summe  (2)  stellt  auch  dann  die  Fläche  des  krumm- 
linigen Dreiecks  P^P^P.,  vor,  wenn 
die  Seiten  einander  außer  in  den  drei 
Ecken  überschneiden.  So  hat  sie  z.  B. 
in  Fig.  24  die  daselbst  angegebene 
Bedeutung:  Die  doppelt  und  entgegen- 
gesetzt schraffierten  Stücke  heben  sich 
gegenseitig  auf.  Es  verbleiben  hier  drei 
Stücke  einfach  schraffiert,  von  denen 
eins  positiv  ist  und  zwei  negativ  sind. 

Wenn  zwei  der  drei  gewählten 
Kurven  in  eine  zusammenfallen,  z.  B.  f^ix?)  =  f^{x)  ist,  so 
•gibt  (2)  die  Fläche  eines  krummlinigen  Zweiecks.  Ist  ins- 
besondere alsdann  f2{x)  eine  lineare  ganze  Funktion,  so  geht 
die  Fläche  zwischen  einer  Kurve  und  Sehne,  also  die  eines 
Kurvensegmentes  hervor. 
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531.  Ersatz  der  Flächeugreuze  durch  eine  ange- 
näherte G-renze.  In  Nr.  409  wurde  die  von  x^  bis  X  er- 
streckte Fläche  der  Kurve  ij  =  f(x)  in  der  Weise  definiert, 
daß  die  Kurve  zunächst  durch  einen  noch  in  gewissem  Maße 
willkürlichen  treppenförmigeu  Linienzug  ersetzt  wurde,  so  daß 
eine  nur  geradlinig  begrenzte  Fläche  vorlag.  Der  treppen- 
förmige  Zug  hatte  dabei  die  Eigenschaft,  beim  Übergänge  zu 
lim  n  =  oo  nach  der  wahren  Begrenzung  hinzustreben  oder, 
wie  wir  auch  sagen,  nach  ihr  zu  Jcanvergieren.  Als  Fläche  der 
Kurve  wurde  alsdann  der  Grenzwert  der  Fläche  des  Linienzuges 
definiert. 

Statt  jenes  Linienzuges  lassen  sich  nun  aber  mancherlei 
andere  ersinnen,  die  ebenfalls  nach  der  Kui-ve  konvergieren. 
Z.  B.  können  wir  das  Intervall  von  x^  bis  X  wieder  willkürlich 

n    Teile     teilen,     die 


m. 


f^     % 


^c 


'Tä 


P.     PcP. 


Fig.  25. 


m  a  leiie  teilen,  üie  zu- 
gehörigen Kurveupunkte  be- 
stimmen und  alsdann  je  zwei 
aufeinanderfolgende  von  diesen 
Punkten  du  ich  die  Sehne  ver- 
binden, so  daß  ein  Sehnen- 
polygon  CM^II^  ■  ■  ■  M„_^D 
hervorgeht,  siehe  Fig.  25.  Es 
weicht  von  der  Kurve  um  so 
weniger  ab,  je  kleiner  alle  Eiuzelintervalle  werden  und  dem- 
entsprechend die  Zahl  n  immer  größer  wird.  Es  lassen  sich 
aber  auch  manche  andere,  ebenso  nach  der  Kurve  konvergierende 
lückenlose  Züge  herstellen:  sie  brauchen  auch  nicht  aus  lauter 
geraden  Stücken  zusammengesetzt  zu  sein. 

Allgemein  soll  nun  irgend  ein  lückenloser  Linienzug  nach 
einem  orewissen  Gesetze  derartig  konstruiert  sein,  daß  er  noch 
einem  Grenzübergange  unterworfen  werden  kann,  bei  dem  er 
im  Intervalle  von  Xq  bis  X  nach  der  Kurve  y  =  f{x)  konvergiert. 
D.  h.  analytisch  ausgesprochen:  Es  soll  eine  stetige  Funktion 
y  =  (pix)  im  Intervalle  von  x^  bis  X  hergestellt  sein,  die  noch 
andere  und  andere  Formen  annehmen  kann  und  zwar  so,  daß,  wie 
klein  auch  eine  positive  Zahl  t  gewählt  sein  mag,  stets  eine 
Funktion  (f{x)  existiert,  für  die 
(1)  f{x)-t<^{x)£f{x)^x 
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an  jeder  Stelle  x  im  Intervalle  von  x^  bis  X  ist.  Lassen  wir 
T  nach  Null  streben,  so  können  wir  alsdann  sagen,  daß  der 
Linienzug  y  =  (p(x)  nach  der  Kurve  y  =  fix)  konvergiert. 

Ist  Xq  <  X,  so  folgt  aus  (1)  ohne  weiteres  nach  Satz  14, 
Nr.  413: 

X  X  X 

I  f{x)  dx  —  t{X  —  x^  ^  f  f  U)  dx  ^  /  f(x)  dx-{-r{X  —  Xq)^ 

.T(,  Xo  Jg 

während  im  Falle  Xq  >  X  das  Zeichen  <  durch  das  Zeichen 
>  ersetzt  av erden  muß.     Hieraus  schließen  Avir: 

A'  -V 


Hm    I  (p{x)  dx  =  I  fix)  dx, 


sobald  X  —  Xq  cndUcli  ist.     Wir  haben  also  den 

Satz  1:  Konvergiert  in  einem  endlichen  Jntervalle  ein  ver- 
änderlicher, aber  stetiger  Linienzug  y  =  (f  (^)  nach,  einer  be- 
stimmt gegebenen  stetigen  Linie  y  =  f{x),  so  ist  auch  der  Grenz- 
icert  der  Fläche  jenes  veränderlichen  Linienzuges  gleich  der 
Fläche  der  gegebenen  stetigen  Linie. 

Demnach  läßt  sich  die  Flächendefinition  in  Nr.  409  be- 
deutend verallgemeinern.  Statt  des  treppenförmigen  Linienzuges 
können  wir  z.  B.  das  in  Fig.  2b  konstruierte  Sehnenpolygon 
oder  irgend  einen  anderen,  nach  der  Kurve  konvergierenden 
Linienzug  anwenden.  Da  jedes  ebene  Flächenstück  ausdrückbar 
ist  durch  solche  Flächen,  die  nur  einerseits  krummlinig,  anderer- 
seits durch  die  Abszissenachse  und  überdies  durch  zwei  Ordinaten 
geradlinig  begrenzt  sind,  so  dürfen  wir  dasselbe  allgemeine  Ver- 
fahren auf  den  Rand  beliebiger  ebener  Flächenstücke  anwenden, 
wodurch  wir  zu  einer  Fläche  gelangen,  deinen  Grenzwert  die 
fragliche  Fläche  ist.  Hiervon  machen  wir  in  der  Folge  einige 
Anwendungen. 

532.  Quadratur  in  Folarkoordiuateu.  Ein  Kurven- 
stück AB,  siehe  Fig.  2^),  sei  in  Polarkoordinaten  co,  q  (vgl- 
Nr.  203)  durch  die  im  Intervalle  von  oj^  bis  coj  stetige  Funk- 
tion Q  =  /  (co)  gegeben.  Der  Fläche  u  zwischen  der  Kurve 
AJ3  und  den  zu  Wq  und  tOj  gehörigen  Radien vektoren  geben  wir 
denjenigen  Umlaufssinn,  der  hervorgeht,   wenn  AB  so  durch- 
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laufen  wii'd,  daß  w  die  Werte  von  cOq  bis  a^  annimmt.  In 
Fig.  26,  wo  cj(j  <  w^  gewählt  ist,  hat  diese  Fläche  also  positiven 
Sinn  und  demnach  das  Pluszeichen.  Es  kann 
aber  auch  oJq  >  co^  sein.  Wir  setzen  noch 
voraus,  daß  q  =  /^(gj)  im  Intervalle  von  cJq 
bis  Wi  nie  das  Zeichen  wechsele,  da  der  Pol 
der  Polarkoordinaten  eine  singulare  Rolle 
spielt,  wie  in  Nr.  203  heiworgehoben  wurde. 
Um  nun  die  Fläche  ii  zu  berechnen,  teilen 
wir  ^  AGB  in  etwa  n  beliebige  Teile,  in- 
dem wir  n  —  1  Radien  Vektoren  OM^,  OM^, 

Die  Kreise  um  0 

•  M^_^  mögen  die 

•  OB   in   N^   bzw. 


Fig.  26. 


OJ/„_i   einschalten. 


durch  A  bzw.  M^,  31,, 
Radienvektoren    021^   bzw.    OM,,  OM^, 
iV,?  ^-i,  ' "  ^n  treffen.    Jetzt  köimen  wir  die  Kurve  nach  Satz  1 
durch  den  aus  Kreisbogen  und  Strecken  bestehenden  Linienzug 

«rsetzen,  da  er  zur  Kurve  konvergiert,  falls  alle  Teilwinkel 
von  -^AOB  nach  Null  streben  und  dementsprechend  ihre  An- 
zahl n  über  jede  Grenze  wächst. 

Ist  zJo}  der  allgemeine  Ausdruck  für  einen  beliebicren 
unter  den  n  Teilwinkeln  und  q  der  Radiusvektor  auf  dem 
Anfangsschenkel  dieses  Winkels,  so  hat  die  zugehörige  Fläche 
des  Kreissektors  den  Wert  jQ^zJco,  so  daß 

«  =  lim  y'|()-z/oj  =  ilim  V|/(aj)]-z/(D 


ist.  Die  letzte  Summe  hat  aber  dieselbe  Form  wie  die  des 
Satzes  4,  Nr.  407,  indem  x,  Xq,  X  und  f(x)  hier  durch  oj,  «q, 
«j  und  [/'(oj)]"  ersetzt  sind.     Daher  kommt: 


(1) 


0)1 


d(o . 


Bleibt  die  obere  Grenze  cd^  willkürlich,  bezeichnen  wir  sie 
also  mit  q,  so  ist  ii  eine  solche  Funktion  von  a,  für  die 

333] 


§  1.    Quadratur  ebener  Kurren.  267 

ist.  Hiermit  wird  nachträglich  der  vollständige  Beweis  für 
die  Formel  (1)  von  Xr.  204  geliefert.  Daraals  fehlte  ja  noch 
die  exakte  Definition  der  Fläche. 

533.  Quadratur  bei  Anwendung^  einer  Hilfs- 
veräuderlicheu.  Es  sei  eine  krummlinige  Fläcliengi-enze  AB 
mittels  einer  Hilfsveränderlichen  f  durch  die  beiden  im  Inter- 
valle von  f^^  bis  t^  stetigen  Funktionen  von  t  gegeben: 

(1)  oc=^<p(t),    y-=t(t), 

vgl.  (3)  in  Nr.  168,  und  es  soll  die  Fläche  n  berechnet  werden, 
die  zwischen  dieser  krummen  Linie  und  den  vom  Anfanspunkte  0 
nach  ihren  Endpunkten  Ä  und  B  gezogenen  Strahlen  liegt. 
In  Polarkoordinaten  co,  q  hat  diese  Fläche  nach  der  Formel  (1) 
der  letzten  Nummer  den  Wert: 


=  ip 


(h 


Hierin  ist  ()^  =  9^  +  t'^  und 


a  =  arc  tff  — ,  d.  h.  dci  =  - — ,  ,      J-  dt , 

o    qp'  qp-  -f-  'V' 

so  daß  sich  ergibt: 

(2)  w  =  i  I  (<P^'  —  i^(p')dt  ■ 

Der  Umlaufssinn   der  Fläche   ist  dabei  derjenige,   bei  dem  die 
Kurve  so  durchwandert  wird,  daß  f  von  t^  bis  t^  geht. 

534.  Beispiele  von  Quadraturen.    Zu  den  in  Nr.  411 

gegebenen   Beispielen    fügen    Avir    hier    und    in    den    folgenden 
Nummern  noch  andere  hinzu. 

1.  Beispiel:  Parabolische  und  hyperbolische  Kurven.  So 
nennt  man  diejenigen  Kurven,  deren  Gleichungen  bei  passender 
Wahl  des  Achseakreuzes  die  allgemeine  Form 

(1)  konst.  a;"  +  konst.  1/"'  =  0 
haben.     Auflösung  nach  y  gibt: 

(2)  y  =  ax'-, 
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wo  a  und  /•  Konstanten  sind.  Ist  a  <  0,  so  vertauschen  wir 
y  mit  —  jj  und  kommen  auf  die  Annahme  a  >  0,  die  wir 
daher  im  folgenden  machen  wollen.  Nach  Nr.  5  ist  die 
Potenz  x''  allgemein  nur  für  positives  x  definiert  und  zwar 
als  positive  Zahl.  Wir  beschränken  uns  mithin  auf  positive 
Werte  von  x  und  y. 

Ist  r  >  0,  so  heißt  die  Kui^ve  parabolisch:  sie  geht  durch 
den  Anfangspunkt  und  hat  keine  A.sjmptote.  Siehe  Fig.  27 
für  r  =  3  und  a  =  0,2.  Ist  dagegen  r  <  0,  so  heißt  die  Kurve 
hyperholiscli]   sie   geht  nämlich  nicht  durch  den  Anfangspunkt, 


Fig.  27. 


Fig.  28. 


hat  aber  die  Achsen  zu  Asymptoten  (vgl.  Nr.  171).  Siehe 
Fig.  28  für  r  =  —  2  und  a  =  1.  Die  hyperbolischen  Kurven 
heißen  auch  jxjlyfropisch  wegen  ihrer  Bedeutung  in  der  Wärme- 
theorie. Die  Kurve  (1)  ist  hiemach  parabolisch  oder  hyper- 
bolisch, je  nachdem  die  Konstanten  «  und  m  dasselbe  oder 
verschiedenes  Vorzeichen  haben. 

Ist  r  zwischen  —  1  und  -f  1  gelegen,  so  führt  die  Ver- 
tauschung von  X  mit  //  zu  dem  Falle,  wo  r^  >  1  ist.  Wir 
dürfen  uns  also  auf  die  Annahmen  r  >  1  (parabolisch)  und 
r  <  —  1  (hyperbolisch)  beschränken.  Die  von  Xq  bis  x  er- 
streckte Fläche  u  der  Kurve  (2)  ist: 


X 


r+1 


wenn  y^  die  zu  Xq  gehörige  Ordinate  bedeutet.  Handelt  es  sich 
um  eine  parabolische  Kurve,  ist  also  >">  1,  siehe  Fig.  27,  so 
können  wir  XQ  =  yQ  =  0  wählen  und  erhalten  dann  u  =  xy:  (r  -j-  1), 
d.  h.  die  Fläche  ist  der  (r  +  l)'*"  Teil  der  Fläche  des  Rechtecks 
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mit  den  Seiten  x  und  y.  Liegt  dagegen  eine  liyperholische 
Kurve  vor,  ist  also  r  <  —  1,  siehe  Fig.  28,  so  können  wir  den 
Grenzübergang  lim  x^  =  -\-  oo  machen,  da  dann  lim  x^i/^^  =  0 
wird,  so  daß  it  =  xy  :  (r  -\-  \)  hervorgeht.  Hier  ist  u  negativ, 
weil  die  untere  Grenze  größer  als  die  obere  ist.  Die  Fläche  n 
zwischen  der  Kurve,  der  Abszissenachse  und  der  zu  x  gehörigen 
Ordinate  ist  also,  obgleich  sie  sich  ins  Unendliche  erstreckt, 
der  —  (r  +  1  )*®  Teil  der  Fläche  des  Kechtecks  mit  den  Seiten 
X  und  //.  In  der  Fig.  28,  wo  r  =  —  2  gewählt  ist,  sind  beide 
Flächen  gleich  groß. 

Ist  überhaupt  bei  einer  Kurve  die  Fläche  u  von  einer 
Anfangsabszisse  x^  bis  zur  Abszisse  x  gegeben  durch  die 
Formel 

so  folgt  durch  Difierentiation  nach  x,  weil  x' =  ii  ist: 

xy'-\-y       ,         dlny  _   r 

"         r  -\-  1  dx  x' 

d.  h.  In  y  =  r  hl  X  -{-  konst.  oder  y  =  konst.  x''-^  es  liegt  also 
eine  parabolische  oder  hyperbolische  Kurve  (2)  vor. 

2.  Beispiel:  Die  Lemniskate  ist  der  Ort  derjenigen  Punkte  in 
der  Ebene,  deren  Entfernungen  von  zwei  festen  Punkten  F^  und 
F^   das  konstante  Produkt  o-  haben,  wobei   2  a   den  Abstand 
der  beiden  festen  Punkte  von- 
einander bedeutet.    Im  2.  Bei- 
spiele, Nr.  55,  ist  die  Gleichung 
der   Kurve    in    rechtwinkligen 
Koordinaten  angecreben  worden, 
wobei  die  Gerade  der  Punkte  F^ 

und  F^  als  Abszissenachse  und  die  Mitte  von  F^  F.^  als  Anfangs- 
punkt gewählt  ist.    In  den  zugehörigen  Polarkoordinaten  co,  q 
lautet  die  Gleichung  der  Lemniskate  so: 
Q-  =  2  a^  cos  2  0). 

Der  Anfangspunkt  ist  ein  Doppelpunkt,  nach  Nr.  189,  und  die 
zugehörigen  Tangenten  sind  die  Geraden  x  ±  y  =  0.  Die  Kurve 
besteht  aus  zwei  kongi-uenten  Schleifen,  siehe  Fig.  29.  Nach  (1) 
in  Nr.  532  ist 
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Ol 


cos  2  CO  da  =  i  a^  sin  2  oj 


die  Fläche  zwischen  der  Kurve  und  den  zu  0  und  a  gehörigen 
Radienvektoren.  Für  io  =  \7C  ergibt  sich  \ a^  als  Fläche  einer 
halben  Schleife. 

3.  Beispiel:   Als    Cariesisches  Blatt   bezeichnet    man    die 
Kurve  mit  der  Gleichung: 

(^4  I  x^  -^  y^  —  o  a  xy  =  0; 

sie  ist  augenscheinlich  symmetrisch  hinsichtlich  der  Halbierenden 
des  Winkels  der  positiven  Achsen.  Der  Anfangspunkt  ist  nach 
Nr.  189  ein  Doppelpunkt,  und  zwar  sind  dort  die  Achsen  die 
Tangenten.     Nach  (4)  ist: 


und: 


i+(iy-3i.a)=o 

'   T/ Z       +  3  (ic  +  ?/)  -  3  a  -^  +  3  a  =  0- 


Die  erste  Gleichung  zeigt,  daß 
y :  X  für  lim  x  =  dz  oo  den  Grenz- 
wert y  =  —  1  hat.  Ferner  hat 
y  —  gx,  d.  h,  x  -j-  y,  nach  der 
letzten  Gleichung  den  Grenz- 
wert /i  =  —  a.  Es  sind  g  und  h 
die  in  dem  Satze  1,  Nr.  171^ 
auftretenden  Größen,  und  wir 
folgern  daraus,   daß  die  Gerade 

X  +  y  +  a  =  0 

eine  Asymptote   der  Kui-ve  ist. 
Siehe    Fig.   30.      In    den    zuge- 
hörigen Polarkoordinaten  lautet  die  Kurvengleichung: 

3  a  sin  (o  cos  a 
"        sin*  03  -|-  cos^  oi ' 

dagegen  die  Gleichung  der  Asymptote: 


Fig.  30. 


sin  tu  -|-  cos  £0 
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Nach  (1)  in  Nr.  532  sind  mithin 

(M  (1) 

9      2    /       sin^ca  cos-w        ,  s     •>    1       3tg*to  dco 

] 


und 


sm^  ca  cos-  to 
'  (a  -f  cos'o)] 


+  tg»Wo  l+tg^CÖ. 


a*    /  rfoj  a-    / 

2  j7  (sintö  -\-  cosöjj*         2  ^  (i 


(sintö  -\-  cosöjj*         2,  J  (tg  oj  -f  1)-  co8*to 

'"o 

i  «2  r___i !__-] 

2         Li  +  tg  Q)o         1  +  tgtaj 


~  TLi  — 


d 


die  Flächen  zwischen  den  zu  a^  und  tj^  gehörigen  Strahlen  und 
der  Kurve  bzw.  Asymptote.  Für  «0  =  0,  co  —  \  %  ergibt  die 
Fonnel  für  n  als  Fläche  der  Kurven  schleife  den  Wert  .7  a^.    Da 

2  — tg(ri 2  —  tg  03, 

tg  W  +  tg«  CO  1  —  tg  W,  +  tgä  OJy 

ist^  so  ergibt  femer  die  Annahme  w^  =  -|  ir  und  co  =  %  als 
Fläche  zwischen  der  Kurve,  der  negativen  >r-Achse  und  der 
Asymptote ,  —  soweit 
diese  Fläche  oberhalb  der 
.r- Achse  liegt  — ,  den 
Wert  ~d^,  obgleich  diese 
Fläche  eine  endlose  Be- 
grenzung hat.  Derselbe 
Wert  kommt  wegen  der 
Symmetrie  auch  der  Fläche 
rechts  von  der  i/-Achse 
zwischen  der  Kurve  und 
Asymptote  zu  und  ebenso 
dem  Dreiecke  zwischen 
den  Achsen  und  der 
Asymptote.  Die  gesamte 
Fläche  zwischen  der  Kuiwe 
und  ihrer  Asymptote  ist 
mithin   gerade   so   groß  wie   die  der  Schleife. 

4.  Beispiel:  Um  die  Fläche  der  Astroide  (Nr.  249): 

222 
x^  -\-  y^  =  a^ 
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zu   berechnen,   siehe  Fig.  ol,   stellen   wir  die  Km-re  durch  die 

Gleichungen  „  ,  .  „  , 

X  =  a  COS"*  t,     y  =  a  sin-^  t 

mittels  der  Hilfsveränderlichen  t  dar,  so  daß  sich  für  das  von 
^  =  0  bis  t  =  \%  erstreckte  Viertel  der  Gesamtfläche  nach  (2) 
in  Nr.  533  ergibt: 

i  ^  i  « 

f  a^  I  sin^  t  cos^t  dt  =  /g  a-  1  (1  —  cos  At)  dt  =  |.,  na-. 

0  0 

Die  Gesamtfläche  ist  mithin  gleich  drei  Achteln  der  Fläche 
des  Kreises  vom  Radius  a,  d.  h.  des  Kreises  durch  die  vier 
Spitzen  der  Kurve.  Dies  folgt  auch  daraus,  daß  die  Astroide 
eine  Hypozykloide  ist  (vgl.  Nr.  249),  und  aus  Nr.  241. 

§  2.    Näheriingsweiso  und  mechanische  Quadratur. 

535.  Einschluß  der  Fläche  zwischen  zwei  Werten. 

Für  den  Fall,  daß  die  Auswertung  des  Integrals,  mittels  dessen  ein 
Flächenstüclv  zu  berechnen  ist,  Schwierigkeiten  macht,  und  für 
den  Fall,  daß  die  Begrenzung  des  Flächenstückes  nicht  ana- 
lytisch, sondern  nur  zeichnerisch  gegeben  ist,  hat  man  graphische 
Verfahren  ersonnen,  die  wenigstens  näherungsweise  den  Wert 
der  Fläche  zu  bestimmen  gestatten. 

Einige  von  diesen  Verfahren,  die  hier  abgeleitet  werden 
sollen,  beziehen  sich  insbesondere  auf  Flächenstücke,  die  von 
der  Abszissenachse,  zwei  Ordinaten  und  einer  kinimmen  Linie 
umschlossen  werden.  In  Anlehnung  an  diejenige  Definition 
der  Fläche  als  Grenzwert  einer  Summe,  die  in  Nr.  409  ge- 
geben wurde,  beruhen  sie  darauf,  daß  die  Fläche  zunächst 
zeichnerisch  durch  eine  Reihe  von  Ordinaten  in  schmale  Streifen 
zerlegt  wird.  Dabei  wählt  man,  um  zu  möglichst  leicht  aus- 
führbaren Konstruktionen  zu  kommen,  alle  Flächenstreifen 
gleich  hreif. 

Wenn  die  Kurve,  die  das  Flächenstück  einerseits  begrenzt, 
gegenüber  der  Abszissenachse  teils  konvex  und  teils  konkav  ist, 
können  wir  sie  zuvor  durch  geeignete  Ordinaten  in  solche  Teile 
zerlegen,  in  denen  sie  gegenüber  der  Abszissenachse  beständig 
konvex  oder  beständig  konkav  ist,  und  dann  jene  Näherungs- 
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verfahren  auf  diese  einzelnen  Teile  anwenden.  Um  etwas 
bestimmtes  vor  Augen  zu  haben,  nehmen  wir  daher  au,  die 
begrenzende  Kurve  sei  gegenüber  der  Abszissenachse  lorikav. 
Außerdem  liege  sie  vollständig  oberhalb  der  Abszissenaclise. 

Alle  Streifen  mögen  die  Breite  b  haben.  Siehe  Fig.  32. 
Wollen  wir  die  Streifen  durch  größere  Trapeze  ersetzen,  so 
werden  wir  statt  der  oberen  krummen  Grenzen  Tancrenten  der 
Kurve  anwenden.  Die  Konstruktion  der  Tangenten  gibt  jedoch 
bei  einer  gezeichnet  vorliegenden 
Kurve  Anlaß  zu  Fehlern.  Fassen 
wir  aber  ^  ^rei  aufeinanderfolgende 
Streifen  zusammen  und  denken 
wir  uns  die  Tangente  im  End- 
punkte ihrer  gemeinsamen  Ordi- 
nate yi^  konstruiert,  wie  es  in 
Fig.  32  für  die  beiden  ersten 
Streifen,  also  bei  //j,  geschehen 

ist,  so  sehen  wir:  Die  Tangente  grenzt  ein  Trapez  von  der 
Breite  2h  und  der  mittleren  Höhe  y^  ab.  Das  Trapez  hat 
demnach  den  Inhalt  ^by,.,  der  sich  also  ohne  ivirTdiche  Kon- 
struktion der  Tangente  angeben  läßt. 

Diese  Überleomng  veranlaßt  uns  dazu,  die  ganze  Fläche  F 
in  eine  get'ade  Anzahl  von  gleichbreiten  Streifen  zu  zerlegen, 
etwa  in  2w  Streifen.  Es  mögen  i/^,  y^,  y^,  •  ■  •  V^n  ^^^'^  dabei 
vorkommenden  2w  -f  1  Ordinaten  in  ihrer  Reihenfolge  bedeuten. 
Nach  dem  Vorhergehenden  ist  nun  die  Fläche  F  kleiner  als 
G^2by,+2by,-\-----^2hy„^_,. 

Bezeichnen  wir  die  Summe  aller  Ordinaten  mit  ungeraden 
Indizes  mit  p'. 

(1)  i^  =  !/l+?/3H Vlkn-l^ 

so  ist  also 

(2)  G  =  2hp>F. 

Außerdem  wollen  wir  die  Summe  aller  Ordinaten  mit  geraden 
Indizes,  abgesehen  von  y^  und  y^^,  mit  q  bezeichnen: 

(3)  g  =  ?/2  +  ?/4H \-y-2n-i- 

Zu  Näherungswerten,  die  kleiner  als  die  Fläche  F  sind,  gelangt 
man,  wenn  man   die  Kurve   stückweise   durch  Sehnen   ersetzt^ 
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also  Sehnenpolygone  konstruiert.     Wir  erwähnen  insbesondere 
drei  gebräuchliche  Verfahren: 

Erstens:  Wir  verbinden  die  Endpunkte  der  Ordinaten  mit 
geraden  Indizes 

!/0J    V27    Ifif    '  '  '  lf2n-2>    Vin 

aufeinanderfolgend  geradlinig,  wie  es  in  Fig.  32  geschehen  ist; 
das  so  entstehende  Sehnenpolygon  hat  die  Fläche: 

^1  =  &  (2/0  +  ^2)  +   ^  (!/2  +  2/4)  +  •  •  •  +   ^  (^2«-2  +  Vin) 

oder: 

(4)  ^,  =  2&3  +  &0/o  +  t/,J<F. 

Zweitens:   Wir  verbinden   die  Endpunkte   der  Ordinaten 

Voj    Vi}    VZJ    Vi,'   '   '  y-2n-37    y^n-\y    Vin 

aufeinanderfolgend  geradlinig,  siehe  Fig.  33;  das  so  entstehende 
Sehnenpolygon  hat  die  Fläche: 

^2  =  1  ^  (2/0  +  Vx)  +  ^  (^1  +  Vz)  +  ^  (^3  +  2/5)  +  •  •  • 

+  &  (!/2„_3  +  y^n-l)  +  I  '-^  (2/2«-l  +  y^n) 

=  2hp-\b  {y,  +  t/,„_i  -  ?/o  -  J/s  J- 
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Fig.  34. 


Da  K^  <  F,  dagegen  G  ^  F  ist,  so  zeigt  die  Vergleiehung  mit 
(2),  daß  die  Summe: 

(5)  w?  =  i(«/i  +  2/2«-i -?/o-y2j>0 
ist.     Es  kommt: 

(6)  K,  =  2h2)-hm  <F. 

Drittens:  Wir  verbinden  die  Endpunkte  alle)-  Ordinaten 

V;  Vi,  y^,  y^r-  -ysn-i,  v^n 
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aufeinanderfolgend  geradlinig,  siehe  Fig.  34;  das  so  entstehende 
Sehnenpolygon  hat  die  Fläche: 

oder: 

(7)  K,  =  Ki^  +  9)  +  |Ki/o  +  i/2  J  <  F. 

Beim  ersten  Verfahren  sind  nur  n  +  1  Ordinaten  benutzt 
worden,  beim  zweiten  eine  mehr  und  beim  dritten  alle  2n-\-\ 
Ordinaten.  Man  darf  annehmen,  daß  dementsprechend  K.^  ein 
besserer  Näherungswert  als  K^  und  ferner  K^  ein  besserer  als 
K^  sein  wird. 

Bei  roher  Annäherung  benutzt  man  für  die  graphische 
Flächenbestimmung  den  Wert  K^,  die  sogenannte  Trapezformel  (7). 

Da  jedoch  der  Avahre  Wert  F  zwischen  G  einerseits  und 
einem  der  Werte  K^,  K^,  K^  andererseits  liegt,  so  wird  man 
bessere  Näherungsformeln  erhalten,  wenn  man  zwischen  diesen 
Grenzen  Zwischenwerte  wählt.  Je  nach  der  Art,  wie  man  da 
vorgeht,  gelangt  man  zu  einigen  oft  benutzten  Methoden,  die 
wir  in  der  nächsten  Nummer  auseinandersetzen  wollen. 

Vorher  erwähnen  wir  noch,  daß,  falls  die  begrenzende 
Kurve  nicht,  wie  wir  annahmen,  gegenüber  der  Abszissenachse 
konkav,  sondern  konvex  ist,  F  größer  als  G  und  kleiner  als 
jeder  der  drei  Werte  K^,  K^,  K^  ist.  Es  ist  also  dann  in 
dem  Vorhergehenden  und  Folgenden  nur  überall  >  mit  <  zu 
vertauschen. 

536.  Näherungcsformelu  von  Foucelet,  Farmeutier 
und  Simpson.  Liegt  die  Fläche  F  zwischen  den  Werten  G 
und  K,  von  denen  G  größer  und  K  kleiner  als  F  ist,  und 
setzt  man  den  Bruch  aus  positiven  Zahlen 

G  —  F       l 
F-K~  u' 

so  ist 

d.  h.  F  ist  dasjenige  Mittel  aus  G  und  K,  das  hervorgeht, 
wenn  man  G  und  K  die  Geivichte  u  und  ß  erteilt.  Es  kommt 
in  der  Formel  nicht  auf  die  absoluten  Werte  der  Gewichte, 
sondern  nur  auf  ihr  Verhältnis   an.     Da  F  selbst  unbekannt 
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ist,  bleibt  allerdings  auch  der  wahre  Wert  des  Verhältnisses 
beider  Gewichte  unbekannt;  aber  wenn  wir  darüber  plausibele 
Annahmen  machen,  indem  wir  a  oder  ß  größer  wählen,  je 
nachdem  F  anscheinend  näher  l)ei  G  oder  bei  K  liegt,  werden 
wir  die  Formel  zur  Herstellung  eines  Näherungswertes  für  F 
benutzen  können.  Unter  G  verstehen  wir  die  in  voriger 
Nummer  unter  (2)  gewonnene  obere  Grenze  von  F  und  unter 
IC  eine  der  drei  ebenda  abgeleiteten  unteren  Grenzen  von  F. 
Da  die  Werte  von  a  und  ß,  die  wir  benutzen,  nur 
schätzungsweise  ausgewählt  werden,  also  nicht  notwendig  die 
"wahren  sind,  müssen  wir,  um  die  Güte  der  zu  gewinnenden 
Formel  festzustellen,  noch  den  größten  W^ert  bestimmen,  den 
der  absolute  Betrag  e  des  Fehlers  erreichen  kann.  Weü  der 
•wahre  Wert  zwischen  G  und  K  liegt,  so  ist  dies  Maximum 
die  größere  der  beiden  Zahlen 

Q       ccG  +  ßK  ccG-j-ßK      ^ 

(X  -{-  ß    '  "  "H  ^ 

oder 

^(G  -  K),         -"^^{G  -  K), 

also  die  erste  oder  zweite,  je  nachdem  ß  ^  a  oder  cc  >  /3  ist. 
Im  Falle  a  =  /3,  d.  h.  wenn  als  Näherungswert  das  arithmetische 
Mittel  von  G  und  K  genommen  wird,  sind  beide  Extreme  natür- 
lich gleich  groß. 

Insbesondere  sind  folgende  Annahmen  bemerkenswert: 
Erstens:  G  und  K^   haben  gleiche   Gewichte.     Dann   er- 
gibt sich  der  Näherungswert: 

(1)  F,  =  \{G  +  K,)  =  6(>  +  g)  -f  \h{y,  +  y,J , 
und  der  absolute  Betrag  des  Fehlers  ist: 

(1')  h^Kp-^-\yQ-  \y%  n)- 

Die  Formel  (1)  ist  nichts  anderes  als  die  Trapezformel,  da  ihre 
rechte  Seite  gleich  K^  ist.  K^  ist  demnach  das  arithmetische 
Mittel  von  G  und  K^. 

Zweitens:   G  und  K^   haben    gleiche   Gewichte.     Es   er- 
gibt sich  die  Ponceletsche  Näherungsformel: 

(2)  F,  =  \{G  +  K,)  =  2hp  -  \hm. 
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Dabei  ist  der  absolute  Betrag  des  Fehlers: 
(2')  ^2^1^^»=  T^(?/l  +  //2«-l-yo-y2J• 

Z)r/^^e«s:  Wenn  wir  aus  der  Figur  schließen,  daß  der 
wahre  Wert  näher  bei  G  als  bei  JTg  liegen  wird,  kommen  wir 
zu  der  Annahme,  G  und  K.^  die  Gewichte  2  und  1  zu  erteilen. 
So  geht  die  Parmentiersche  Näherungsformel  hervor: 

(3)  Fs  =  l(2G  +  K,)  =  2hp  -  \hm 
mit  der  Fehlerabschätzung: 

(3')  f3^|?>W?. 

Liegt  der  wahre  Wert  wirklich  näher  bei  G  als  bei  K,  so  ist 
der  Fehler  sogar  absolut  genommen  kleiner  als  ^hm. 

Viertens:  Entnehmen  wir  der  Figur  die  Vermutung,  daß 
der  wahre  Wert  F  näher  bei  K.^  als  bei  G  liegt,  so  kommen 
wir  dazu,  G  und  ^3  die  Gewichte  1  und  2  zu  geben.  Weil 
Äg  das  arithmetische  Mittel  von  G  und  Ki  ist,  so  geht  die- 
selbe Annahme  hervor,  wenn  wir  G  und  K^  die  Gewichte  2 
und  1  erteilen.  Wir  gelangen  so  zu  der  sogenannten  Simpson- 
sclien  Hegel: 

(4)  F,  =  \{G  +  2K,)==\{2G-\-K,) 

-\h{2p^q)  +  \h{y^+y^J 

mit  der  Fehlerabschätzung: 

(•^')  ^4  ^'IMp  -q-  hjo  -  1^2«), 

so  daß  hier  das  Maximum  nur  |  des  Maximums  bei  der  Trapez- 
formel beträgt,  ja  sogar  nur  ~,  falls  wirklich  F  näher  bei  K^ 
als  bei  G  liegt.  Hiernach  ist  jedenfalls  die  Simpsonsche 
Näherungsformel  besser  als  die  Trapezformel. 

537.    Andere  Ableitung  der  Simpsonschen  Regel. 

Die  Simpsonsche  Regel  kann  ausführlich  so  geschrieben  werden : 

(1)        F,  =  ^h[(y,  +  Ay^  -f-  y,)  +  (y,  -^  4y,  +  y,)  +  ■  •  ■ 

Hiernach  kommt    diese  Regel    auf   die  Annahme    hinaus, 
daß    allgemein    zwei    aufeinanderfolgende    Flächen  streifen    von 
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der  Breite  h  und  mit  den  drei  Ordinaten  y^,  y^,  y.2  zusammen 
angenähert  die  Fläche 

(2)  |K2/o  +  4^, +2/2) 

haben. 

Zu  derselben  Annahme  und  damit  auch  zur  Simpsou- 
schen  Regel  (1)  fühi-t  die  folgende  rechnerische  Überlegung: 
Die  krumme  Grenze  der  Fläche  sei  durch  y  =  f{x)  gegeben, 
und  wir  Avollen  voraussetzen,  daß  fix)  in  dem  betrachteten 
Intervalle  bestimmte  endliche  Ableitungen  bis  zur  dritten 
Ordnung  habe.  Wir  fassen  nun  zwei  bei  der  Abszisse  Xq  be- 
ginnende Flächenstreifen  von  der  Breite  h  ins  Auge.  Ihre 
Fläche  ist:  ^^^g,  2^^ 

F  =  if{x)dx  =  /  f(x^  +  li)dh , 

Xo  0 

wenn    wir    durch    die    Substitution    x  =  Xq  -\-  Ji    die   neue  Ver- 
änderliche h  einführen.     Die  Funktion  von  h: 

h 


Jn^o 


+  h)dh 
0 

hat  nun  die  Ableitungen   f(xQ-\-h),  f'(xQ-\-h)   usw.,   während 
sie  für  h  =  0  verschwindet.     Also   ist  nach  Satz  19,  Nr.  112: 

ffi^o  +  '0^/'  =  Y'/M  +  ^r  w  +  ^/"(^o  +  eh), 
0 

wobei  6  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet.    Für  li  =  '2h 
ergibt  sich  somit: 

(3)  F=2  hf{x,)  +  2  Ißfix,)  +  I  hr'{x,  +  2  Bh). 
Setzen  wir  nun  andererseits: 

so  ist  ebenfalls  nach  Satz  19,  Nr.  112: 

wobei  Q^  und  r;  positive  echte  Brüche  bedeuten. 

Wir   wollen   nun   drei   Zahlen  a,  ß,  y  so  bestimmen,  daß 
der  Ausdruck 

(4)  ^  =  'b(ccy^-{-ßyi  +  yy2) 
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um  so  weniger  von  dem  wahren  Werte  (3)  der  Fläche  ab- 
weicht, je  kleiner  die  Streifenbreite  h  gewählt  wird,  d.  h.  daß 
die  Diiferenz  <[>  —  F  in  möglichst  hoher  Ordnung  mit  b  ver- 
schwindet.    Es  ist: 

folglich  nach  (3): 

(5)  *i-  =  (a  +  ^  +  }'  -  2}ax,)  +  h{ß  +  2y-  2)r{x,) 

+  njßn^'o  +  ^^  +  2yf"[x,^2  yjh)  -  ±r(x,  +  2  db)]. 

Also  verschwindet  ^  —  F  mit  b  in  mindestens  dritter  Ordnung, 
wenn  cc  +  ß-\-y  und  ß-\-2y  gleich  2  sind.  Da  ferner  f"(xQ  +  d'b), 
f"{xQ  +  2  rjb)  und  /"'(.ro  +  2  Ob)  für  lim&  =  0  den  Grenzwert 
f"{x^  haben,  so  verschwindet  O  —  F  mit  b  in  mindestens 
vierter  Ordnung,  wenn  überdies  jß  -{-  2y  gleich  t  ist.  Aus 
diesen  drei  Forderungen  folgt  «==  l,  ß  =  ^  und  y  =  j,  d.  h. 
der  Wert  (4)  von   0  geht  gerade  in  den  Wert  (2)  über. 

Die  Simpsonsche  Regel  für  die  Summe  der  Flächen  je 
zweier  aufeinanderfolgender  Streifen  gibt  also  gerade  denjenigen 
Näherungswert,  dessen  Abweichung  von  dem  wahren  Werte  mit 
der  Streifenbreite  in  der  höchsten,  nämlich  der  vieticn  Ordnuug 
verschwindet.  Wir  werden  iu  nächster  Nummer  sehen,  daß 
sie  sogar  in  der  fünften  Ordnung  verschwindet. 

Wenn  insbesondere  der  zweite  Differentialquotieut  von  f{x)^ 
konstant,  also  f{x)  eine  ganze  quadratische  Funktion  von  x 
ist,  so  folgt  aus  (5),  daß  bei  Annahme  der  für  cc,  ß,  y  gefun- 
denen Werte  auch  für  endliches  b  die  Differenz  F  —  0  =  0  ist, 
d.  h.  die  Simpsonsche  Regel  ist  insbesondere  für  die  Fläche 
einer  Parabel 

(6)  y  =  konst  -{-  konst  •  x  -f  kohst  •  x^ 

TÖllig  exakt.  Hiermit  kommen  wir  zur  Erwähnung  der  dritten 
und  gebräuchlichsten  Art  der  Ableitung  der  Simpsonschen 
Regel.  Sie  besteht  darin,  daß  man  die  Kurve  für  je  zwei 
aufeinanderfolgende  Streifen  durch  eine  solche  Parabel  ersetzt. 
Man  kann  nämlich  die  Konstanten  in  (6)  so  wählen,  daß  die 
Parabel  durch  drei  vorgeschriebene  Punkte  geht. 
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538.    Korrektionsglied    der    Simpsouscheu   Regel. 

Wenn  man,  wie  es  in  der  letzten  Nummer  geschah,  für  f{x)- 
die  Taylorsche  Entwickhing  noch  bis  zu  einer  höheren  Ordnung 
benutzt,  kann  man  für  die  Simpsonsche  Regel  ein  KorreJäions- 
glied  gewinnen,  dessen  Mitberücksichtigung  allgemein  gesprochen 
eine  größere  Genauigkeit  der  Formel  verbürgt. 

Die  Simpsonsche  Regel  kommt  ja  darauf  hinaus,  daß  man 
die  Summe  i*'  der  Flächen  zweier  aufeinanderfolgender  Streifen, 
des  Streifens  von  x^  bis  x^  +  h  und  desjenigen  von  Xq-\-  h  bis 
Xq  +  2h,  durch  den  Wert 
(1)  0  =  \h  [fix,)  +  ^fix,  +  6)  +  fix,  +  2  6 )] 

ersetzt,  während  die  wahre  Summe  F  mittels  der  Taylorschen 
Entwicklung  so  dargestellt  werden  kann: 

F=2bf(x,)  4-26r  W  + 1  Wi^o)  + 1  ^'T  "(:^o)+ ^6  Y^^i  ^0+  2  Ö&), 

wo  d  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet.  Wir  haben  näm- 
lieh  die  Formel  (3)  der  vorigen  Nummer  um  zwei  Glieder 
weiter  entwickelt  unter  der  Annahme,  daß  f{x)  bis  zur  vierten 
Ordnung  bestimmte  endliche  Ableitungen  habe.  Entwickeln 
wir  f{Xf^-{-  h)  und  fix,  +  2h)  ebensoweit,  so  erhalten  wir  aus  (1) 
einen  Wert  für   $,  und  es  kommt: 

^-Tsf'^i^o  +  ^&)  +  |r^(^o  +  2 »jt)  -  y^ix,  +  2  Ö6), 

worin  auch  &  und  t;  positive  echte  Brüche  sind.  Man  sieht  hieraus,, 
daß  $  —  F  sogar  in  der  fünften  Ordnung  mit  h  verschwindet,, 
was  wir  schon  in  voriger  Nummer  ankündigten.  Femer  ergibt 
sich,  wenn  f^^ix)  stetig  ist: 

Hieraus  schließen  wir,  daß  bei  geringen  Breiten  der  Streifen 
mit  großer  Annäherung  0  —  F  gleich  9\,&Y'^(^o)  ^^^^  wird. 
Daher  dürfen  wir 

als  einen  im  allgemeinen  besseren  Näherungswert  als  0  be- 
trachten.    Weil 


6  =  0  -" 
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ist,  SO  werden  wir  für  hinreichend  kleines  Jauch  den  Näherungswert 

benutzen  können. 

Wenn  wir  nun  zu  jedem  der  Glieder 

der  vollständigen  Sinapsonschen  Regel  (1)  in  Nr.  537  das  so 
gewonnene  Korrektionsglied  hinzufügen,  so  heben  sich  die 
Korrekturen  zum  großen  Teile  fort,  und  es  ergibt  sich  die 
neue  Näherungsformel: 

180  ^^0  ^2n) 

oder: 

(3)       F,  =  f  K2i?  +  5)  +  I  h{y,  +  y^  J  +  ,io?^'(2/ö"  -  V'D- 

Natürlich  läßt  sich  diese  Formel  nicht  anwenden,  wenn  die 
Begrenzung  der  Fläche  gezeichnet  vorliegt,  vielmehr  nur  dann, 
wenn  sie  analytisch  in  der  Form  y  =  fix)  gegeben  ist. 

539.  Ein  Zahleubeispiel.  In  Nr.  535  erwähnten  wir 
schon,  was  hier  noch  einmal  wiederholt  sverden  mag:  Die  ab- 
geleiteten Formeln  gelten  sowohl  für  solche  Kurven,  die 
gegenüber  der  a-Achse  konkav,  als  auch  für  solche,  die  gegen- 
über der  a;-Achse  konvex  sind.  Im  letzteren  Falle  sind  über- 
all im  vorhergehenden  die  Zeichen  >  und  <  miteinander  zu 
vertauschen. 

Z.  B.  wollen  wir  die  fünf  in  Nr.  536  und  Nr.  538  ge- 
wonnenen Näherungswerte  i*\,  •  •  •  F^  für  die  (/leicJiseitige 
Hyperbel  y  =  1  :  x  von  x  =  1  bis  x  =  2  berechnen,  indem  wir 
zehn  Teile  annehmen,  also  n  =  10  setzen.  Die  Werte  ^)  und  q^, 
vgl.  (1)  und  (3)  in  Nr.  535,  sind  hier 

2)  =  3,459  539  43,     q  =  2,728  174  60, 

während  der  wahre  Wert  F  der  Fläche  gleich  In  2  ist  (vgl. 
1.  Beispiel,  Nr.  411).     Es  ist  also: 

i^=  0,693  147  18. 
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Die  Rechnung  liefert  auf  8  Dezimalen  genau: 

F,  =  0,693  771  40,  F^-F=  +  0,000  624  22, 
F.^  =  0,693  522  72,  F^-F^-\-  0,000  375  54, 
F.,  =  0,692  984  44,  F,  -  F  =  -  0,000  162  74, 
F^  =  0,693  150  23,  F^-F=  +  0,000  003  05, 
j;  =  0,693  147  11,     Fr,-  F=-  0,000  000  07. 

Im  vorliegenden  Beispiele  also  ist  die  Simpsonsche  Regel 
(siehe  Fj^)  den  drei  andern  entschieden  überlegen;  und  die 
Simpsonsche  Regel  mit  dem  Korrektionsglied  (siehe  Fr,)  gibt 
sojjar  den  Wert  von  In  2  genau  bis  auf  einen  Fehler  von  nur 
7  Einheiten  der  '^.  Dezimalstelle. 

540.  Die  von  einer  Strecke  überstricheue  Fläche. 

Man  hat  Apparate  ersonnen,  mit  deren  Hilfe  man  rein  mecha- 
nisch den  Inhalt  von  gezeichnet  vorliegenden  ebenen  Flächen- 
stücken bestimmen  kann.  Der  wichtigste  und  praktischste  ist 
das  sogenannte  Polar-PlanI meter.  Um  die  ^^  irkungsweise  dieses 
Instrumentes  zu  verstehen,  betrachten  wir  zunächst  die  Fläche, 

die  ein  Stab  von  konstanter 
Länge  l  überstreicht,  wenn 
er  sich  irgendwie  auf  der 
Ebene  bewegt. 

Zmiächst  ersetzen  wir  die 
wahre  Bewegung  des  Stabes 
durch  die  folgende:  Von 
den  verschiedenen  Lagen, 
die  der  Stab  nach  und  nach 
erhält,  wählen  wir  eine  be- 
liebige Anzahl  heraus.  Es 
seien  dies  die  Lagen  Ä^B^, 

ABi>  ■  ■  ■  A^n,  siehe 
Fig.  35.  Alsdann  verschieben  wir  AqBq  parallel  mit  sich  und 
so,  daß  Aq  und  B^  die  Senkrechten  zu  ÄqBq  beschreiben,  also 
ein  Rechteck  überstrichen  wird,  und  zwar  so  weit,  bis  die 
AqBq  gegenüberliegende  Seite  des  Rechtecks,  die  wir  A^B^ 
nennen  wollen,  durch  ^4^  geht  (wenn  nötig,  ihre  Verlängerung). 
Darauf  wird  A^B^  längs  der  Geraden,  auf  der  -4^1?^'  liegt,  soweit 
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Terschoben,  bis  das  Ende  Ä^  in  Äj^  hiueinrückt,  so  daß  A^B'^ 
die  neue  Lage  ist.  Schließlich  drehen  wir  A^B[^  um  J.^  in 
die  Lage  A^S^.  Dasselbe  Verfahren  wenden  wir  an,  um  A^B^ 
in  die  Lage  A^B^  überzuführen,  usw.  Es  ergeben  sich  so  als 
Grenzen  einer  Ersatzfläche  außer  den  Endlagen  A^Bq  und  A^B^^ 
zwei  stetige  Linienzüge: 

A,A,A,A\A,  .  .  •  .4,  und  B,B,B",B,B\B' [B,  ■  ■  •  B,, 

von  denen  der  erste  aus  lauter  Strecken,  der  zweite  aus 
Strecken  und  Kreisbogen  besteht.  Wählen  wir  als  Zwischen- 
lagen A^B^,  A.2B2,  •••  -4,,_j^„_j  zwischen  der  Anfangslage 
AqBq  und  der  Endlage  A^^B^^  immer  mehr  von  den  bei  der 
wirklichen  Bewegung  durchlaufenen  Zwischenlagen  derart,  daß 
schließlich  der  Unterschied  der  Lage  zwischen  je  zwei  auf- 
einanderfolgenden Stäben  A^B/.  und  -4^._^i  ^a  +  i  nach  Null 
strebt,  so  strebt  auch  die  Summe  der  Flächen  aller  konstru- 
ierten Rechtecke  und  Kreissektoren  zum  wahren  Werte  *  der 
Fläche,  nach  Nr.  531. 

Bezüglich  des  Yorzeicheus  setzen  wir  fest:  Geht  der  Stab 
aus    einer  Lage  A^B/.  in  eine  neue  Lage  A^._^iB^_^^    über,    so 
sollen  diejenigen  Flächenteile,  die  dabei  links  von  der  Richtung 
von   A^  nach  B^  liegen,    positiv,    die   andern 
negativ  gerechnet  werden.    Die  wahre  Gesarat- 
fläche hat  alsdann  denjenigen  Umlaufssinn,  der 
durch    den    AVeg    von   A^    nach    B^    gekenn- 
zeichnet wird  (vgl.  Nr.  530). 

Betrachten  wir  nun  allgemein  das  Rechteck 
mit  der  Anfangsseite  A/.Bf.  und  den  darauf 
folgenden  Kreissektor,  siehe  Fig.  36.  Die  zur 
Grundlinie  Af.Bf.  oder  7  gehörige  Höhe  des 
Rechtecks  sei  gleich  z//<  und  zwar  positiv 
öder  negativ,  je  nachdem  AI,  links  oder  rechts  von  A,^B^ 
liegt.  Ferner  sei  -^  jBI  .4^. ^^ 5^. ^i,  gemessen  im  positiven 
Drehsinne  (dem  des  Uhrzeigers  entgegen)  gleich  ziep.  Als- 
dann ist  IzlJi  die  Rechtecksfläche  und  \l^zJ(f)  die  Sektorfläche. 
Die  wahre  Gesamtfläche,  die  der  Stab  überstreicht,  ist  folglich 
der  Grenzwert 

F  =  lim  i/^l/lh  +  2\r'^(p) 
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oder,  da  l  konstant  ist: 

(1)  i^=nim^z//<+^ZMim^z/9>. 

Der  Grenzwert  ist  dabei  in  der  oben  auseinandergesetzten  Be- 
deutung zu  verstehen. 

Wir  wollen  durch  irgend  einen  Punkt  0  der  Ebene  zu 
allen  Richtungen  A(,B(,,  A^B^,  •  •  •  A^B^^  die  Parallelen  A(„  Aj, 
X.2,  •  ■  ■  A^  in  entsprechendem  Sinne  ziehen,  siehe  Fig.  35  auf 
S.  2S2.    Alsdann  ist: 

(2)  2^^(f  =  -^Uo,  K)- 

Diese  Formel  (2)  gilt  ebenso  wie  die  Formel  (1)  für 
positive  und  negative  Werte  der  Einzelwinkel  ^(f.  Xach  (1) 
und  (2)  ist  jetzt: 

(3)  F=l  lim  y^h  +  \P^ (Ao,  X„). 

Selbstverständlich  ist  der  Winkel  in  Bogenmaß  zu  messen. 

541.  Das  Planimeter  von  Amsler.  Wir  wollen  jetzt 
annehmen,  der  Stab  /  oder  AB  liege  nicht  auf  der  Ebene  auf^ 
sondern  sei  durch  eine  geeignete  Vonüchtung  immer  in  demselben 
Abstände  über  der  Ebene  und  parallel  zu  ihr  gehalten.  Ferner 
trage  er  an  einer  Stelle  S,  die  von  A  die  Entfernung  a  habe, 
eine  Kreisscheibe,  deren  Ebene  zu  l  und  demnach  auch  zur 
Zeichenebene  senkrecht  ist,  so  daß  sich  die  Scheibe  um  ihi-e 
Mitte  S  drehen  kann.  Ihr  Radius  sei  so  groß  gewählt,  daß 
die  Scheibe  die  Zeichenebene  berührt  und  infolge  der  Reibuno* 
bei  der  Beweffung  des  Stabes  in  Drehunor  versetzt  wird.  Wenn 
sich  nun  der  Stab  l  aus  der  Lage  Af.Bf.,  siehe  Fig.  36,  S.  283^ 
in  die  Lage  AkBl  verschiebt,  so  legt  ein  Punkt  auf  dem  Um- 
fange der  Scheibe  infolge  der  Reibung  den  Weg  zJh  zurück. 
Dieser  Weg  zlh  ist  ein  Bogen  auf  dem  L^mfange  der  Scheibe 
und  positiv  oder  negativ  zu  rechnen,  je  nachdem  sich  die 
Scheibe  von  Af.  aus  betrachtet  im  positiven  Sinne  (entgegen 
dem  Uhrzeiger)  oder  im  negativen  Sinne  dreht.  Wird  der 
Stab  weiterhin  aus  der  Lage  AlBl  in  die  Lage  Af^j^^B'l,  ver- 
schoben, so  dreht  sich  die  Scheibe  gar  nicht.  Wird  endlich 
der  Stab  aus  der  Lage  A^^^^B'l  um  Aj.j^^  herum  in  die  Lage 
-^k  +  i^k  +  i  gedreht,  so  hat  der  Umkreis  der  Scheibe  da,  wo  er 
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auf  der  Zeichenebene  ruht,  beständig  dieselbe  Tangente  wie 
der  Kreisbogen  im  Kreissektor  mit  dem  Radius  a.  Also  dreht 
sich  jetzt  die  Scheibe  um  den  Weg  aziq),  wieder  gemessen  als 
Bogen  auf  dem  Umfange  der  Scheibe.  Insgesamt  legt  ein 
Punkt  auf  diesem  Umfange  bei  der  in  Fig.  36  dargestellten 
Bewegung  mithin  den  Bogen  z/Ä  -\-  a^tf  zurück.  Demnach 
ist  sein  Gesamtweg,  wenn  die  Überführung  des  Stabes  l  aus 
der  Anfangslage  AqBq  in  die  Endlage  A^B^  vollendet  ist,  ge- 
geben durch: 

s  =  lim  ^{^h  -f  aJcp)  =  lim  ^zJh  +  a  lim  ^z/cp 
oder  nach  (2)  in  voriger  Nummer  durch: 

(1)  s  =  lim   yzJh  +  a^  (Ao,  Aj. 
Hiernach  ist 

lim  ^zlli  =s  -a^  (Aq,  AJ. 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  die  Formel  (3)  der  letzten  Nummer 
ein,  so  kommt: 

(2)  F=/.  +  (|P-?a)-^(A„,Aj. 

Können  wir  es  nun  so  einrichten,  daß  <^  (A^,  A,^  =  0  wird, 
indem  sich  die  positiven  und  negativen  Summanden  ^cp  gegen- 
seitig aufheben,  so  folgt  cuf;  (2)  sehr  einfach: 

(3)  F  =  Is. 

Dies  wird  erreicht,  icenn  die  Endlage  A^^B^^  des  Stabes  mit 
seiner  Anfangslage  A^B^^  zusammenfällt,  wohlbemerkt  aber  so, 
daß  der  Stab  nicht  etwa  inzwischen  eine  volle  Umdrehung  um 
vier  Rechte  gemacht  hat.  D.  h.  in  der  Nebenfigur  zu  Fig.  35, 
S.  282,  soll  das  Winkelfeld,  das  alle  möglichen  Lagen  A^,  A^, 
Ag,  •  •  •  A,,  enthält,  kleiner  als  vier  Rechte  sein. 

In  Fig.  37  ist  eine  solche  Bewegung  angedeutet.  Dabei 
sind  nur  wahre  Zwischenlagen  A^L\,  A^B^,  •  •  ■  nicht  aber  die 
eingeschalteten  Lagen  A^B'^^,  A.^B'^,  •■•  angegeben.  Beachtet 
man  die  den  Flächeustücken  erteilten  Vorzeichen,  so  sieht 
man,  daß  die  Fläche  F,  die  der  Stab  insgesamt  überstrichen  hat, 
eine  Summe  aus  teils  positiven  und  teils  negativen  Stücken  ist. 
In  der  Figur  sind  die  positiven  durch  nach  rechts  steigende,  die 
negativen  durch  nach  rechts  fallende  Schraffuren  gekennzeichnet. 
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Ferner  ist  der  Umlaufssinn,   wie  in  voriger  Nummer  bemerkt 
wurde,  derjenige,   der  sich  ergibt,  wenn  wir  von  Aq  nach  Bq 

wandern  und  dann  die  Bahn  ^^A -^2  ' ' "  ^«^n'^^«-i^»-2  "   "  ""^i^o 
zurücklegen. 

Hierbei  wird  der  Ort  ß  der  Punkte  B  in  einem  gewissen 
Sinne  durchlaufen.  Da  er  eine  geschlossene  Linie  ist,  enthält 
er  einen  bestimmten  Flächenraum  B  mit  bestimmten  Vorzeichen 
(in  Fig.  37  mit  dem  Pluszeichen).  Dasselbe  gilt  von  dem 
Orte  u  der  Punkte  A,  genommen  in  dem  soeben  benutzten  Fort- 
schreitungssinne  A^A^_^  •  •  •  A^A^.     Sein  Flächenraum   sei   A 


BoOtt 


Fig.  37. 


rig.  38. 


(in  Fig.  37  ist  A  negativ).  In  Fig.  38  sind  dieselben  Flächen  A 
und  B  entsprechend  ihren  Vorzeichen  schraffiert.  Bilden  wir  die 
Summet +  ß,  so  heben  sich  die  Teile,  die  beide  Schraffuren 
aufweisen,  gegenseitig  fort.  Dasselbe  gilt  in  Fig.  37  von  Teilen 
der  Fläche  F,  und  man  sieht,  daß  die  Summe  A  -\-  B  genau 
die  Fläche  F  ist. 

Aus  (3)  folgt  demnach: 
(4)  B  =  ls-  A. 

Das  Amslersche  Polar- Planimeter  setzt  sich  nun  aus  dem 
beschriebenen  Stabe  l  oder  J.JB  und  einem  daran  in  A  auge- 
knüpften, ebenfalls  zur  Zeichenebene  parallel  geführten  Stabe  A  C 
zusammen,  der  in  A  mittels  eines  Gelenkes  vollständig  gegen- 
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über  l  drehbar  ist.  Der  Endpunkt  oder  Pol  C  trägt  einen  Stift 
und  wird  mittels  des  Stiftes  auf  der  Ebene  festgehalten,  siehe 
Fig.  39,  während  man  den  Endpunkt  B  eine  geschlossene 
Kurve  ß  beschreiben  läßt.  Dabei  wird  die  Lage  von  G  außerhalb 
ß  so  gewählt,  daß  der  Endpunkt  A  nur  hin-  und  hergehende 
Bewegungen  um  C  ausführt,  ohne  eine  volle  Umkreisung 
um  C  zu  machen.  Die  Kurve  a,  die  A  be- 
schreibt, ist  dann  ein  Kreisbogen,  dessen  Teile 
aber  einmal  im  einen,  dann  im  anderen  Sinne 
beschrieben  werden,  so  daß  der  Kreisbogen 
als  eine  geschlossene  (doppelt  zu  denkende) 
Kurve  aufzufassen  ist,  deren  Flächeninhalt 
A  =  0  ist.  Aus  (4)  folgt  nun  noch  ein- 
facher: 

(5)  B  =  Is, 

d.  h.    die   Fläche    B    der    umfahrenen    ge- 
schlossenen Kurve  ß  ist  gleich  der  Länge  l 
des  Stabes  AB,  multipliziert  mit  dem  Gesamthogen  s,  den  ein  Punkt 
auf  dem  Umfange  der  Kreisscheihe  S  negcn  der  Reibung  zurücliegt. 

Beim  Planimeter  ist  an  der  Kreisscheibe  S  eine  Vorrichtung 
angebracht,  mittels  deren  man  nicht  den  Bogen  s,  sondern 
sein  Produkt  mit  /,  also  direkt  die  Größe  der  umfahrenen  Fläche 
B  ablesen  kann. 

Zu  dieser  Entwicklung  der  Theorie  des  Planimeters  ist 
noch  hinzuzufügen:  Wir  haben  von  kinematischen  Vorstellungen 
Gebrauch  gemacht,  nämlich  bei  der  Untersuchung  der  Drehung 
der  Kreisscheibe.  Es  leuchtet  ein,  daß  wir  auf  die  genaue  Be- 
gründung dieser  Vorstellungen  hier  nicht  eingehen  können. 

§  3.  Rektifikation  tou  Kurven. 

542.  Definition  der  Bogenlänge  einer  ebenen 
Kurve.  Die  Berechnung  der  Bogenlänge  einer  Kurve  heißt 
ihre  Eeliifdcation  (vgl.  Nr.  202),  Schon  in  Nr.  19o  haben  wir 
von  der  Bogenlänge  einer  ebenen  Kurve  gesprochen  und  eine 
Formel  für  ihr  Differential  abgeleitet,  die  wir  anwanden,  um  für 
eine  Reihe  von  ebenen  Kurven  die  Rektifikation  auszuführen^ 
vgl.    z.    B.    Nr.    224.     Wir   hoben   jedoch    schon    in    Nr.    193. 
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hervor:  Alle  diese  Ergebnisse  waren  noch  nicht  genügend  be- 
gründet, weil  wir  noch  keine  scharfe  Definition  für  die  Bogen- 
länge geben  konnten  und  uns  vielmehr  mit  der  landläufigen 
Vorstellung  davon  begnügten,  um  nicht  jene  einfachen  Rektifika- 
tionen zu  lange  aufschieben  zu  müssen. 

Es  liegt  uns  daher  jetzt  ob,  die  Bogenlänge  einer  ebenen  Kurve 
exakt  zu  definieren  und  alsdann  zu  zeigen,  daß  die  grundlegende 
Formel  (2)  in  Xr.  103  für  das  Differential  der  Bogenlänge 
aus  der  Definition  folgt.  Ist  dies  geschehen,  so  müssen  wir 
noch  eine  zweite  Lücke  ausfüllen:  In  Nr.  193  haben  wir  näm- 
lich bemerkt,  daß  wir  in  der  Integralrechnung  zeigen  werden, 
daß  das  Verhältnis  eines  Bogens  zu  seiner  Sehne  den  Grenz- 
wert Eins  hat,  falls  der  Bogen  oder  die  Sehne  nach  Xull  strebt. 
Auch  dies  ist  mithin  noch  zu  beweisen. 

Wir  gehen  von  den  in  Nummer  193  schon  formulierten 
Voraussetzungen  aus: 

In  rechtwinkligen  Koordinaten  sei   eine  Kurve   durch   die 
Funktion 
(1)  y  =  fXx) 

gegeben,  die  in  dem  hetracldeten  Intervalle  nehst  ihrer  ersten  Ab- 
leitung f"  (x)  stetig  sei.    Hier  also  verlangen  wir  auch  die  Existenz 

einer  stetigen  Ableitung,  was 
bei  den  Quadraturen  nicht  nötig 
war  (vgl.  Nr.  404  u.  f  j. 

Insbesondere  sollen  die  ge- 
machten Voraussetzungen  in 
dem  Intervalle  von  Xq  bis  X 
gelten,  so  daß  zu  dem  zu- 
gehörigen Intervalle  AB  der 
Abszissenachse,  siehe  Fig.  40, 
ein  Stück  CIJ  der  Kurve  gehört.  Wie  in  Nr.  -404  teilen  wir  das 
Intervall  AB  in  n  beliebig  große  Teile,  indem  wir  Punkte 
Pj,  P2,  P3,  ...  P,j_i  einschalten  und  die  zugehörigen  Punkte 
il/i,  M^,  J/g,  . . .  -3^„_i  der  Kurve  ins  Auge  fassen.  Alsdann  kon- 
struieren wir  das  Sehnenpolygon  CM^M^M^  .  .  .  M^_^D.  Unter 
der  Länge  dieses  Sehnenpolygons  verstehen  wir  die  Summe 
der  Längen  aller  einzelnen  Sehnen  CM^,  31^31.2,  .  .  .  3I^^_iD. 
54S] 


Fig.  40. 


§  3.    Rektifikation  von  Kurven.  289 

Wir  setzen  X  >  ^^  voraus  und  bringen  alle  diese  Längen  positiv 
in  Rechnung.  Nun  behaupten  wir,  daß  die  Länge  des  Sehnen- 
polygons einen  und  nur  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert 
hat,  wenn  aJle  Teilintervalle  ÄP^,  P^P^,  ...  P„_iB  nach 
Null  streben  und  dementsprechend  ihre  Anzahl  n  über  jede 
Zahl  wächst.  Ist  dies  bewiesen,  so  nennen  wir  den  Grenzwerf 
die  Bogenlänge  s  der  Kurve  von  C  bis  D  oder  im  Intervalle 
von  Xq  bis  X^  a^. 

Ein  beliebiger  der  Teilpunkte  31^  der  Kurve  habe  die 
Koordinaten  x,  y,  und  es  seien  x  +  ^x,y  -\-  zjy  die  Koordinaten 
des  folgenden  Teilpunktes  M^^^^.  Die  Sehiie  3/^.3/^.^1  l^at 
alsdann  die  Länge: 

wobei  auch  die  zweite  Wurzel  positiv  ist,  da  ^x  >  0  i.^t 
(wegen  X  >  Xq).  Aus  dem  Mittel wertsatze  3  von  Nr.  28  folgt 
nun  nach  (1): 

wobei   e  ein  positiver  echter  Bruch  ist.     Demnach  kommt: 
(2)  M,3I,^,  =  zlxyi  +  [r{x  +  e^x)f. 

Da  fix)  im  Intervalle  von  Xq  bis  X  stetig  ist,  also  auch  die 
Quadratwurzel  aus  1  -}-  [f'{x)]-,  so  können  wir  ^x  nach 
Satz  3,  Nr.  20,  so  klein  wählen,  daß  die  in  (2)  auftretende 
Quadratwurzel  von  dieser  Wurzel  um  weniger  als  eine  vor- 
gegebene beliebig  kleine  positive  Zahl  6  abweicht.  Bilden  wir 
die  Gesamtlänge 

des  Sehnenpolygons,  so  folgt,  daß  S  von  der  Summe 

(3)  ^yT+[7>)p^^ 

um  weniger  als  a^zlx  abwe/cJd,  d.  lt.  um  weniger  als  a(X  —  x^). 
Wenn  wir 

VTTWlxJY  =  F(x) 

setzen  und   die  Abszissen  von  Ä,   P^,   P,,   ...   P^_^    mit  x 

^17  ^2;  •  •  •  ^„-1  bezeichnen,  so  hat  die  Summe  (3)  ausführlich 
geschrieben  die  Form: 

Fix,)(x,  -  X,)  +  F(x,)(x,  -  äO  +  •  •  •  -^  F{x„_,){X  -  x,,_,). 

Serret,  DiS.- u.  Integral-Kechnung.    II.    3.  Aofl.  19  ["'4.2 
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Nach  Nr.  410  ist  mithin  ihr  Grenzwert,  falls  alle  Differenzen 
^x  oder  x^  — x^,  x^  —  x^,  ...  X  —  x^^_^  nach  Null  streben 
und  dementsprechend  ii  über  jede  Zahl  wächst,  gleich  dem 
bestimmten  Integrale: 

A  X 

lF{x)dx     oder      iYr^fTx)fdx. 

Nun  aber  erreichen  wir  diesen  Grenzübergang,  wenn  wir 
die  positive  Zahl  6  immer  kleiner  wählen,  wobei  auch  6(X  —  Xq) 
nach  Null  strebt,  wenn  X  ~  x^  endhch  ist.    Also  ergibt  sich: 

X 

(4)  lim  S  =  fyi  +  [f'iijfdx. 

Xg 

Dieselbe  Schlußfolgerung  können  wir  unter  der  Annahme 
.Tq  >  X  machen.  Da  wir  alsdann  nach  der  Festsetzung  in 
Nr.  169  die  Kurve  von  C  bis  D  im  negativen  Sinne  durch- 
laufen, werden  Avir  dann  alle  Sehnen  mit  dem  Minuszeichen 
versehen.  Weil  zJx  jetzt  negativ  ist,  ist  die  Wurzel  in  (2) 
nach  wie  vor  positiv  zu  wählen,  mithin  auch  die  in  (4). 

Wir  haben  somit  den 

Satz  2:  Ist  eine  Kurve  in  einem  endlichen  Intervalle  von 
Xq  bis  X  durch  eine  Funldion  y  =  f{x)  mit  einer  stetigen  Ab- 
leitung f'(x)  gegeben,  so  haben  die  Längen  aller  dir  Kurve  von 
der  Stelle  Xq  bis  zur  Stelle  X  eingeschriebenen  Selinenpolygone 
den  bestimmten  endlichen  GrenztveH 


JVT^^^WWdx, 


falls  alle  Sehnenlängen  einzeln  nach  Null  streben  und  dement- 
sprechend ihre  Anzahl  über  jede  Zahl  tvächst.  Werden  die 
Sehnenlängen  positiv  oder  negativ  gerechnet,  je  naclidem  Xq  <.  X 
oder  Xq^  X  ist,  so  ist  die  Quadratwurzel  stets  positiv  anzunehmen. 
Das  Vorhergehende  liefert  uns  also,  falls  die  obere  Grenze 
X  willkürlich  gelassen  und  daher  mit  x  bezeichnet  wird,  die 
Bogenlänge 

(5)  s==Jyi+[f'{x)Jdx 
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der  Kurve  von  Xq  bis  x.  Diese  Bogenlänge  s  ist  eine  Funktion 
von  X  und  hat  die  Ableitung: 

Hiermit  ist  die  Formel  (1)  von  Nr.  193  exakt  bewiesen. 

543.    Definition  der  Bogenläng^e  einer  Raumkurve. 

Genau  dasselbe  Schlußverfahreu  läßt  sich  anwenden,  Avenn  eine 
ebene   Kurve   mittels   einer  Hilfsveränderliehen  t  in  der  Form 

gegeben  ist,  wobei  ^  und  il'  im  Intervalle  von  ^^  bis  T  stetige 
Ableitungen  haben  sollen.  Wir  wollen  dies  aber  sogleich  ver- 
allgemeinern, nämlich  eine  Baumlurvt: 

(1)  x  =  (p{t),        y  =  x{i),        z  =  tp{t) 

ins  Auge  fassen  (vgl.  Nr.  251).  Dabei  sollen  (p,  x^  t  im 
Intervalle  von  t^  bis  T  stetige  Ableitungen  haben. 

Gehören  nämlich  zu  f^  und  T  die  Endpunkte  C  und  D 
eines  Kurvenbogens,  so  schalten  wir  von  ^q  bis  T  beliebige 
w—  1  Zwischenwerte  t^,  t^,  ...  ^„_i  ein,  zu  denen  wie  in  der 
früheren  Figur  40,  S.  288,  «  —  1  Kurvenpunkte  M^,  M^,  ... 
-^n-\  geboren,  die  wir  aufeinanderfolgend  durch  Sehnen  ver- 
binden. Wenn  allgemein  /  einer  der  Werte,  etwa  für  Mj.,  ist 
und  zum  nächsten  Punkte  M^^^^  der  Wert  t  -\-  ^t  gehört,  so 
ist  die  Länge  der  Polygonseite 


(2)  u,M,,,-Yj^^+jw+2-.^-jty{^f;f + i^j;f + p^, 

wo  die  Wurzeln  positiv  sein  sollen,  also  M,.M^_^^  positiv  oder 
negativ  gerechnet  wird,  je  nachdem  t^K,  T  oder  t^^  T  ist, 
was  mit  der  Festsetzung  in  Nr.  252  über  den  Fortschreitungs- 
sinn  der  Kurven  in  Einklang  steht.  Dabei  bedeuten  natürlich 
^x,  z/</,  aIz  die  Zunahmen  der  Koordinaten  x,  y,  z^  wenn  wir 
vom  Punkte  M^  zum  Punkte  M^^^  übergehen.  Nach  dem 
Mittelwertsatze  3  von  Nr.  28  ist  nun 
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wo  6^  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet,  und  analog 

WO    auch    Ö2    und    6.^    positive    echte    Brüche    sind.      Aus    der 
Stetigkeit  von 

(3)  VlFWTWWTWW 

folgt,    daß  wir   [zlt\    so  klein  wählen  können,  daß  die  in  (2) 
auftretende  Wurzel,  nämlich 


von  der  Wurzel  (3)  um  weniger  als  eine  beliebig  kleine  vor- 
gegebene positive  Zahl  6  abweicht.   Dann  aber  weicht  die  Summe 

aller  Polygonseiten  von  der  Summe 

um  weniger  als  G^^t,  d.  h.  als  a(T—t^  ab.  Somit  gibt 
der  Grenzübergang  zu  lim  (J  =  0,  wobei  lim  zlt=  0  ist,  daß  >S' 
den  Grenzwert 

T 

hat.     Es  gilt  also  der 

Satz  3:  Ist  eine  RmimJciirve  in  einem  endliclten  Intervalle 

von  t^  bis  T  mittels  einer  Hilfsveränderlichen  t  durch  die  drei 
Funktionen : 


x  =  (p{t),       y  =  x(t),       z  =  i!ii 


gegeben,  die  stetige  Ableitungen  (p'{t),  x'i^)?  ^'(0  J'Ciben,  und 
irerden  zivischen  tQ  und  T  beliebige  n  —  \  ZwiscJiemcerte  t^, 
^■2-  ••}  K-\  eingeschaltet,  so  daß  zu  Iq,  t^,  t.^,  ...  ^„_i,  T  auf- 
einanderfolgende Kurvenpunlte  gehören,  die  durch  ein  Sehnen- 
polygon verbunden  werden  können,  so  hat  die  Länge  des  Polygons, 
falls  alle  Seiten  des  Polygons  nach  Niäl  streben  und  dement- 
sjn-ecliend  ihre  Anzahl  n  über  jede  Zahl  iväclist,  den  bestimmten 
endlichen  Grenzwert 

T 

fvwjw+ww+wmdt. 
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Werden  die  Längen  der  Polygonseiten  positiv  oder  negativ  ge- 
rechnet, je  nachdem  t^  <C  T  oder  t^^  T  ist.  so  ist  die  Quadrat- 
wurzel stets  positiv. 

Der  so  gefundene  Grenzwert  beißt  die  Bogenlänge  der 
Kurve  von  Iq  bis  T. 

Wieder  folgt  hieraus  sofort  die  Ricbtigkeit  der  Formel  (o) 
von  Nr.  257  für  den  Differentialquotienten  der  zum  Intervalle 
von  t^  bis  t  gehörigen  Bogenlänge  s,  nämlich: 


(^)        ät-y{-dt)  +u)  +u)- 

Insbesondere  kommen  wir  bei  der  Annahme,  daß  ;3  =  il)(t)  =  () 
sei,  zur  Bogenlänge  der  ebenen  Kurve,  womit  dann  auch  die 
letzten  Formeln   (3)   und  ('4)  in  Nr.  193  exakt  bewiesen  sind. 

Da  wir  die  Bogenlänge  als  Grenzwert  der  Länge  des 
Sehnenpolygons  definiert  haben,  so  folgt  ohne  weiteres,  daß 
wir  bei  ein  und  derselben  Kurve  für  ein  bestimmtes  Stück 
stets  dieselbe  Bogenlänge  erhalten,  in  welcher  Weise  wir  auch 
analytisch  die  Kurve  geben.     Z.  B.  wollen  wir  in  (1)  vermöge 

(5)  r  =  o,(0 

eine  neue  Hilfsveränderliche  t  einführen,  die  so  beschaffen  ist, 
daß  erstens  r  von  t  =  t^  bis  t  =  T  eine  beständig  wach.sende 
oder  abnehmende  stetige  Funktion  von  t  mit  einer  stetigen  Ab- 
leitung ist,  die  etwa  für  f^  und  T  die  Werte  t^,  und  T  hat. 
Zweitens  soll  umgekehrt  vermöge  (5)  auch  t  als  eine  solche 
stetige  Funktion  von  r  im  Intervalle  von  Tq  bis  T  definiert 
sein,  die  eine  stetige  Ableitung  hat.  Alsdann  gehe  die  Dar- 
stellung (1)  der  Kurve  in  diese  über: 

X  =  <P(t),         y  =  X{t),         z  =  W{x). 

Nun  folgt  aus  dem  Vorhergehenden,  daß 

T 
s  =Jy[0'{r)f  +  [r{t)f  +  [W'{r)fdt 

auch  direkt  aus 


=fv[9>'m 


i-[x'{iW+[^'{t)fdt 
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hervorgeht,  wenn  wir  hierin  vermöge  (5)  die  neue  Veränder- 
liche T  einführen. 

Allerdings  gilt  dies  nicht  stets  auch  für  das  Vorzeichen, 
vielmehr  nur  dann,  vs^enn  r  mit  t  beständig  wächst.  Andern- 
falls ist  das  Vorzeichen  zu  ändern. 

Man  drückt  dies  Ergebnis  auch  so  aus:  Die  Bodenlange 
ist  —  abgesehen  von  ihrem  Vorzeichen  —  ein  Begriff,  der  gegen- 
über der  Einführung  einer  neuen  unabhängigen  Veränderlichen 
invariant  ist. 

544.  Grenzwert  des  Verhältnisses  des  Bogens 
zur  Sehne.  Wie  wir  in  Nr.  542  ankündigten,  werden  wir 
jetzt  den  Beweis  eines  Satzes  nachholen,  der  in  Nr.  193  und 
Nr.  195  für  ebene  Kurven  und  in  Nr.  257  und  späterhin  für 
Raumkurven  benutzt  wurde. 

Es  werde  die  Kurve: 

x==(p(t),  y  =  x(t)>  ^  =  ^(0 
betrachtet  unter  der  Voraussetzung,  daß  qp,  y,  ^  im  Intervalle 
von  t  bis  t  -\-  ^t  stetige  Ableitungen  haben.  Die  Länge  der 
zu  diesem  Intervalle  gehörigen  Sehne  ist  gleich  der  Quadrat- 
wurzel aus  ^x^  -\-  /ly^  -f  z/^r^,  wenn  ^x,  zJy,  Az  die  Zunahmen 
sind,  die  x,  y,  z  erfahren,  sobald  t  um  zJt  wächst.  Die  zum 
Intervalle  gehörige  Bogenlänge  sei  z/s.     Dann  ist: 

Js 

Bogen  ^s  ^t 

Sehne        ^zfa-*  +  z/y« -f- .^ 


vm'+m'+o' 


woraus  für  lim  z/i  =  0  folgt: 

ds 
Bogen  d t 


Sehne 


l/(")'  +  fö)'  +  (")' 


Aber  nach  (4)  in  Nr.  543  ist  dieser  Bruch  gleich  Eins.    Also  folgt 
Satz  4:  Ist  eine  Kurve 

x=^(p(i),     y  =  xii),    z  =  -il)(t) 

gegeben  und  haben  (p,  i,  p  in  der  Umgebung  eines  WeHes  t 
stetige  Ableitungen,  so  ist  in  dieser  Umgebung  der  Grenzwert  des 
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Verhältnisses  aus  einem  Kurvenhogen  zur  zugehörigen  Sehne  für 
<Jen  Fall,  daß  die  Sehne  nach  Null  strebt,  gleich  Eins. 

545.  Rektifikation  in  Folarkoordinateu.    Ist  in  der 
Ebene  eine  Kurve  mittels  Polarkoordinaten  co,  q  in  der  Form 

gegeben  und  hat  /(co)  in  der  Umgebung  eines  Wertes  co  eine 
stetige  Ableitung,  so  ist  die  Kurve  in  der  Form: 

X  =  Q  cos  o  =  f(ai)  cos  CO,     g  =  q  sin  co  =  /'(w)  sin  a 

mittels  der  Hilfsveränderlichen  w  ausgedrückt.  Dabei  sind  x 
und  g  solche  Funktionen  von  co,  die  in  der  Umgebung  des  be- 
trachteten Wertes  co  ebenfalls  stetige  Ableitungen  haben.  Hieraus 
folgt  ohne  weiteres  nachträglich  die  Richtigkeit  der  in  Nr.  205 
schon  gefundenen  Formeln: 

ds 


(1)      ds-  =  dx-  +  dg'  =  Q'dco'  +  dg',       ^^  =  Yq^  ^  q'\ 

Avobei  die  Quadratwurzel  positiv  ist,  falls  die  Kurve  im  Sinne 
wachsender  Werte  von  co  durchlaufen  wird. 

Ganz  ebenso  ergibt  sich  nachträglich  die  exakte  Herleitung 
<les  in  Nr.  258  für  das  Bogendifferential  ds  in  räumlichen 
Polarkoordinaten  r,  B,  %>  gegebenen  Ausdi-ucks: 

<2)  ds  =  j/rf?- +  r-7/ll^+  r-  siu^T^. 


§  4.   Rektifikatiou  einiger  Kurven  mittels  elliptischer 

Integrale. 

546.  Ellipsen-  und  Hyperbelbogen.  Indem  wir  an 
die  in  Nr.  222  und  Nr.  223  für  die  Bogendifferentiale  crefundenen 
Ausdrücke  erinnern,  sehen  wir: 

Der  Bogen  s^  der  Ellipse: 


(1)  r  =  sin  9P,       tj  ==  y\  —  k^  cos  q) 

mit  der  halben  Hauptachse  1  und  der  halben  Nebenachse  ]/l  —  k', 
d.  h.  mit  der  Exzentrizität  k  <  1,  wird  gegeben  durch: 

(2)  s,^fj,.j,=  fil-u^J'^^, 


[.'544,  .'»45.  54«> 


296 


Kap.  Y.     Quadratui  und  Rektifikation  von  Kurven. 


wenn  wir  wie  in  Nr.  448  unter  z/9:  die  positive  Quadratwurzel 
verstehen: 


(3) 


z/qc  =  yi  —  k^  sin-  cp. 

Dabei  hat  (p   die  aus  Fig.  41 
einleuchtende  Bedeutung,  und  s^ 
ist  der  von  (p  =  0  an  erstreckte 
Bogen  AM  der  Ellipse. 
Bei  der  Hyperbel 

■^ '        '  kyr^k^  sTn^ 

cos  qp  ' 


y 


Fig.  41. 


mit  der  halben  Hauptachse  Je 
und  der  halben  Nebenachse 
]/l  —  Jc^,  d.  h.  mit  der  Exzen- 
trizität 1  :  /.•  >  1,  wird  der 
Bogen  6"^  gegeben  durch: 


(p  (f  ,p 

/'\  /(l — k^)cl(p        -,  c,  I  sin- aidw        ,<,  /rfop     ,    ,  . 


Wir   haben   nämlich   in    den  Formeln   von  Nr 

Wert  VI 


y^^ 


223  für  a  den 
Jc^  zu  setzen. 
Die  Hyperbel  hat  die 
7/-Achse  zur  Hauptachse, 
siehe  Fig.  42.  Der  Winkel 
qp  kann  beliebig  gewählt 
werden,  und  aus  ihm  läßt 
sich,  wie  die  l'igur  schon 
deutlich  orenug  zeigt ,  der 
zugehörige  Kurvenpunkt  3f 
konstruiei'en.  Der  Bogen  5;, 
ist  von  qp  =  0  an  erstreckt, 
d.  h.  der  Bogen  A3I.  Der 
letzte  Summand  in  (5)  ist 
die  Länge  t  der  in  Jf  kon- 
struierten    Tanorente,     ge- 

messen  bis  zum  Fußpunkte  P  des  Lotes  von  0  auf  die  Tangente. 
Nach    §    3    des    2.    Kap.    gehören    die    hier    auftretenden 

546] 
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Integrale  zu  den  elliptischen.  Gerade  der  Umstand,  daß  die 
Bogenlänge  auf  der  Ellipse  durch  ein  solches  Integral  aus- 
gedrückt -wird,  war  ja  der  Anlaß  zur  Bezeichnung  jener  Klasse 
von  Integralen  als  elliptisclie  Integrale  (vgl.  Xr.  440.).  Ins- 
besondere zeigen  die  Formeln  (2)  und  (5),  daß  sich  s^  und  Sj^ 
durch  die  elliptischen  Normalintegrale  erster  und  zweiter  Gattung 
darstellen  lassen,  nämlich  durch  die  Integrale  ?<  und  v  von 
Nr.  448. 

Nach  Legendre  bezeichnet  man  das  elliptische  Normal- 
integral e^'ster  Gattung  mit  F{(f~)  oder  auch,  da  es  außer  von 
<p  noch  vom  Modul  h  abhängt,  mit  i^(/.', qp);  man  setzt  also: 

v 

(6)  ^i^'f)~J%- 

Ferner  benutzte  Legendre  für  dasjenige  elliptische  Integral,  das 
den  Ellipsenbogen  s^  angibt,  die  Bezeichnung  E{(f).  Wollen 
wir  auch  den  auftretenden  Wert  des  Moduls  Ic  kenntlich  machen, 
so  schreiben  wir  E{]\,(p),  also: 

'/' 

(7)  E(Jc,(p)  =  I  zJcpdif. 

u 

Aus  (2)  folgt,  daß  das  elliptische  Normalintegral  zweiter  Gattung 
durch  jP(A-,  (p)  und  E(J:,  cp)  in  der  Form 

(8)  j^?!?  _  J:,_  [f  ,7,  ^)  _  ;;(,,  , ,] 

0 

darstellbar  ist.  Aus  (2)  und  (5)  ergeben  sich  die  Werte  des 
Ellipsen-  und  Hyperbelbogens  in  den  neuen  Bezeichnungen  so: 

(9)  s^  =  E{h,  <p),   s,  =  (1  -  r-)Fa;  cp)  -  E(k,  9.)  +  tg  9:  •  z/,^. 

547.  Beiheneutwickluugen  für  F(h',  9:)  und  E(^/,;  <f^. 

In  Nr.  446  haben  wir  die  Normalintegrale  erster  und  zweiter 
Gattung  in  Reihen  entwickelt.  Machen  wir  darin  wie  in- 
Nr.  448  die  Substitution  x  =  sinqp,  so  gehen  Reihen  hervor,, 
mittels  derer  F{Jc,  cp)  und  E[k,  9?)  darstellbar  sind.  Aber  ebenso' 
bequem  ist  es,  diese  Darstellungen  direkt  abzuleiten. 
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Nach  der  Binomialformel  (4)  in  Nr.   125  ist  nämlich: 
i  _  1  +  -p- sin> ,.  +  l  -l  l- sin' ,p  +  ilf^J  I.-' sin« ,p  +  ■  ■  ■ , 

zJ(p  =  1  —  il'^  sin-  (p  —  ,,    ,  1^  sin*  (f  —  ^.— ^  ^^ sin®  q)  —  ■  ■  ■ 

und  zwar  konvergieren  diese  Reihen,  da  sie  Potenzreihen  von 
Ä"  sin^  (f)  sind  und  A;^  <  1  ist,  für  jeden  Wert  von  cp  gleichmäßig 
(vgl.  Ni-.  428).  Nach  Satz  2Q  von  Nr.  426  dürfen  wir  sie 
gliedweise  integrieren.     So  ergibt  sich: 

T  ?  % 

F(l;fp)  ^(p  +  n'j  sin' cpd(p^l~k'l  sin' cp d cp i-l^Hk^J  sin'ipdtp 

0  0^  0 

(p  <p  w 

E{l;(p)  =  (p—lJr  I  sin' tp dtp— ^-rk'  1  ain'cpdg)—^-^Jc^  j  ain^cpdcp 

0  0  0 

Die  hierin  auftretenden  Integrale  lassen  sich  nach  Nr.  459 
berechnen. 

Ist    in.sbesondere   g)=|;r,    so   entnehmen  wir  aus   (4)   in 
Nr.  477: 

1  •  3  •  5  •  ■    (2«  — li     n 


+  • 


/ 


sm-'cpdcp==         2.4.6.2«  2' 

SO  dfiß  sich  ergibt: 

Nach  (9)  in  voriger  Nummer  ist  E{Ji,\7c)  die  Länge  des 
EUipsenquadranteu  mit  der  halben  großen  Achse  1  und  der 
Exzentrizität  li. 

Die  Werte  F{l;,\n)  und  Eile,  In)  bezeichnet  man  auch 
mit  J\(A-)  und  E^{h)'. 

(3)  F^  (V)  =  F{h;  l  n) ,     E,  (k)  =  Eik,  |  tt  ). 

548.    Transformation   des  Moduls  A'  von  F{k,  (f). 

Wenn  wir  wie  bisher  unter  k  eine  Zahl  zwischen  0  und  1  und 
unter  ziep  die  positive  Quadratwurzel  aus  1 — Ar^sin^qp  ver- 
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stehen,  so  gibt  es  einen  Winkel  (p^,  der  den  beiden  Gleichungen 
genügt: 

(1)  sin  (2qPj  —  (f')  =  k  sin  ^,     cos  (2(p^  —  qp)  =  ^fcp, 

weil  die  Summe  der  Quadrate  ihrer  rechten  Seiten  gleich  Eins 
ist.  Dabei  ist  9)^  eine  stetige  Funktion  von  q)  und  verschwindet 
mit  (p,  denn  wir  können,  weil  z/qp  >  0  ist,  vorschreiben,  daß 
2(p^  —  (p  sicisclien  —  ^tc  und  -^  \^  liege.  Variiert  93  von  0 
bis  -f  00,  so  gilt  dasselbe  von  g:^,  ebenso  wenn  cp  von  0  bis 
—  00  variiert.  Wird  umgekehrt  (p^  gegeben,  so  gibt  es  also, 
wenn  wir  vorschreiben,  daß  2^,  —  qp  zwischen  —  ^tc  und 
-\-  \7t  liegen  soll,  auch  nur  einen  zugehörigen  Winkel  cp.  Es 
ist  daher  auch  (p  eine  stetige  Funktion  von  qpj.  Insbesondere 
gehört  zxx  (p  =  7C  der  Wert  qpi  =  i^- 

Multiplizieren  wir  die  Gleichungen  (1)  mit  — sin(jp  und 
cos  (p  oder  mit  cos  qp  und  sin  qp  und  addieren  sie  alsdann 
jedesmal,  so  kommt: 

cos  2  ^j  =  cos  (pzJcp  —  l-  sin-  ^ ,     sin  2qpi  =  sin  qp  (/."  cos  g)  -\-  Jcp). 

Hieraus  folgt  weiter: 

r  2sin'qpj  =  1  -j-  k  sin' cp  —  cosgjz/gj, 

(2)  2  sin  qpj  cos  qp^  =  sin  «jp  (Ä'  cos  g)  -j-  zl(p), 

I  2cos^^^  =  1  —  Ä;8in^95  +  COS9JZ/91. 

Ferner  ist  nach  der  ersten  Gleichung  (1): 

/Q\  I.  sin2qpj 

(o)  tg  op  =  j    , ^  — 

^   -'  '^  ^        Ä:  -f  cos  2  qpj 

und 

(4)  tgl9-«)Pi)  =  i^;ttgqPi. 

Setzen  wir  nun 

2)/¥ 


<5)  l\  =  j-^^. ,     z/j  (f,  =  ]/l  -  l\^  sin^  (jpj , 

wo    beide    Wurzeln   positiv    sein    sollen,    so    liefert    die    erste 
Oleichung  (2): 

K«Pi)  =  ( — i^fy— j  ■ 

!N^un  ist  aber 

(z/9)2  -  V'  cos2  9?  =  1  -  F  >  0, 
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SO  daß  also,  weil  z/g:  >  0  ist,  der  Ausdruck  Jccoscp  -\-  zlq)  stets 
positiv  ist.     Mithin  ergibt  sich: 

k  cos  qp  -j-  z/qp 


(6)  ^,  cp, 


i  +  A- 


Setzen  wir  den  hieraus  folgenden  Wert  von  Je  cos  (p -{- zi (p  in 
die  zweite  Gleichung  (2)  ein,  so  geht  eine  Formel  für  sin  q) 
hervor.  Aus  ( 3)  können  wir  darauf  auch  cos  qp  berechnen. 
Die  letzte  Gleichung  liefert  uns  schließlich  auch  zJq)     So  kommt: 


(7) 


„    .  1  —  .".    7  Sin^  qp, 

2  sm  qp,  cos  qp,  14-« 

sm  W  =    ...    ,    ;'    .          ,  COS  9)  = 

z/9)  =  - 


Differentiation  der  ersten  Gleichung  (1)  gibt  mit  Rück- 
sicht auf  die  zweite: 

2  <i  qpj  rf  qp 

k  COS  cp  -{-  ^(p         J(p 

oder  nach  (6): 

'^   ^  z/i9)i  2      ^gj" 

Weil  (jPj  mit  qp  verschwindet,  folgt  hieraus: 

z/^qpj  2     J  z/(p" 

0  0 

Benutzen  wir  die  in. Nr.  546  eingeführte  Bezeichnung  (6),   so 
gibt  (9)  die  von  Legendre  aufgestellte  Transformationsgleichung: 

(10)  KA,9:)  =  '4^'K/.-,9.). 

Dabei    bestehen    zwischen    (p    und    cp^    die    Beziehungen    (1), 
während  A'^  den  in  (5)  angegebenen  Wert  hat. 

Vermöge  dieser  Formel  wird  ein  elliptisches  Normal- 
integral erster  Gattung  durch  ein  elliptisches  Normalintegrai 
erster  Gattung  mit  anderem  Modul  ausgedrückt. 

Insbesondere  setzen  wir  noch  (p  =  x.     Da 

1  - 
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ist  und  (p^  für  (f  =  tc  den  Wert  ~tc  hat,  so  liefert  (10): 

(11)  F{J:„\:t)  =  {\+1^)Fih,U) 

oder,   wenn   wir   die   Bezeichnungen    (3)   in  Nr.  547    benutzen: 

(12)  F,{l;)  =  (}-\-m.(J^)- 

549.  Reduktion  von  F{h;  <p).  Indem  wir  die  Trans- 
formationsgleichung (10)  wiederholt  benutzen,  können  wir  ein 
elliptisches  Normalintegral  erster  Gattung  auf  ein  anderes 
zurückführen,  dessen  Modul  der  Null  oder  der  Eins  beliebig 
nahe  kommt.  Zwischen  Je  und  l\  besteht  nämlich  die  Be- 
ziehung 

2y}c 

aus  der  folgt 

1  —  k 


(1)  h 


l-j-k' 


wo  die  Wurzel  positiv  ist,  weil  k  zwischen  0  und  1  liep-t. 
Demnach  ergibt  sich  die  positive  Wurzel: 

i  +  yi-fc,*^  ' 

Wenn  wir  nun  in  der  Rehirsionsformel 

•2vT 

(2)  *■.-..  =  Tri.-. 

worin  Yk-  positiv  sein  soll,  für  i  alle  positiven  und  negativen 
ganzen  Zahlen  setzen,  indem  wir  unter  l^  den  Modul  /,•  selbst 
verstehen,  so  können  wir  eine  beiderseits  endlose  Zahlenreihe 
bilden: 

(3)  ...  /.■_2,  k_i,  l,  l\,  A'a,  .  .  . 

in  der  für  positiven  Index  i  aus  /i",  >  ]/Ay_i  folgt: 

dagegen  für  negativen  Index  /  aus  Ä-_,<F_,^.i  folgt: 


Hieraus  ergibt  sich 


lim/c.  =  1,         limÄ_.  =  0. 

'  =  +  »  I  =  -(-  oo 


[548,  549 


302  Kap.  V.     Quadratur  und  Rektifikation  von  Kurven. 

Die  Zahlenreihe  (3)  erstreckt  sieh  also  von  Null  bis  Eins. 
Wählt  man  i  hinreichend  groß,  so  wird  k_.  beliebig  Avenig 
größer  als  Null  und  Jc-  beliebig  wenig  kleiner  als  Eins. 

Da  nun  nach  (lOj  in  voriger  Nummer  allgemein  für  jedes 
ganzzahlige  positive  oder  negative  / 

(4)  F{k,_,,,<p,^,)  =  '^\^FiJ:,,<p;) 

ist,  wenn  wir  außer  der  Rekursionsformel  (2)  noch  analog  den 
Formeln  (1)  von  Nr.  548  festsetzen,  daß 

J  sin  (29.^1  -  9),)  =  /.-,  sin  cp.,     cos  {2(p.^^  -  cp.)  =  J,cp,, 

^""^   \  ^,'3r,  =  yi-/.-,2sin>, 

sein  und  29:^^^  —  tp^  zwischen  — l^t  und  +  ^rr  liegen  soll^ 
so  erkennen  wir,  daß  sich  jedes  elliptische  Normalintegral  erster 
Gattung  F{1;  (p)  durch  ein  anderes  F{Jc_^,  (p_^)  oder  F {]:.■,  cp^} 
ausdrücken  läßt,  in  dem  der  Modul  k_^  beliebig  wenig  von  Null 
hzw.  der  Modul  k^  beliebig  tvenig  von  Eins  abweicht. 

Wenden  wir  dies  Ergebnis   z.  B.  auf  F{k,  \7c)   oder  also 
auf  F.^(k)  an,  so  folgt  aus  (12)  in  voriger  Nummer: 

(6)  F,qc,^^  =  i>+h)F,(k:), 

mithin: 
F,(k)=^{l  +  k_,)F,{k_,) 

==(l  +  k_,)(l+k_,)F,ik_,) 


=  (1  +  k_,)il  +  k_,){l  +  k_,)  •  •  •  (1  +  k_,)F,ik_,). 
Weil  nun  k_^  für  limi  =  -f  00  nach  Null  und  folglich 


1 


^''^-^=/Fm 


sin'  cp 
Ö 

nach  ^jt  strebt,    so   geht    die    folgende    bemerkenswerte    Ent- 
wicklung von  F\{k)  in  ein  unendliches  Produkt  hervor: 

(7)  F,{k)  =  f  jr(l  +  k_,){l  +  k_,)(l  +  k_,)  •  •  •. 

Die  gewonnene  Reduktion  eines  elliptischen  Normalintegrals 
erster  Gattung  auf  ein  solches,  dessen  Modul  beliebig  wenig 
größer  als  Null  ist,  gestattet  uns  nach  (2)  in  Nr.  547  die 
549] 
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Entwicklung  von  F(f:,  (p)  in  eine  unendliche  Reihe,  in  der 
ätatt  der  Potenzen  von  /.•  Potenzen  eines  Moduls  stehen,  der 
so  wenig  von  Null  abweicht,  als  man  will,  so  daß  wir  zu 
einer  schnell  konvergierenden  Reihe  gelangen. 

550.  Reduktion  von  E(k,  (f).  Aus  der  Gleichung  (8) 
von  Nr.  548  folgt  durch  Multiplikation  mit  sin^^j  und  An- 
wendung der  ersten  Gleichung  (2)  von  Nr.  548: 

sin*  qp,  (Zop,        ^  t /-,    ,    tx  sin*qprfqp    ,    ,.,     ,    t.  dcp        i    ..     ,    7\  , 

^^-  =  iHl  -t-  k)  —^  +  i(l  +  /O  Jl  -  i(l  +  /.)  COS^^rfqp 

und  hieraus  durch  Integration: 

0  0 

—  \{\  4-  Ä;)sin9?, 

also   nach   (8)   in  Nr.  546  mit  Rücksicht  auf  (5)  und  (10)  in 

Nr.  548: 

(1)     [\  +  h)E{k„  <p,)  =  E{k,  q>)  -  "^"Vcä-  cp)  +  Isincp. 

Da  /i  <  /.j^  ist,  so  zeigt  diese  Formel,  daß  sich  auch 
E(Jc^,  g)^)  auf  elliptische  Integrale  reduzieren  läßt,  in  denen 
der  Modul  Je  näher  bei  Null  liegt,  und  durch  wiederholte  An- 
wendung dieser  Reduktion  läßt  sich  der  Wert  des  Moduls  be- 
liebig nahe  an  Null  heranbringen. 

551.  Die  Landensche  Transformation.  Die  zuletzt 
abgeleitete  Formel  (1 )  hat  eine  merkwürdige  geometrische  Be- 
deutung. Aus  ihr  folgt  nämlich  nach  (9)  in  Nr.  546,  wenn  s^ 
und  s^  wie  in  Nr.  546  den  Ellipsen-  und  Hj^perbelbogen  be- 
zeichnen und  iv,  und  S/,^  die  entsprechende  Bedeutung  bei  der- 
jenigen Ellipse  bzw.  Hyperbel  haben,  bei  der  k  durch  l\  und 
(f  durch  (p^  ersetzt  ist: 

(1)  ^A  =  s«  —  2  (1  -i-  k)  Se^  -\-2k  sin  ^  +  tg  (p  z/9;. 

Jeder  Hyperhelhogen  läßt  sich  also  durch  zwei  Ellipsenbogeu 
ausdrücken.  Man  kann  aus  den  entwickelten  Gleichungen  auch 
leicht  erkennen,  daß  sich  jeder  Ellipse iihogen  durch  zwei  Hyperbel- 
hogen  ausdrücken  läßt. 
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Diese  Beziehuncren  wurden  vor  der  Entwicklung  einer 
eigentlichen  Theorie  der  elliptischen  Integrale  schon  von  Landen 
gefunden  und  sind  unter  dem  Namen  der  Landenschen  Trans- 
formation bekannt.  Andere  hierhergehörende  Sätze  fanden 
Fagnano,  Eider  und  schließlich  Legendre. 

552.  Eine  Beziehung  zwischen  den  Umfangen 
dreier  Ellipsen.  Wir  wollen  hier  noch  ein  von  Legendre 
herrührendes  Ergebnis  ableiten:  Wird  in  (1),  Nr.  550,  qp  =  ;r,. 
also  9?i  =  V  7f  (vgl.  Nr.  548)  gesetzt,  so  kommt: 

(1)  [l  +  h)  E,  (Je,)  =  2E,  (k)  -  (1  -  A:2)  F,  (k). 

Gehen  wir  von  den  elliptischen  Integralen,  die  zu  k  und  k, 
gehören,  zu  den  beiden  zurück,  die  zu  k_,  und  k  gehören  (vgl. 
Nr.  549),  so  kommt  ebenso: 

(1  +  /■_,)  E,  ün  =  2E,  (/.•_,)  -  (1  -  k_,^)  F,  (/.•_,). 
Da  aber  nach  (6)  und  (2)  in  Nr.  549 

F,  (/,■  ,)  =  -^^ ,     /,■  ,  _  ^-t'-;,VLrJ: 

ist,  so  geht  die  letzte  Gleichung  über  in: 

yr^'  E,  (k) = yi^^'  ( 1 + yv^c')  e,  (/,•_  j  -  (i  -  f)  f,  (k) . 

Durch  Subtraktion  dieser  Gleichung  von  (1)  fällt  F,  (k)  heraus, 
und  es  bleibt: 

(2)  i/T- P  (1  +  yT^T')E,  {k_,)  +  (1  +  k)  E,  (k,) 

=  (2  +  yr3F).E,(Z:). 

Es  sind  aber  E,(k_-^),  Ey(k)  und  E^ik,)  die  Längen  der 
Quadranten  dreier  Ellipsen,  mit  der  großen  Halbachse  Eins 
und  den  Exzentrizitäten  k_,,  k  und  k,,  nach  Nr.  547.  Also 
enthält  die  Gleichung  (2)  einen  Satz  über  die  Umfange  dieser 
drei  Ellipsen. 

Wenn  wir  mittels  der  Rekursionsformel  (2)  von  Nr.  549 
die  nach  beiden  Seiten  endlose  Zahlenreihe  •  •  •  k_^,  k_^,  k,  ky, 
7, 2,  •  •  •  bilden  und  mit  Uj  den  Umfang  derjenigen  Ellipse  be- 
zeichnen, deren  große  Halbachse  gleich  Eins  und  deren  Exzen- 
trizität gleich  A"j.  ist,  so  gilt  analog  (2)  die  Beziehung: 

(3)  yr^T;^(i+|/rr^7)fr._^+(i+/,-)C7,^,=(2+/r="A7)c7;.. 
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553.  Rektifikation  der  Lemniskate.  Diese  Kurve 
hat  in  Polarkoordinaten  o),  q  nach  dem  2.  Beispiele,  Nr.  534, 
die  Gleichung 

(1)  q' =  2a' cos  2(o. 
Hieraus  folgt: 

^      '    \dco)  cos  2  CO  ' 

also  nach  (1)  in  Nr.  545  für  das  Bogendifferential: 

ds  =        ' da. 

y  cos  2  ö) 

Die  Wurzeln  sind  ebenso  wie  a  positiv.  Da  q  für  «  =  ±|;r 
gleich  Null  wird,  so  beschränken  wir  co  auf  das  Intervall  von 
—  ^;r  bis  -{- ^tc,  betrachten  also  nur  die  rechte  Schleife  der 
Lemniskate,  siehe  Fig.  29,  S.  269.  Die  von  0  bis  co  ersteckte 
Bogenlänge: 

Ol 

J  l/cos  2  ca 
0      ^ 

läßt  sich  leicht  durch  ein  elliptisches  Integral  ausdrücken. 
Führen  wir  nämlich  vermöge  der  Substitution 

(2)  sin  fo  =  — 1  sin  qp 

■j/2 

einen  zwischen  —  |;r  und  +  |;r  gelegenen  Winkel  (p  als  neue 
unabhängige  Veränderliche  ein,  so  kommt: 


a  I  — z ^ , 

Jl/r-^sin>' 


d.  h.    der  Lcmnislatenhogen    ist   ein   elliptisches  Normalintcgral 
erster  Gattung  mit  dem  Modul  l:"[/2  (nach  Nr.  448). 

554.  Rektifikation  der  zweiteiligen  Cassiuischeu 
Kurve.  Die  Lemniskate  ist  ein  besonderer  Fall  der  Cnssinischen 
Kurve,  nämlich  des  geometrischen  Ortes  derjenigen  Punkte, 
deren  Entfernungen  von  zwei  festen  Punkten  F^^  und  F.2  ein 
konstantes  Produkt  h"  haben.  Dabei  sei  2«  die  Entfernung 
der  beiden  festen  Punkte  voneinander.  Ist  insbesondere  b  =  a, 
so  liegt  eine  Lemniskate  vor. 

S er r e t,  Di£f.- u.  Integral-Rechnung.    II.    3.  Aufl.  20  [553     554 
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Benutzen  wir  die  Mitte  0  Ton  F^F^  als  Pol  der  Polar- 
koordinaten  c3,q  und  OF^  als  Aiifangsstralil,  so  hat  die  Cassinische 
Kurve  die  Gleichung: 

(1)  Q^ -2a^'Q'-(io^2a  +  a''==¥. 

Ist  1)  <i  a,  so  zerfällt  die  Kurve  in  zwei  symmetrische  Ovale, 
von  denen  jedes  einen  der  beiden  festen  Punkte  umschließt,  siehe 
Fig.  43;  und  wir  wollen  in  dieser  Nummer  bei  der  Annahme 
h  <  a  bleiben.  Es  gibt  dann  einen  gewissen  Winkel  u  zwischen 
0  und  |:t,  für  den  V^  gleich  «^  sin  2  a  ist.  Setzen  wir  diesen 
Wert  von  h^  in  (1)  ein,  so  kommt: 

(2)  Q^  =  a-  (cos  2  w  ±  l/cos2  2  co  -  cos^*  2  a). 

Hiernach  gehören  zu  jedem  Werte  von  cj  zwischen  —  a  und 
4-  «  zu'ei  2)ositive  Werte  von  q.     Sie  liefern  Punkte  des  rechten 

Ovals.  Wird  co  zwischen  a 
und  "1^  7C  oder  zwischen  —  a 
und  — ^71  gewählt,  so  wird 
Q-  imaginär.  Für  03  =  u  und 
ebenso  für  ra  =  —  a  fallen 
die  beiden  Werte  von  9  zu- 
sammen. Daher  sind  a  und 
—  a  die  Winkel,  die  von  der 
Geraden  OjP,  mit  den  beiden  von  0  aus  an  das  Oval  gehenden 
Tangenten  gebildet  werden.  Es  ergeben  sich  alle  Punkte 
dieses  Ovals,  wenn  wir  co  auf  das  Intervall  von  —  a  bis  +  a 
beschränken. 

Zu  jedem  solchen  Werte  von  co  gehören  zwei  Bogenstücke  s 
und  6  der  Kurve  im  Intervalle  von  0  bis  co.  Es  sei  s  das  äußere^ 
6  das  innere.  Beide  werden  positiv  im  Sinne  wachsender  Werte 
von  o  gerechnet;  jedes  einzelne  darf  also  höchstens  bis  co  =  a 
oder  M  =  —  a  erstreckt  werden.     Nach  (1)  in  Nr.  545  ist: 


Fig.  43. 


w 

=  0  sin  2  a   I 


6  =  a  sm 


y  cos 

2(0-1- 

ycos* 

2«- 

-  cos* 

2« 

0 

]/cos 

^■2  03- 

cos* 

Yi 

Vcos 

2co  — 

ycos^ 

2g)- 

—  cos^ 

2a 

do , 


yc 
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SO  daß  sich  ergibt: 

(0 

(S)  s  -i-  6  =  a  y2  sin  2  a    f  ^"'- 

^    ^  J     yCOS  2  03  — « 


cos  2  a ' 


(4)  6--(?  =  a]/2sin2a    A 


(2( 


"j/cos  2(0  -f  cos  2  a 

0 

In  diesen  Formeln  sind  alle  Wurzeln  positiv. 

Es  gibt  nun   einen  Winkel   cp  zwischen  —In  und  +  g  jr 
derart,  daß 

(5)  sin  a  =  sin  a  sin  cp 

ist,  weil  GJ  zwischen  —  a  und  +  u  gelegen  ist.  Weil  cc  zwischen 
0  und  ~7t  liegt,  gibt  es  femer  einen  Winkel  ip  zwischen  —  |ä 
und  +  |:r  derart,  daß 

(6)  sin  CO  =  cos  «  sin  i' 

ist.  In  die  Formel  (3)  führen  wir  vermöge  (5)  die  neue  Ver- 
änderliche (p  und  in  die  Formel  (4)  vermöge  (6)  die  neue 
Veränderliche  i/-  ein.     Alsdann  kommt: 


(7) 


s  -\-  6  =  asm2  u   /     , , 

sin^qp 


S  —  6 


2a    (  ^'^- 

J    |/l  —  sin*  a 
0 

1/' 
=  a  sin  2  a    i  —rz 

J  n 


cos*  a  sin*-!/) 
0 


Hierfür  können  wir  nach  (6)  in  Nr.  546  schreiben 

(8)  F (sin  a,  op)  =  — ^-^^ ,     -F (cos  a,  ^)  =    ^Tf   • 

^   ^  ^  '^■'        asin2a'  '  ^-^        asin2a 

Jedes  elliptische  Normalintegral  erster  Gattung  F  (Je,  tp)  oder  I  (k,  ip) 
ist  daher,  welchen  Wert  sein  Modul  h  auch  haben  mag,  ausdrückbar 
durch  die  Summe  oder  Differenz  ziveier  zivischen  denselben  Strahlen 
gelegener  Bogen  des  einen  Ovals  einer  zweiteiligen  Cassinischen 
Kurie.     Da  ferner 

j  s  =  I «  sin  2  a  •  [-F  (sin  a,  cp)  +  F  (cos  et,  ^)], 
I  (9  =  I  a  sin  2  a  •  [_F  (sin  a,  cp)  —  F  (cos  a,  t/;)] 

ist,  so  läßt  sich  jeder  Bogen  dieses  Ovals,  der  am  Strahle  OF^ 
beginnt,   durch   die   Summe   oder  Differenz   zweier  elliptischer 
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Normalintegrale  ausdrücken,  deren  Moduln  sin  a  und  cos  a  sind, 
so  daß  die  Summe  der  Quadrate  der  Moduln  gleich  Eins  ist. 
Ist  S  die  Summe  der  Umfange  beider  Ovale  der  Cassini- 
scheu  Kurve,  so  ist  ä  ==  4  (s  -j-  ö),  wenn  wir  qp  in  der  ersten 
Formel  (7)  gleich  \%  wählen,  also  nach  der  Bezeichnung  (3) 
von  Nr.  547: 
(10)  5  =  4  a  sin  2  «  i^;i  (sin  a). 

555.  Rektifikation  der  geschlossenen  Cassinischen 
Kurve.  Wir  setzen  jetzt  voraus,  daß  h  ^  a  sei.  Alsdann  ist 
die  Cassinische  Kurve  eine  einzige,  beide  feste  Punkte  F^  und  F^ 
umschließende  Kurve,  siehe  Fig.  44.  Es  gibt  jetzt  einen 
zwischen  0  und  jTC  gelegenen  Winkel  u  derart,  daß  a^  gleich 
b^  sin  2a  ist,  und  aus  (1)  in  voriger  Nummer  folgt: 
(1)  ^2  _  j2si^  2« (cos  2oj  +]/cos2  2«  +  ctg^  2a). 

Hier  ist  aber  nunmehr  die  Wurzel  ausschließlich  positiv  anzu- 
nehmen,   denn   wenn   sie    negativ  wäre,  so  würde  q^  <  0  sein. 

Der  zu  to  gehörio'e  Radius- 
Vektor  q  soll,  wie  immer, 
positiv  angenommen  werden 
(vgl.  Nr.  203). 

Geben  wir  «  einen  be- 
stimmten Wert,  so  möge  s 
den  zum  Intervalle  von  0  bis  a 
gehöricfen  Bogen  bezeichnen, 
dagegen  6  den  zum  Intervalle 
von  j:r  bis  oj  -{-  ^tc  gehörigen  Bogen,  also  denjenigen  Bogen, 
dessen  Begrenzimgsstrahlen  aus  denen  des  Bogen.s  s  durch 
positive  Drehung  um  einen  rechten  Winkel  hervorgehen.  Beide 
Bogen  s  und  6  werden  im  Sinne  wachsender  Werte  der  Am- 
plitude  positiv   gerechnet.     Alsdann   folgt   aus  (1)  in  Nr.  545: 


Fig.  44. 


a        /  j/cos  2 0)  -j-  "|/co8*  2 Ol  -|-  ctg-  2«    , 


sin  2  a 


|/cos*  2  (B  -f-  ctg*  2  a 


sm  2  a 
0 
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und  weiterhin: 


^^  sin  2«/  |/cös«2üj-fctg*2a 


0 


.p,s  aV2      /  ]/— ctg2a+"l/cos*2ai  +  ctg*2a    ., 

(3)  s  —  6  =    .  \     I '  "^  ^-  -  ^ da. 

^  8in2ay  |/co8*2a)  +  ctg«2a 

0 

Alle  Wurzeln  sind  hierbei  positiv. 

Wir  können  co  auf  das  Intervall  von  —  l:i  bis  -\-  \%  be- 
schränken.    Da  ferner  u  zwischen  0  und  \7C  liegt,   so  gibt  es 
im   Intervalle   von   —  \%    bis    -f  |^   solche   Winkel   (p   und  i/;, 
für  die 
/A\  t/ Tö i TTo —       1  —  2  sin^asin-qp 

(4)  l/COS^  2  ö  +  Ctg^  2  «  =  r—r ^  , 

V  /  f  '        o  sin  2  a  ' 

/PL\  t/       9  o — I r  2  f.  1  —  2  cos*  a  Bin*  ip 

(5)  1/008^  2(3  -f  ctg''  2a  = ^-r ^ 

V  /  '  1        ö  sin  2  a 

ist.     Substituieren   wir   die   neue  Veränderliche    qp    in    (2)   und 
die  neue  Veränderliche  i/-  in  (3),  so  kommt: 


(<3) 


J   yl  —  sin*  a  sin*  tp 

0 

'h 


6  =  h'  ^"^ 


COS'«  sin^'i/j 

0 


wobei  die  Wurzeln  positiv  sind.  Übrigens  lassen  sich  die 
Definitionsgleichungen  (4)  und  (5)  für  g>  und  xp  vereinfachen. 
Bedeutet  nämlich  co'  den  zwischen  —  \n  und  +  \n  gelegenen 
Winkel,  für  den 

sin  2  oj '  =  sin  2«  sin  2(0 

ist,  so  nehmen  sie  die  Form  an: 

(7)  sin  (o'  =  sina  sin  qp,       sin  w'  =  cos  a  sin  'tp, 

so  daß  die  Analogie  mit  (5)  und  (6j  in  voriger  Nummer 
auffällt.  Nach  (6)  in  Nr.  546  können  wir  die  Formeln  (6) 
so  schreiben: 

(8)  jP(sin  «,  (p)  =  --^,      i^(cos  u,  ^)  =  ^^  • 
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Dann  lassen  sich  ebensolche  Schlüsse  wie  in  voriger  Nummer 
machen. 

Für  oj  =  jjr  ist  s  -\-  ö  der  Bogen  eines  Quadranten  der 
Cassinischen  Kurve.  Alsdann  ist  (p  nach  (4)  gleich  j7t,  so  daß 
(9)  6'  =  4&JF;(sina) 

der  gesamte  Umfang  der  Kurve  ist. 

556.   Andere  Verallgemeinerung  der  Lemniskate. 

Daß  nicht  nur  die  Lemniskate,  sondern  allgemeiner  jede  Cassi- 
nische  Kurve  mittels  elliptischer  Integrale  rektifizierbar  ist,  er- 
kannte zuerst  A.  Serrci.  Von  ihm  rührt  auch  die  Entdeckung 
einer  ausgedehnten  anderen  Familie  von  Kurven  her,  die  als 
speziellen  Fall  die  Lemniskate  enthält,  und  bei  der  die  Rekti- 
fikation in  analoger  Weise  zu  elliptischen  Integralen  führt. 
Die  einfachsten  Kurven  von  dieser  neuen  Art  lassen  sich  geo- 
metrisch wie  folgt  definieren: 

Es  seien  OP  =  a  und  P3I=b  zwei  gegebene  und  in  P 
gegeneinander  bewegliche  Strecken-^  der  Endpiinlxt  0  sei  fest.  Der 
Pmikt  M  soll  sich  so  bewegen,  daß  seine 
Tangente  durch  den  Mittelpunkt  K  des- 
jenigen Kreises  geJit,  der  dem  betveglichen 
Dreiecke  OPM  umschrieben  ist.  Siehe 
Fig.  45. 

Wir  wählen  0  zum  Anfangspunkte 
und  benutzen  für  den  Kurvenpunkt  M 
sowohl  rechtwinklige  Koordinaten  x,  y 
als    auch    die    zugehöriffen    Polarkoordi- 

Fig.  45.  °  .  ^ 

naten  a,  g.  Als  unabhängige  V^eränder- 
liche  wollen  wir  den  Winkel  (p  wählen,  den  das  bewegliche 
Dreieck  OPM  an  der  festen  Ecke  0  hat.     Alsdann  ist 

(1)  Q-  Ar  a^  —  2Qa  cos  g?  =  &-, 

d.  h. 

(2)  Q  =  a  cos  (p  -\-  b^cp. 
wenn 


(3)  ^9)=]/l-^sin2g, 

gesetzt    wird.  Diese    Wurzel    kann    sowohl    positiv    als    auch 

negativ  sein.  Ferner  ist  x  =  q  cos  oj  und  y  =  Q  sin  oj,  während 
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der  Punkt  P  die  Koordinaten  a  cos  (cd  —  cp)  und  a  sin  (w  —  ^ ) 
hat.     Sind  nun  j,  t)  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  K  des 
Kreises  durch  0,  P  und  M,  so  folgt  daraus,  daß  dieser  Punkt 
auf  den  Mittelsenkrechten  von  a  und  q  liegen  muß,  sofort: 
j  cos  («  —  qp)  +  i)  sin  (co  —  9))  =  "l«, 

J  cos  CO  +  t)  sin  CO  =  |-  9 , 
d.  h. 

,.^  ^  —  2/  o  cos  CO  —  p  cos (ca  -(-  qp) 

^    ^  j  —  X  a  sin  6j  —  9  sin  (co  -|-  qp) 

Andrerseits  folgt  aus 

X  =  Q  cos  CO,       y  =  Q  sin  co, 

weil  (>  und  co  als  Funktionen  von  95  aufzufassen  sind: 

dy  Q  cos  ü)  •  üj'  -f-  sin  co  ■  g' 

dx  Q  sin  CO  ■  (o'  —  cos  ca  ■  q 

Da  verlangt  wird,  daß  die  Kurventangente  nach  dem  Punkte  K 
gehen  soll,  so  muß  dieser  Wert  gleich  dem  Werte  (4)  sein. 
Hieraus  ergibt  sich: 

{a  —  Q  cos  (p)  q'  =  q'^  sin  9)  •  co'. 

Nach  (2)  und  (3)  ist  aber: 

/e-v  ,  ao  sin  qp 

(5)  ^  =        ^      "^ 

so  I 

(6) 


ftz/qp 

SO  daß  kommt: 

a  (p  cos  qp  - 


bg/lcp 

oder,  wenn  wir  q  aus  (2)  einsetzen  und  den  Bruch  umformen: 

,  a-  ah      cos  qp 

a-  —  b-       a*  —  &-    z/qp 
Nun  ist  aber: 


/'  cos  qp  r* 


d  (sin  qp)  h 

-  =  -  arc  sm 

1  —  —  sin-  qp 
b-         ^ 


(ftSilKp), 


so  daß  sich  ergibt: 

C^)  «  =  ^^^  ?>  -  ;^i3:F  ^^'^  '^^  (I  '^^  9^)  • 

Die  additive  Konstante  durften  wir  bei  der  Integration  fort- 
lassen, weil  ja  die  Richtung  der  .r-Achse  passend  gewählt 
werden  kann. 
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Die  Formel  (7)  läßt  sich,  wenn  wir  den  Winkel  des 
Teränderlichen  Dreiecks  0P3I  an  der  Ecke  M  mit  i^  be- 
zeiclinen,  auch  so  schreiben: 

Die  in  Rede  stehende  Kurve  kann  demnach  auch  so  definiert 
werden:  Das  veränderliche  Dreieck  OFM  mit  der  festen 
EcJie  0  und  den  konstanten  Seitenlängen  OP  =  a  und  PM  =  b 
soll  sich  so  bewegen,  daß  sicJt  der  Witikel  co  der  veränderlichen 
Seite  OM=Q  mit  einer  festen  BicJdung  durch  die  Dreieck s- 
ivinliel  <p  und  i)  bei  0  und  M  in  der  Form  (8)  ausdrücJd. 
Alsdann  beschreibt  M  die  gesuchte  Kurve. 

Die  Gleichungen  der  Kurve,  ausgedrückt  mittels  der  Hilfs- 
veränderlichen (p,  gehen  sofort  hervor,  wenn  wir  in  (>  cos  ca 
und  ()  sin  CO  die  Werte  (2\  und  (7)  einsetzen: 

[  rr  =  (a  cos  9)  +  6z/qp)  cos  [-j^^.  <f  —  ^^n^,  arc  sin  (J^  sin  ^]], 

\y  =  {a  cos  (p-hbzJ(p)  sin  [^^^^  (f  -  ^^rzy^  ^^^  ^^^  ({  «in  cpj]- 

Andrerseits  geben  (2)  und  (7)  zusammen  die  Darstellung  der 
Kurve  in  Polarkoordinaten. 

Nach  (1)  in  Nr.  545  ist  das  Quadrat  der  Ableitung  der 
Bogenlänge  s  der  Kurve  nach  der  Veränderlichen  (p  gegeben 
durch: 

Setzen  wir  hierin  die  Werte  (5)  imd  (6)  ein  und  berücksichtigen 
wir  die  Formel  (1),  so  kommt: 

\d(fl  Wcp/ 

Messen  wir  den  Bogen  von  9;  =  0  an  positiv  im  Sinne 
wachsender  Werte  von  9-,  so  ist  also: 

(10)  .  =  ±„/V  =  ±„/l-=J^^, 

0 

wobei  das  Plus-  oder  Minuszeichen  zu  wählen  ist,  je  nachdem 
J(p  positiv  oder  negativ  angenommen  wurde.  Ist  a  <Cb,  so 
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ist  hiermit  s  durch  ein  elliptisches  Normalintegral  erster  Gattung 
mit  dem  Modul  a  :  h  dargestellt. 

Ist  dagegen  a^  h,  so  führen  wir  statt  cp  den  vorhin  er- 
wähnten Winkel  ^<  als  unabhängige  Veränderliche  ein.  Es 
ist  nämlich 


sin  93  =     sin  il',         cos  (p  =1/ 1 g  sin^  il',         zJ(p  =  cos  ip^ 

so  daß  kommt: 


s  =  +  6    ' 


1 5  Sin''  tb 

er 


also    ein    elliptisches    Narmalintegrul    erster    Gattung    mit    dem 
Modul  h  :  a. 

In  der  Anfangslage  9p  =  0  ist  das  Dreieck  OFM  in  eine 
gerade  Linie  zusammengefallen.  Von  ihr  aus  wollen  wir  den 
Sektor  rechnen,  den  der  Radiusvektor  q  überstreicht  und  dessen 
Fläche  der  nach  (1)  in  Nr.  532  durch 


^'=iA 


Q'co'  d(p 


gegeben  wird.  Wir  bemerken  dabei,  daß  der  Inhalt  des  Drei- 
ecks OFM  den  Wert 

D  =  jttQ  sin  ^ 

hat,  so  daß  nach  (5)  und  (6) 

clD       19' 

ist,  also  S  dieselbe  Ableitung  wie  D  hat.  Weil  in  der  An- 
fangslage auch  D  =  0  ist,  so  folgt: 

Der  Sehtor,  den  der  Badiusvehtor  von  0  his  a  überstreiclit,  ist 
also  gerade  so  groß  ivie  die  Fläche  des  zu  a  gehörigen  Drei- 
ecks OFM. 

Wenn  insbesondere  ?v  =  0  ]/2  ist,  so  findet  man,  daß  die 
Kurve  die  in  Nr.  553  betrachtete  Lemnishate  ist;  jedoch  ist 
dabei  der  Anfangspunkt  in  einen  der  beiden  festen  Punkte  (vgl. 
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2.  Beispiel,  Nr.  534)  verlegt.  Die  Kurve,  die  wir  betrachten, 
ist  demnach  in  der  Tat  eine  VeraUgemeinerung  der  Lemnislate. 
Die  übersichtlichste  Darstellung  der  Kurve  geht  aus  (2) 
und  (8)  hervor,  wenn  wir  q  und  co  durch  die  beiden  Ver- 
änderlichen q)  und  ip  ausdrücken: 

(11)  Q  =  aeoscp  i- hcosilj,     oj  =  ^i_  ^^y  +  ^g_^t^^; 

wobei  dann  zwischen  (p  und  j/.-  die  Beziehung  besteht: 

(12)  a  sin  cp  —  b  sin  i^  =  0. 

Quadrieren  wir  die  erste  Formel  (11)  und  die  Formel  (12)  und 
addieren  sie  dann,  so  kommt: 


(13)  Q  =  ya^  -\-h"-  -\-2abGost, 

wenn    cp  -\-  xl>  =  t   gesetzt    wird.      Außerdem    gibt    (12),    wenn 

darin  t — qp  statt  xl<  eingesetzt  wird: 

.        b  sin  t 

qp  =  arc  tg  — r-x. ^ . 

^  °  a  -\-o  cost' 

so  daß  aus  der  zweiten  Gleichung  (11)  folgt: 

.^  t\  b-       .    ,    a-  -\-  b-  ,  b  aint 

{U)  CO  =  ^^^--J  +  -y^^,  arctg 


a  -\-b  cos  t 

In  (13)  und  (14)  liegt  eine  neue  Darstellung  der  Kurve 
vor,  indem  die  Polarkoordinaten  q  und  co  darin  als  Funktionen 
der  Veränderlichen  t  gegeben  werden.  Dabei  bedeutet  t  =  (p  -r  tl.< 
den  Außenwinkel  des  Dreiecks  OFM  bei  F.  Die  Boorenläncre 
stellt  sich  jetzt  nach  (10)  so  dar: 


ab  dt 


Vrt- -f  b- -\- 2  ab  cos  t 
0 

Führen  wir  den  halben  Winkel  f  als  neue  Veränderliche  t  ein, 
so  kommt: 

•2ab       /^  dr 


(a  +  &)^ 
0  .      I      . 

50  daß  die  Bogenlänge  abermals  durch  ein  elliptisches  Normal- 
integral  erster  Gattung  dargestellt  ist,  dessen  Modul  jetzt  aber 
2yab  :  (a  +  b)  ist.  Dieser  Modul  ist  stets  zwischen  0  und  1 
selecren,  ob  nun  a  oder  b  die  längere  von  beiden  Strecken  ist. 
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Im  Falle  a  =  h,  in  dem  der  größte  Teil  der  aufgestellten 
Formeln  versagt,  geht  eine  Kurve  hervor,  die  sich  in  Polar- 
koordinaten G),  p  so  schreiben  läßt: 


G)  =  arc  cos  ^ 


<,         2«  2p 

oder  auch  mit  Hilfe  der  Veränderlichen  (p  so: 
Q  =  2a  cos  gp,         co  =  cp  —  j^g<p- 

Der  Anfangspunkt  ist  ein  asymptotischer  Punkt  der  Kurve 
(vgl.  Nr.  246),  und  die  Kurve  verläuft  vollständig  innerhalb 
des  Kreises  um  den  Anfangspunkt  mit  dem  Radius  2a. 

Auch  im  allgemeinen  Falle  a  =^h  ist  q  natürlich  nie 
größer  als  a  -\-  h.  Mau  kann  insbesondere  a  und  h  so  wählen, 
daß  sich  eine  algebraische  Kurve  ergibt,  nämlich  wenn  mau 

a  =  c]/«,         h  =  c]/w  +  1 

setzt,  wo  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  soll.  Wir  gehen 
hierauf  jedoch  nicht  näher  ein.  Daß  sich  insbesondere  für 
n  =  1  die  Lemniskate  ergibt,  wissen  wir  schon. 

§  5.    Durch  Kreisbogen  rektiflzierbare  rationale  Kurven. 

557.    Umkehruug  der  Aufgabe  der  Rektifikation. 

Sind  die  Koordinaten  x,  y  der  Punkte  einer  Kurve  als  Funktionen 
einer  Hilfsveränderlichen  t  gegeben: 

X  =  <p{t),         y  =  xl^it), 

so  ist  die  von  t  =  0  an  gerechnete  Bogenlänge  s  der  Kurve 
nach  Nr.  543  bestimmt  durch  die  Formel: 


=fv&ir+m^^- 


s 

6 

Da  jedoch  die  Auswertung  dieses  Integrals  wegen  der  vor- 
kommenden Quadratwurzel  allgemein  geredet  sehr  schwierig 
ist,  so  daß  die  Ausführung  der  Rektifikation  nur  bei  einer  ge- 
ringen Anzahl  von  vorgelegten  Kurven  möglich  ist,  wird  man 
die  Stellung  der  Aufgabe  nach  dem  Vorgange  von  EuJer  so 
umkehren: 
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Nicht  die  Kurve  sei  gegeben,  sondern  die  Bogenlänge  s 
als  Funktion  der  Hilfsveränderlichen  /.  Alsdann  sollen  x  und 
y  so  als  Funktionen  von  t  bestimmt  werden,  daß 

ist.  Da  hier  zuei  Funktionen  x  und  y  von  t  gesucht  werden, 
die  nur  einer  Bedingung  (1)  genügen  sollen,  so  kann  man 
noch  beschränkende  Voraussetzungen  treffen,  z.  B.  die,  daß 
X  uud  y  rationale  Funktionen  von  t  sein  sollen.  Eine  Kurve, 
deren  Koordinaten  x  und  y  rationale  Funktionen  einer  Hilfs- 
veränderlichen sind,  heißen  rationale  Kurven-^  man  erkennt 
leicht,  daß  alle  rationale  Kurven  algebraisch  (Nr.  187  j  sind. 
Ein  Problem,  das  rationale  Kurven  betrifft,  soll  im  folgenden 
behandelt  werden. 

558.  Die  Serretschen  Kurven.  Ä.  Serret  stellte  und 
löste  eine  Aufgabe,  die  für  die  einfachsten  Fälle  schon  von 
Euler  behandelt  worden  war,  nämlich  diese: 

Es  sollen  die  recläivinkligen  Koordinaten  x  und  y  der 
Funkte  eitler  Kurve  als  rationale  FunJdionen  einer  Hilfsver- 
ätiderlichen  t  so  bestimmt  teer  den,  daß  die  von  t  =  0  an  ge- 
rechnete Bogenlänge  s  gleich  demjenigen  Bogen  eines  Kreises  ist, 
dessen  Zeniritcinlxl  den  Wert  t  zum  Tangens  hat. 

Ist  7i  der  Kreisradius,  so  soll  also 

(1)  s  =  /.-arctg^ 

sein.  Daß  sich  diese  Aufgabe  lösen  läßt,  beruht  auf  dem  Um- 
stände, daß  hier 

k  k 


©^-a.)'  = 


ist,  während  auch 

\(lt)    '^UtJ  [dt'^^dtjUt  dt) 

ist,  so  daß  sich  im  vorliegenden  Falle  beide  Seiten  der 
Gleichung  ( 1)  der  vorigen  Nummer  in  zwei  Faktoren  zerlegen 
lassen.     Es  folgt  nämlich  hieraus: 

/  9 .  r(*  +i)*  d{x  +  iy)-^  nt  —  i)^  d{x  —  iy)-\  _  . 

*-•  l      Je  dt      Jl      k  dt      J 
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Da  X  und  y  rationale  Funktionen  von  t  sein  sollen,  gilt  das- 
selbe von  X  +  iy  und  x  —  iy  und  von  ihren  Ableitungen 
nach  t,  also  auch  von  den  beiden  in  (2)  links  stehenden 
Faktoren.  Nach  Nr.  378  können  wir  daher  den  ersten  Faktor 
in  der  Form  annehmen: 

wo  c  eine  Konstante  ist  und  alle  n  +  m  -\-  2  Konstanten  üq,  a^, 
•  •  •  *rt>  ^o>  ^u  •  •  •  ^m  voneinander  verschieden  sind,  während 
cCq,  «1,  ...  a„,  /3o,  ßi,  ...  /3„,  positive  ganze  Zahlen  bedeuten. 
Der  zweite  Faktor  der  linken  Seite  von  (2)  ist  der  hierzu 
reziproke  Wert.     Also  folgt: 

'd{x  4-  iy)  kc     (t  -  %)""{*  -  \T  •■■{*-  \T' 


(3) 


dt  (^  +  ir-  (^t  —  h^y^{t  —  h^^^  .  .  .  {t  —  bj(^"' ' 


dt 


c(t  —  iy^t  —  a^y°(t  —  aj"'  .  .  .  (t  —  ay^- 


Da  die  linke  Seite  der  einen  Gleichung  in  die  der  andern 
übergeht,  wenn  /  durch  —  i  ersetzt  wird,  müssen  wir  dasselbe 
von  den  rechten  Seiten  verlangen.  Hieraus  schließen  wir 
erstens,  daß  1  :  c  zu  c  konjugiert  komplex  ist,  woraus  nach 
Nr.  373  ohne  Mühe  folgt,  daß  c  die  Form  ^^-  hat,  wobei  A 
eine  reelle  Konstante  bedeutet.  Zweitens  folgern  wir,  daß  jede 
der  Zahlen  a^,  a^,  ...  a^^  zu  einer  der  Zahlen  h^,  6^,  ...  ?>,„ 
konjugiert  komplex  sein  muß  und  umgekehrt,  so  daß  also 
m  =  n  ist  und  z.  B.  h^  zu  üq,  h^  zu  a^,  ...  &„  zu  a^  kon- 
jugiert komplex  sein  mag.  Hieraus  folgt  drittens  noch,  diiß 
^0  ^  ßüi  ^\^  ß\j  •  ■  ■  ^n  ^  ßn  ^®^^  muß.  Wir  haben  also  jetzt: 
.  d(^±iy)  _  _^  (t-aj^(t-aj^...(t-ajn 

^  ^  dt         {t-\- ty ^t _ j,^yo^t - b^y^  ...(t- bjn ' 

wobei  &o  zu  üq,  h^  zu  a^,  ...  b^  zu  a^  konjugiert  komplex  ist. 
Es  ist  nun  zu  beachten,  daß  zwar  a^,  a^,  .  .  .  «„,  b^,  b^, 
.  .  .  &„  voneinander  verschieden  sind,  jedoch  der  Faktor  t  -f  i, 
der  im  Nenner  vorkommt,  sehr  wohl  auch  im  Zähler  auftreten 
kann.     Wir   wollen   daher,   um    den   allgemeinsten   Fall   zu  er- 

[558 


318  Kap.  Y.     Quadratur  und  Rektifikation  von  Kurven. 

halten,  insbesondere  a^  =  —  /  annehmen,  so  daß  hf^  =  -\-  i  wird. 
Alle  anderen  a  und  h  sind  alsdann  von  i  und  —  i  verschieden. 
Es  soll  X  +  iy  eine  rationale  Funktion  von  t  sein.  In 
Nr.  431  wurden  die  Bedingungen  dafür  gewonnen,  daß  die  Inte- 
gration einer  rational  gebrochenen  Funktion  (4)  eine  rationale 
Funktion  liefert,  und  zwar  auch  für  den  Fall  des  Vorkommens 
komplexer  Zahlen  (vgl.  Nr.  432,  433).  Die  erste  Bedingung 
war  die,  daß  der  Nenner  der  rationalen  Funktion  (4)  keine 
einfachen  Nullstellen  haben  darf.  Daher  sind  a^,  u^,  ■  ■  ■  a^  not- 
wendig ganze  Zahlen  größer  als  Eins,  wenn  sie  nicht  ver- 
schwinden. Wäre  (Cq  =  1,  so  wäre  wegen  b^  ^  i  die  Stelle 
t  ^  i  eine  einfache  Nullstelle  des  Nenners.  Also  ist  a^  ent- 
weder gleich  Null  oder  eine  ganze  Zahl  größer  als  Eins.  Im 
zweiten  Falle  setzen  wir  Uq  —  2  =  r,  so  daß  sich  ergibt: 

^  ^  dt  (t-tY  +  ^      (t-  &,)"'  ■■■(t-  hfn  ' 

im  ersten  Falle  dagegen,  wo  «(,  =  0  ist,  führen  wir  —  t  als 
neue  unabhängige  Veränderliche  ein,  woraus  hervorgeht,  daß 
sich  dieser  Fall  der  Annahme  (5)  für  ;•  =  0  unterordnet. 

In  (5)  bedeuten  A'  und  A  reelle  Konstanten,  r,  «i,  •  •  •  «„ 
lauter  ganze  positive  Zahlen,  von  denen  nur  r  gleich  Eins  sein 
darf,  während  alle  anderen  von  Eins  verschieden  sind,  aber  eben- 
so wie  r  gleich  Null  sein  dürfen.  Ferner  sind  a^  und  h^  kon- 
jugiert komplexe  Konstanten,  ebenso  a^  und  feg?  usw.,  schließlich 
auch  a,j  und  h^^.  Überdies  sind  alle  Zahlen  a^,  •  •  •  a^,  h^,  •  •  •  &^ 
von  einander  und  von  i  und  —  i  verschieden.  Hierin  liegt, 
nebenbei  bemerkt,  daß  keine  der  Zahlen  a^,  ■  ■  ■  «„,  \,  ■  ■  ■  h^ 
reell  sein  darf.  Denn  wäre  z.  B.  a^  reell,  so  wäre  6^,  die  kon- 
jugiert komplexe  Zahl,  gleich  a^. 

559.    Die    einfachsten   Serretschen    Kurven.     Das 

auseinandergesetzte  Verfahren  liefert  alle  rationalen  Kurven, 
deren  Bogenlänge  sich  in  der  Form  s  =  k  arc  tg  t  darstellen 
läßt,  wo  t  die  Hilfsveränderliche,  d.  h.  die  Veränderliche  in 
den  rationalen  Funktionen  bedeutet.  Zu  jedem  Werte  von  t 
liefern  die  Gleichungen  der  Kurven  ohne  weiteres  die  zugehörigen 
Kurvenpunkte,  und  der  zugehörige  Bogen  s  läßt  sich  nach  der 
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Formel  (1)  der  letzten  Nummer  sofort  als  Bogen  eines  Kreises 
yom  Radius  Je  darstellen. 

Wir  wollen  jedoch  die  allgemeine  üntersucliung  nicht 
weiter  durchführen,  sondern  nur  noch  den  einfachsten  Fall  ins 
Auge  fassen. 

Werden  alle  u  gleich  Null  gewählt,  so  ergibt  sich  aus  (5) 
in  Toriger  Nummer  und  aus  derjenigen  Gleichung,  in  die  (5) 
übergeht,  wenn  i  durch  —  /  ersetzt  wird,  ohne  Mühe,  daß  die 
Kurve  ein  Kreis  ist.  Am  bequemsten  ist  es  dabei,  den  Bruch 
(t  -f-  i)  :(t  —  i)  als  neue  Veränderliche  zu  benutzen. 

Sehen  wir  hiervon  ab,  so  wird  also  der  einfachste  Fall 
der  sein,  in  dem  n  =  1  gesetzt  wird.     Dann  haben  wii* 

wobei  die  ganze  Zahl  a  >  1  ist  und  a  und  h  konjugiert 
komplex,  aber  weder  reell  noch  gleich  i  oder  —  i  sind.  Setzen 
wir  nun: 

(2)  a  =  p-^iq,       h=p~iq,     p^'^f^'^^y^rn 
und  führen  wir  die  neue  Veränderliche 

(3)  0  =  y  +  ^'g~^' .  Hl! 
^  ■'  P  +  *9'  +  *  *  —  * 
ein,  so  kommt: 

^   ^  dz  (z-m)"  ' 

wobei  A  eine  leicht  zu  berechnende  komplexe  Konstante  be- 
deutet, während  m  nach  (2)  reell  ist. 

Da  X  -f  'iy  eine  rationale  Funktion  von  t  sein  soll  und 
nach  (3)  sowohl  s  eine  rationale  Funktion  von  t  als  auch  t 
eine  rationale  Funktion  von  s  ist,  so  haben  wir  zu  fordern^ 
daß  X  -f  iy  rational  in  2  sei.  Nach  (1)  in  Nr.  431  liefert  je- 
doch die  Integration  von  (4)  dann  und  nur  dann  eine  rationale 
Funktion  von  z,  wenn  z  =  m  eine  Wurzel  der  Gleichung  [r -\-  l)*eii 
Grades 

(5)  ^ 1J^1)_=0, 

aber  weder  gleich  Null  noch  gleich  Eins  ist.  Denn  für  m  =  0 
wäre  a  =  i  und  für  m  =  1  wäre  a  reell. 
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Setzen  wir  nun  für  m  eine  von  Null  und  Eins  verschiedene 
Wurzel  der  Gleichung  (5)  in  (4j  ein,  so  liefert  die  Integration 
für  X  -j-  iy  eine  rationale  Funktion  von  2.  Darin  führen  wir 
alsdann  wieder  den  Wert  (3)  ein,  so  daß  für  x  +  iy  eine  ra- 
tionale Funktion  von  t  mit  komplexen  Koeffizienten  hervor- 
geht. Wird  darin  i  überall  durch  —  i  ersetzt,  so  geht  auch 
für  X  —  iy  eine  solche  Funktion  hervor.  Aus  beiden  ergeben 
sich  schließlich  durch  Addition  bzw.  Subti-aktion  für  x  und  y 
rationale  Funktionen  von  t  mit  reellen  Koeffizienten,  so  daß 
damit  die  Gleichungen  der  einfachsten  Serretschen  Kurven  ge- 
funden sind. 

560.  Eulersche    Kurven.     Wenn    wir   noch    spezieller 
r  =  1    setzen,    so    gelangen    wir   zu   Kurven,    die   schon   Euler 
gefunden    hat.     In    diesem   Falle    gibt    die   Gleichung    (1)   der 
letzten  Nummer: 
^.  djx  +  iy)  _  ke'^-{t-j-i){t-af 

während  sich  die  Gleichung  (5)  auf  die  quadratische  Gleichung 

(a-  l)(2-iy+2z(z-  1)  =  0 
reduziert,  die  außer  z  =  \  nur  die  Wurzel: 

(2)  m  -  •^\ 

hat.  Setzen  wir  diesen  Wert  in  der  letzten  Gleichung  (2)  der 
vorigen  Nummer  ein,  so  haben  wir  die  drei  Gleichungen: 

(3)  a  =  p  -{-  iq,       h  =  p  —  iq,      p-  -\-  q^  -\-  1  =  2ccq. 

Die  ganze  Zahl  a  ist  größer  als  Eins  zu  wählen.  Dann  sind 
p  und  q  als  solche  reelle  Zahlen  zu  wählen,  die  der  letzten 
Gleichung  genügen,  so  daß  die  beiden  ersten  Gleichungen  a  und  b 
geben.  Doch  darf  q  nicht  gleich  Null  sein.  Nunmehr  gibt 
die  Integration  von  (1)  eine  rationale  Funktion  von  t,  die  also 
ein  Bruch  aus  zwei  ganzen  rationalen  Funktionen  ist,  und 
zwar  ist  der  Nenner  dieses  Bruches  nach  Nr.  430  gleich 
{t  —  iy(t  —  Ij'Y~^,  der  Zähler  dagegen  von  höchstens  (a  +  1)'^" 
Grade.     Bezeichnen  wir   diesen  Zähler  mit  G(t),   so  muß  also 

d  G(t) 

dt(t  —  {.^i(t  —  b)"-^ 
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den  Wert  (1)  haben,  d.  h.  es  ist: 
{t-i)(t-h)GXt)-[2[t-h)-{-{a-l)(t-i)]G(t)==l-e%t  +  i){t-ay. 

Wird  das  Integral  insbesondere  von  ^  =  a  an  erstreckt,  so  ist 
G(a)=0.  Die  vorstehende  Gleichung  lehrt  dann,  daß  G'(t) 
mit  ^  —  a  in  der  cc*^"  Ordnung  verschwindet,  daher  G{t)  selbst 
in  der  (a  +  l)**""  Ordnung.  Weil  G(t)  nun  aber  von  höchstens 
(a  +  lyera  Q^-ade  ist,  hat  diese  Funktion  notwendig  die  Form 
Konst.  (t  —  6/)"  +  ^  Die  Konstante  läßt  sich  nach  Nr.  373  in 
der  Form  /«V-"  darstellen.     Mithin  kommt: 

X  +  iii  =    ^ 5  +  konst. 

Hierbei  sind  h  und  fi  reelle  Konstanten.  Durch  passende 
Wahl  des  Anfangspunktes  können  wir  die  additive  Konstante 
zum  Verschwinden  bringen.  Also  haben  wir,  da  h  zn  a  kon- 
jugiert komplex  ist: 

,,.               ,     .            he''"(t-af-^^                 .           he-'f'{t-b)''  +  '- 
(4)       X  4-  ly  = ^ : ,  X  —  ly  = ^ — r  • 

Wir  führen  nun  Polarkoordinaten  co,  q  vermöge  x  =  q  cos  va, 
y  =  Q  sin  oj  ein.  Aus  (3)  und  (4)  folgt  dann  durch  Multipli- 
kation: 

(5)  9-n'^^^, 

und  ferner  folgt  aus 

g2tm  ^  C03  CO  +  i  sin  co  ^  x  +  iy 
cos  m  —  i  sin  a        x  —  iy 
sofort : 

Nehmen  wir  hier  beiderseits  den  Logarithmus,  so  kommt: 

,    .  t—p 
CO  =  ^a  -  ^  In  ^±4*  +  "  In -^  -  i  (a  +  1)  ln(-  1) 

'  t  1   —   tt  l  .t  —  p  \        >        /  V  / 

1  —  l 

1 

oder  nach  (1),  Nr.  377,  und  da  In  (—  1)  nach  (1)  in  Nr.  376 
gleich  in  gesetzt  werden  kann: 

CO  =  (i  —  2  arc  tg  ^  +  2a  arc  tg -\-  (cc  -\-  1)  tt. 
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Durch  passende  Drehung  des  Achsenkreuzes  erreichen  wir,  daß 
die  additive  Konstante  ^  -\-  (a  -{-  1)  :i  wegfällt.  Hiernach  und 
nach  (5)  werden  also  die  Eulerschen  Kurven  bei  passender 
Wahl  des  Achsenkreuzes  in  Polarkoordinaten  lo,  q  so  dar- 
gestellt: 


(7) 


(co  =  ^i!+i!+l  arc  tg  ^^  -  2arctg^, 


1  +  t* 

Wir  haben  hierin  den  Wert  von  a  aus  (3)  eingeführt.  Die 
Konstanten  j)  und  q  müssen  so  gewählt  werden,  daß 
(p^  -{-  q^  -\-  1)  :  2q  eine  ganze  Zahl  größer  als  Eins  wird, 
während  Ji  eine  beliebig  zu  wählende  Konstante  bedeutet,  die 
wir  positiv  annehmen  können,  damit  (>  >  0  wird  (vgl.  Nr.  203). 
In  (7)  liegt  alsdann  eine  Kurve  vor,  deren  rechtivinklige 
Koordinaten  x  und  y  rationale  Funktionen  von  t  sind  und  deren 
Bogenlänge  s,  von  t  =  0  an  gerechnet,  nach  (1)  in  Nr.  558  die 
Form  hat: 
(8)  s  =  k  arc  tg  t. 

Indem  wir  dies  verifizieren,  können  wir  leicht  den  Wert  der 
Konstanten  k  feststellen.  Denn  mittels  der  Formel  (1)  von 
Nr.  545  oder  also: 

(j-,)  -  nr,}  +  [ä-t) 

ergibt  sich  aus  (1): 

ty  = ''' to^  +  ä' -  1)^  +  •'i'T  r+ ." 

SO  daß 


(9)  k  =  h  Yip'  -i-q'-  ly  +  4i)2 

ist. 

Wollen  wir  x  und  y  als  Funktionen  des  Radiusvektors  ^ 
darstellen,  so  gehen  wir  am  besten  auf  die  Formel  (6)  zurück. 
Darin  war  jedoch  a  =  —  (a  +  1)  ^  gewählt,  so  daß  e'^  =  (—  l)""''^ 
ist.     Es  ist  also: 

(10)  cos  „  +  i  sm  «  =  (-  1)- '  ^  (i^J^J- 

Hierin  ist  der  aus  der  zweiten  Gleichung  (7)  folgende  Wert 
von  t  einzusetzen.  Wenn  wir  dabei  die  positive  Konstante  h, 
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von  deren  Wert  ja  nur  die  Größe,  nicht  die  Gestalt  der  Kurve 
beeinflußt  wird,  gleich  1  :  q  wählen,  was  geschehen  darf,  da 
wir  in  (7)  ofi'enbar  g  >  0  annehmen  dürfen,  so  ergibt  sich: 

(11)  t=^^-^, 

wenn  zur  Abkürzung: 


(12)  T  =  y-p2-f2a()-l 

gesetzt  wird.  Man  muß  dabei  beachten,  daß  a  den  in  (3)  an- 
gegebenen Wert  hat.  Führen  wir  den  Wert  (11)  in  (10)  ein, 
indem  wir  dabei  überall  die  Relation 

p-  =  2  aq  —  1  —  (f 
benutzen,  so  finden  wir: 
cos  CO  +  ^  sm  w  =  ^-^ — ,  ,         —  ^^^ ' =— ! '— 

Hieraus  ergibt  sich  durch  Multiplikation  mit  q: 

9 

wobei  der  konstante  Faktor,  der  ja  eine  komplexe  Zahl  ist, 
mit  ge'^'  bezeichnet  worden  ist.  Bei  passender  Wahl  der 
Längeneinheit  können  wir  ^  =  1  machen,  und  bei  passender 
Drehung  des  Achsenkreuzes  erreichen  wir  die  Annahme  v  =  0. 
Also  hat  sich  ergeben: 

Jede  Eulersche  Kurve  ist  ähnlich  mit  einer  derjenigen  Kurven, 
deren  recMivinMige  Koordinaten  x,  y  als  FunMionen  des  Badius- 
veMors  q  durch 

(13)  x±iy  =  te--  +  .T)(l-».±^f)° 

dargestellt  werden.  Dabei  ist  a  eine  ganze  Zahl  größer  als  Eins 
und  T  die  Quadrattvurzel  (12).  Aus  (13)  folgt  sofort,  daß 
X  und  y  einzeln  solche  Formen: 

•*  —    a_ij     y l^zri-t- 

9  9 

haben,  in  denen  (p  und  ^  ganze  rationale  Funktionen  von  q  sind. 
Im  einfachsten  Falle  a  =  2  kommt: 
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im  Falle  a  =  3  dagegen,  wenn  wir  den  Maßstab  auf  ein  Achtel 
verkleinern  und  die  positiven  mit  den  negativen  Achsen  ver- 
tauschen : 

§  6.    Rektifikation  ohne  Integration. 

561.  Gleichzeitige  explizite  Darstellung  der 
Koordinaten  und  der  Bogenlänge  einer  ebenen  Kurve. 

Eine  beliebig  ausgewählte  ebene  Kurve  c  hat  unzählig  viele 
Evolventen,  und  es  sei  die  Kurve  m  eine  dieser  Evolventen. 
Vgl.  Nr.  199.  Auf  der  Evolute  c  wählen  wir  zwei  Punkte 
Co  und  0^  aus;  es  seien  M^  und  M^  die  zugehörigen  Punkte 
der  Evolvente  m.  Nach  Satz  15,  Nr.  200,  ist  alsdann  der 
Bogen  OßCi  von  c  gleich  der  Differenz  i?^  —  Rq  der  Krümmuug.s- 
radien  H^  und  i?^  der  Evolvente  m  in  den  entsprechenden 
Punkten  Jf^  und  M^y  Hiervon  machen  wir  im  folgenden 
Gebrauch. 

Die  Evolvente  m  sei  mittels  einer  Hilfsvei'änderlichen  t  in 
der  Form 

gegeben.  Nach  (2)  in  Nr.  197  hat  sie  in  dem  zu  f  gehörigen 
Kurvenpunkte  31  den  Krümmimgsradius 

(1)  B~^^'J±^, 

wobei  die  Wurzel  positiv  ist.  Ferner  hat  der  zu  M  gehörige 
Punkt  C  der  Evolute  c,  d.  h.  der  zugehörige  Krümmungs- 
mittelpunkt G,  nach  (5)  in  Nr.  197,  worin  nach  (6),  Nr.  169, 

qp'  ip' 

sm  V  ==  — ,  cos  r  = = 

zu  setzen  ist,  die  Koordinaten: 

(2)   x  =  (p  —  ip  -^,.-^— ,-,,  y^ip^tp'  -7.,  ^y,  „ . 

Also  folgt:  Eine  beliebige  Kurve  c  können  wir  uns  in  der 
Form  (2)  gegeben  denken,  indem  darin  x  und  y  Funktionen 
einer  Hilfsveränderlichen  t  sind.  Alsdann  hat  die  Bogenlänge 
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s  dieser  Kurve  von  der  Stelle  (to)  bis  zur  Stelle  (t)  nach  (1) 
den  Wert 

(3)  s-'-Yir+fV\, 

wobei  die  Wurzel  positiv  ist  und  die  Bogenlänge  positiv  ge- 
rechnet ist  im  Sinne  wachsender  Werte  von  t.  Dabei  ist  jedoch 
nach  Satz  15,  Nr.  200,  vorausgesetzt,  daß  die  Evolute  auf  dem 
zugehörigen  Stücke  keinen  Wendepunkt,  singulären  Punkt  oder 
Seheitel  habe. 

Indem  wir  in  (2)  für  cp  und  rp  irgend  welche  Funktionen 
setzen,  erhalten  wir  also  mit  Leichtigkeit  explizite  Darstellungen 
von  Kurven,  deren  Bogenlänge  nach  (3)  ohne  jede  Integration 
ebenfalls  explizite  angegeben  iverden  kann. 

562.  Kurven,  deren  Koordinaten  als  Funktionen 
des  Tangentenwinkels  gegeben  sind.  Besonders  einfach 
gestaltet  sich  dieselbe  Betrachtung,  wenn  wir  uns  die  Evolvente 
in  der  in  Nr.  213  angenommenen  Form  (3)  gegeben  denken, 
in  der  t  ihr  Tangentenwinkel  ist.  Die  Evolute  ist  ebenda 
unter  (8)  angegeben.  Der  Tangentenwinkel  der  Evolute  ist 
jedoch  T  +  I^TT.  Wenn  wir  diesen  Wert  mit  r  bezeichnen,  so 
haben  die  Punkte  der  Evolute  die  Koordinaten: 

(1)  ä;  = /"(T)sinT  + /"'(■'^)<^os'^j  ?/ =  — /"(t)  cosT +/""(t)  sinr. 

Nach  (6)  ebenda  ist  dann  der  Krümmungsradius  der  Evolvente: 

B  =  f{T)^r{r). 
Also  ist  auch 

(2)  s  =  fit)  +  f"{x)  +  konst. 

die  Bogenlänge  der  Kurve  (1),  von  einer  gewissen  Stelle  an 
gerechnet,  von  der  es  abhängt,  welchen  Wert  die  Konstante  hat. 
Allerdings  ist  hier  s  nicht  stets  positiv  gerechnet  im 
Sinne  wachsender  Werte  von  t,  sondern  nur  dann,  wenn 
/"(t)  + /""(t)  positiv  ist.  Im  andern  Falle  hat  man  den 
Wert  (2)  noch  mit  —  1  zu  multiplizieren. 
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§  1.    Kubatur  durch  einfache  Integrale. 

563.  Volumen  einer  Körperschicht.  Unter  Kubatur 
versteht  mau  die  Ausmessung  der  Yolumiua,  weil  die  Volumina 
als  Vielfache  der  Einheit,  nämlich  des  Würfels  oder  Kubus 
von  der  Kantenlänge  Eins,  darzustellen  sind.  Die  elementare 
Stereometrie  definiert  nur  die  Volumina  ehenflächig  begrenzter 
Körper.  Liegt  ein  Icrmnmflächig  begrenzter  Körper  vor,  so  er- 
setzen wir  ihn  daher  durch  einen  ebenflächig  begrenzten  Körper, 
der  so  verändert  werden  kann,  daß  sich  seine  Oberfläche  überall 
der  des  gegebenen  Körpers  beliebig  stark  nähert.  Als  das 
Volumen  des  gegebenen  Körpers  bezeichnen  wir  alsdann  den 
Grenzwert,  dem  das  Volumen  des  Ersatzkörpers  bei  dieser  An- 
näherung zustrebt. 

Erst  im  zweiten  Paragraphen  wird  gezeigt  werden,  daß 
man  in  dieser  Weise  stets  zu  demselben  Volumenwerte  gelaag-t, 
wie  auch  der  Ersatzkörper  beschafl'en  sein  mag. 

Zunächst  betrachten  wir  einen  Zylinder  von  der  Höhe  Ji, 
dessen  Grundfläche  ein  ebenes  Flächenstück  E  ist.  Der 
Kurve  Ic,  die  das  Flächenstück  E  umrandet,  und  von  der  wir 
natürlich  voraussetzen,  daß  sie  stetig  sei,  schreiben  wir  irgend 
ein  Vieleck  ein,  indem  wir  beliebige  Punkte  auf  h  auswählen 
und  ihrer  Reihenfolge  nach  geradlinig  verbinden.  Die  Fläche 
des  Polygons  sei  E'.  Das  Prisma,  dessen  Grundfläche  E'  und 
dessen  Höhe  h  ist  und  das  dieselbe  Richtung  wie  der  gegebene 
Zylinder  hat,  ist  ein  Ersatzkörper,  dessen  Oberfläche  überall 
nach  der  des  Zylinders  strebt,  sobald  immer  neue  Punkte  von  h 
563] 


§  1.    Kubatur  durch  einfache  Integrale. 


327 


^Is  Polygonecken  derart  eingeschaltet  werden,  daß  die  Längen 
aller  Polygonseiten  nach  Null  streben.  Zugleich  strebt  E' 
nach  E,  nach  Satz  1,  Nr.  531.  Das  Prismenvolumen  aber  hat 
nach  den  Sätzen  der  elementaren  Stereometrie  den  Wert  E'h. 
Folglich  ist  das  Volumen  des  Zylinders  gleich  dem  Produkte 
aus  seiner  GrundfläcJie  und  Höhe. 

Wir  gehen  zu  einer  allgemeineren  Betrachtung  über:  Es 
werde  ein  ebenes  Flächeustück  E  so  bewegt,  daß  die  Ebene 
stets  der  ursprünglichen  Lage  Eq  parallel  bleibt,  während  je- 
doch das  Flächenstück  E  dabei  nach  irgend  einem  Gesetze 
veränderlich  sei  nach  Größe  und  Umriß.  Das  Flächenstück  E 
beschreibt  alsdann,  wenn  wir  das  Verfahren  bis  zu  einer  End- 
lage E^  fortsetzen,  einen  Körper,  siehe  Fig.  4(5.  Wir  wollen 
sein  Volumen  berechnen  unter 
der  Annahme,  daß  uns  der 
Flächeninhalt  E  in  jeder  Lage 
bekannt  sei.  Diese  Annahme 
ist  so  zu  erfüllen :  Wir  benutzen 
eine  zu  allen  Ebenen  senkrechte 
Gerade  als  x- Achse,  positiv 
im  Sinne  der  auszuführenden 
Bewegung,  so  daß  zur  Anfangsebene  ein  Wert  x^  und  zur  End- 
ebene Ey  ein  Wert  X  der  Abszisse  gehört  und  X  >  x^  ist. 
Zu  einer  beliebigen  Abszisse  x,  die  zwischen  Xq  und  X  liegt, 
gehört  eine  Ebene,  in  der  das  Flächenstück  E  den  Inhalt  u{pc) 
haben  möge.  Wir  setzen  voraus,  u{x)  sei  im  Litervalle  von 
Xq  bis  X  eine  stetige  Funktion. 

Betrachten  wir  die  zu  den  Abszissen  x  und  x  -\-  zJx  ge- 
hörigen Ebenen  E  und  E'.  Zwischen  E  und  E'  liee-t  eine 
Körperschicht  von  der  Dicke  /Jx.  Wir  ersetzen  sie  durch  den- 
jenigen geraden  Zylinder  von  der  Höhe  zix,  dessen  Grundfläche 
das  Flächenstück  E  und  dessen  Volumen  also  nach  dem  Vor- 
gehenden gleich  u{x)/Jx  ist,  weil  E  den  Flächeninhalt  u{x)  hat. 

Wenn  wir  das  ganze  Litervall  von  Xq  bis  X  durch  ein- 
geschaltete Ebenen  E  irgendwie  zerteilen,  also  den  Körper 
in  Schichten  von  beliebigen  Dicken  Jx  zerschneiden  und  wie 
soeben  jede  Schicht  durch  einen  Zylinder  ersetzen,  so  wird 
auch  die  Oberfläche  des  Körpers  durch  eine  neue  ersetzt.    Die 
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neue  Oberfläche  weicht  von  der  eigentlichen  um  so  weniger 
ab,  je  kleiner  alle  Schichtenstärken  zlx  angenommen  werden. 
Demnach  ist  das  Volumen  des  Körpers  zu  definieren  als  der 
Grenzwert  der  Summe 

X 

für  lim  ^x  =  0,  und  diese  Summe  ist  gerade  so  zu  verstehen 
wie  die   Summe   (2)   in  Nr.  404,   so   daß  der  Grenzwert,   weil 

u{x)  stetig  ist,  nach  Satz  4,  Nr.  407   den  Wert 

X 

(1)  V=   fu{x)dx 

hat. 

Hiermit  sind  wir  zu  einer  einfachen  Volumenformel  gelangt. 
Sie  besagt  nebenbei  noch:  Wenn  zwischen  der  Anfangs-  und 
Endlage  der  Ebene  znci  Körper  liegen,  die  so  beschaifen  sein 
sollen,  daß  jede  der  parallelen  Zwischenebenen  beide  Körper 
in  zwei  gleich  großen  Querschnitten  trifpfc,  so  haben  beide  Körper 
dasselbe  Volumen.  Dieser  Satz  ist  bekannt  als  das  Cavalieri- 
sdie  Prinzip. 

Beispiel:  Die  Spitze  eines  Kegels  sei  als  Anfangspunkt 
0  gewählt,  das  Lot  von  0  auf  die  Grundfläche  des  Kegels 
sei  die  positive  a:-Achse.  Die  Grundfläche  habe  den  Inhalt  B, 
und  die  Kegelhöhe  sei  gleich  h.  Eine  Ebene  E  senkrecht  zur 
iC-Achse  mit  einer  zwischen  0  und  Ji  gelegenen  Abszisse  x 
schneidet  den  Kegel  in  einem  Flächenstücke  ti(x),  das  sich  aus 

der  Proportion 

u(x)  :  B  =  x^ :  h^ 

sofort  ergibt: 

u(x)  =  -f^,x\ 

Nach  (1)  ist  demnach  das  Volumen  des  Kegels: 

h 

F=    ff,xhlx  =  ^Bh, 

0 

womit   wir  zu  einem  bekannten  Satze  gelangt  sind. 

564.     Volumen    eines    Ellipsoid- Segmentes.     Wir 

schicken  voraus:  In  Nr.  220  ergab  sich  für  die  Fläche  der  Ellipse 
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mit  den  Halbachsen  a  und  h  der  Wert  nah.  Es  ist  aber  das 
Produkt  irgend  zweier  konjugierter  Halbmesser  der  Ellipse  mit 
dem  Sinus  ihres  Winkels  gleich  dem  Produkte  «&.  Also  folgt: 
sind  a  und  h  nicht  die  Halbachsen,  sondern  konjugierte  Halb- 
messer der  Ellipse  und  ist  «  ihr  Winkel,  so  ist  %ah^ma 
die  Fläche  der  Ellipse. 

Aus  einem  Ellipsoid,  vou  dem  a,  b,  c  drei  konjugierte 
Halbmesser  seien,  möge  nun  durch  zwei  zur  Ebene  von  h  und  c 
parallele  Ebenen  E^  und  E^  ein  Segment  ausgeschnitten  sein, 
dessen  Volumen  V  berechnet  werden  soll.  Nehmen  wir  «,  &, 
c  als  Achsen  für  schiefwinklige  Koordinaten  x' ,  y' ,  z'  an,  so 
ist  bekanntlich  die  Gleichung  des  Ellipsoids 

7F  +  IT  +  T^  =  1     oder       --•^^,-^  +  -  ,-     --^,,^  =  1 , 


b^    '    c- 


H'-'^)  H'-'^) 


so  daß  eine  zwischen  Eq  und  E^  eingeschaltete  parallele  Ebene 
mit  dei  Abszisse  x'  das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse  mit  den 
konjugierten  Halbmessern 


schneidet.     Die  Fläche  dieser  Ellipse  ist: 
V.  =  Tihcshiail  —  '  , ) , 

wenn  a  den  Winkel  von  b  und  c  bedeutet.  Bildet  die  Ebene 
von  b  und  c  mit  a  den  Winkel  Ä,  so  hat  das  Lot  x  von  0 
auf  die  Ebene  a:' =  konst.  die  Länge  x  =  x'  siaÄ,  so  daß 
dx  =  sinÄdx'  ist.  Das  Einsetzen  dieser  Werte  und  des  Wertes 
u  in  die  Volumenformel  (1)  der  vorigen  Nummer  gibt 
j' 

F=   iTibc  sin  all -r,  j  sin^^^a;' 

x'o 

=  :r?)csin«sin  J.(X'  —  x^  —  - — 5—4—^) , 

wenn  die  Ebenen  E^  und  E^  die  Abszissen  Xq  und  X'  haben. 
Für  a'p'  =  — rt.  X' =  a  geht  das  Volumen  |:jra&c  sin  a  sin  ^ 
des  ganzen  Ellipsoids  hervor,  also  das  |jr- fache  des  Volumens 
des  Parallelepipeds  mit  den  Kanten  a,  b,  c. 
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Eine  ähnliche  Rechnung  gibt  die  Volumina  der  Segmente 
der  andern  von  Flächen  zweiter  Ordnung  umschlossenen  Körper. 

565.  Volumen    eines    Segmentes    eines  hyperboli- 
schen Faraboloids.     In  rechtwinkligen  Koordinaten  ist 

{1)  xy  =  az 

die  Gleichung   eines   gewissen  hyperbolischen  Paraboloids,   das 
die    X-    und   y- Achse    enthält.     Wir   wollen    das    Volumen    V 

berechnen,  das  zwischen  der 
Fläche,  dem  positiven  Qua- 
dranten der  ä;j/- Ebene  und 
der  Ebene 

(2)        x  +  y  +  z  ^a 

gelegen  ist.  Siehe  Fig.  47. 
Eine  zur  aj- Achse  senk- 
rechte Ebene  E  mit  der  Ab- 
szisse X  schneidet  das  Volumen 
in  einem  Di-eiecke  PQR  mit 
der  Grundlinie  QB  =  a  —  x. 
Die  Dreieckshöhe  ist  der  Wert 
von  z,  der  aus  (1)  und  (2)  durch  Elimination  von  y  hervor- 
geht, nämlich  x{a  —  x),  dividiert  durch  a -\- x,  so  daß  die 
Fläche  des  Dreiecks  den  Wert 

/  s        x(a  —  x)^ 

«W  =  IT? — i — V 
^   ■'         2(a  -\-  x) 

hat.     Die   äußersten  Lagen  der  Ebene  E  haben   die  Abszissen 
a;  =  0  und  x  =  a.    Nach  (1)  in  Nr.  563  ist  mithin: 

a  a 

r^  f^^dx=  f(^^x^-lax  +  2a'--^)dx=(\l-\n4)a'. 
J    2[a^x)  J  \2  2  a^x)  \V2  j 

u  0 

566.  Volumen   eines  Rotationskörpers.     Dreht  sich 
die  in  der  a;y- Ebene  gelegene  Meridianlcurve 

(1)  y  =  fh:) 

um  die  ic- Achse,  so  entsteht  eine  Hof atkms fläche,  vgl.  Nr.  .348. 
Es  soll  das  Volumen  V  berechnet  werden,  das  von  ihr  und  zwei 
zur  Drehachse  senkrechten  Ebenen  mit  den  Abszissen  Xq  und  X 
eingeschlossen  wird. 
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Eine  zur  Drehachse  senkrechte  Ebene,  deren  Abszisse  x 
irgend  einen  Wert  zwischen  Xq  und  X  hat,  schneidet  die  Rotations- 
fläche in  einem  Breitenlireise  vom  Radius  y  =  f{x),  so  daß 
u{x)  =  Tty^  seine  Fläche  ist  und  demnach  aus  (1)  in  Nr.  563 
folgt: 

X 

(2)  V=7tjf-dx, 

worin  y  die  durch  (1)  gegebene  Funktion  von  x  ist. 
Liegen  mvei  Meridiankurven 

(3)  iJi=fiix)     und     y^=U{x) 

vor,  wobei  y^  >  y^  sei,  so  gehören  zu  ihnen  zwei  Rotations- 
flächen. Das  zwischen  beiden  gelegene  Volumen  von  Xq  bis  X 
ist  die  Differenz  der  Volumina: 


X  X 

^2  =  ^1  vi  äx     und      V^==7t  j  y\ 


dx 


d.  h.  es  hat  den  Wert: 


X 

(4)  V=-7tJ{y\-y\)dx. 

Demnach    ist    es    gerade    so   groß    wie    das   Volumen    des    zur 
Meridiankurve: 


y  =  Vy\  -  y\  =  WMY  -  \f.  (^)? 

gehörigen  Rotationskörpers. 

1.  Beispiel:  Ein  Kreis  mit  dem  Radius  a  liege  in  der 
a;i/-Ebene,  seine  Mitte  auf  der  ?/-Achse,  doch  so,  daß  der  Kreis 
die  .r-Achse  nicht  schneide,  also  die  Ordinate  h  der  Mitte  größer 
als  a  sei.  Die  Drehung  des  Kreises  um  die  a;- Achse  liefert 
dann  einen  Kreisring.  Eine  Ebene  x  =  konst.,  deren  Abszisse 
X  zwischen  —  a  und  -f-  a  liegt,  schneidet  die  Oberfläche  des 
Kreisringes  in  zwei  Breiteukreisen,  für  deren  Radien  y^  und  y^ 
nach  Fig.  48  die  Beziehungen  gelten: 


(ö;  yo-hyi  =  '2h,  y,—y^  =  2ya^—x',  d.h.  yl-yl  =  Uya^-x\ 
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Dasjenige  Segment  des  Kreisringes,  das  zwischen  den  Ebenen 
X  =  Xq  und  X  =  X';>  Xq  liegt,  hat  also  nach  (4)  das  Volumen: 

X 

(6)  7=4  TibCya^  -  x^  dx, 

x„ 

wobei  die  Grenzen  natürlich  im  Intervalle  von  —  a  bis  +  a  zu 
wählen  sind.  Zwischen  den  beiden  Ebenen  liegt  auch  ein  ge- 
wisses Segment  v  des  erzeugenden  Kreises, 
siehe  die  Figur;  und  die  Fläche  dieses 
Segmentes  ist  nach  Nr.  409  das  Integral 

X 

V  =J  (2/2  -  Vi) 


dx. 


Fig.  .48 


so  daß  aus  (6)  und  der  zweiten  Formel  (5) 
folgt: 

Das  Volumen  des  Kreisring -Segmentes 
ist  demnach  gleich  dem  Volumen  des- 
jenigen Zylinders,  dessen  Grundfläche  das 
Kreissegment  v  und  dessen  Höhe  der  Weg 
2  TiJj  ist,  den  die  Mitte  des  erzeugenden 
Kreises    beschreibt.      Das   Volumen    des 

ganzen  Kreisringes  ist  also  gleich  7t a'  •  2nh  oder  2:i^a^h. 

2.  Beispiel:   Rollt  ein  Kreis   vom   Radius  a  in  der  xy- 

Ebene    auf    der    a;- Achse,    so    beschreibt    irgend    ein    Punkt 

seines  Umfanges  eine  ZyMoide,  deren  Gleichungen  nach  (1)  in 

Nr.  231  sind: 

(7)  x  =  a{(p  —  sing;),     y  =  a{l  —  cosqp). 

Dabei  ist  der  Anfangspunkt  eine  Spitze  der  Kurve  und  der 
Punkt  mit  den  Koordinaten  x  =  2a7i,  y  =  0  die  nächste  Spitze. 
Diese  beiden  Punkte  gehören  zu  den  Werten  0  und  2  71  der 
Hilf s veränderlichen  g?,  die  nach  Nr.  231  den  beim  Rollen 
zurückgelegten  Drehwinkel  bezeichnet.     Nach  (7)  ist: 

(8)  dx  =  a  (1  —  cos  qp)  dg). 

Durch  Drehung  der  Zykloide  um  die  a;-Achse  geht  eine  Rota- 
tionsfläche hervor.  Sie  umschließt,  von  0  an  gerechnet,  zu- 
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sammeu  mit  einer  zur  rc-Achse  senkrechten  Ebene  x  =  X  >  0, 
ein  Volumen  V,  das  sich  nach  (2),  (7)  und  (8)  sofort  als 
Integral  hinsichtlich  der  Hilfsveränderlichen  (p  darstellen  läßt: 

V  =  n  I  y-  dx  =  Tia^  I  (1  —  cos  9))^  dcp. 

0  0 

Dabei  soll    ^  der  Wert   von  9   für  x  =  X  sein.     Es  kommt: 

V  =  %a^  /  (f  —  T  ^^^  9^  +  f  ^^^  2^  —  I  cos  3^)  dtp 
0 
=  %a^  (f  ^  —  ^l  si"  ^  +  I  sm  2  ^  —  j^2  sin  3  0). 

Insbesondere  geht  für  ^  =  2%  das  Volumen  bn^a^  hervor,  das 
durch  die  Drehung  eines  Bogens  der  Zykloide  —  von  Spitze 
zu  Spitze  gerechnet  —  entsteht. 

5.  Beispiel:  Lassen  wir  dieselbe  ZyMoidc  um  die  Tangente 
ihres  Scheitels,  nämlich  ihres  höchsten  Punktes  (C  in  Fig.  54, 
S.  383  des  1.  Bandes)  rotieren,  so  daß  wir  also  auch  diese 
Tangente  als  ic- Achse  wählen,  d.  h.  die  zweite  Formel  (7)  er- 
setzen durch 

y  =  2a  —  a  {1  —  cosg?)  =  a  (1  +  cos 9)), 
so  liefert  die  Volumenformel  (2)  in  entsprechender  Weise: 

F==  71  I  y^  dx  =  ^a^  /  (^  +  ^*^^  ^f  (^  ~"  ^^^  9^)  ^9' 

ü  0 

=7ia^  j  (l  +  cosg5)sin^9Df79P  =  :7ta^(|^— |sin^cos0-f  |sin^^) 
0 

Zu  dem  ganzen  Zykloidenbogen  gehört  das  bei  der  Annahme 
^  =  2:r  hervorgehende  Volumen  jr^a^,  das  also  den  fünften 
Teil  des  im  2.  Beispiele  betrachteten  Gesamtvolumens  ausmacht. 

567.  Die  G-uldiusche  Regel  für  die  Volumina  von 
Rotationskörpern.  Indem  wir  uns  eine  mathematische  Be- 
gründung für  eine  geeignetere  Stelle  (in  Nr.  602)  vorbehalten, 
bemerken  wir  hier  ohne  Beweis,  daß  derjenige  Punkt  S  eines 
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ebenen  Flächeustückes,  den  man  in  der  Mechanik  als  den  Schwer- 
piinM  der  Fläche  definiert,  die  Ordinate  hat: 

X 

J'y-  dx 

(1)  ^  =  H~- 

2jydx 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  das  Flächenstück  durch  eine  stetige 
Kurve 

(2)  y  =  m, 

durch  die  Abszissenachse  und  durch  die  zu  x^  und  X  gehörigen 
Ordinaten  begrenzt  sei. 

Die    Volumenformel    (2)    der    vorigen    Nummer    für    den 
Rotationskörper  läßt  sich  folglich  so  schreiben: 


V  =  27ii)  ■  1  ydx. 


Hier  bedeutet  das  Integral  den  Inhalt  des  ebenen  Fläch  enstückes, 
das  von  der  Meridianhirve  (2),  von  der  Drehachse  und  von 
den  zu  x^  und  X  gehörigen  Ordinaten  begrenzt  wird,  d.  h. 
gerade  desjenigen  Flächenstückes,  durch  dessen  Rotation  der 
Körper  vom  Volumen  T"  entsteht.  Andererseits  ist  2:rrt)  der 
Umfang  des  Kreises,  den  der  Schwerpunkt  S  bei  der  Rotation 
beschreibt.  Hieraus  entspringt  die  sogenannte  Guldinsdie 
Regel  für  die  Ausmes.sung  des  Volumens  eines  Rotations- 
körpers, die  übrigens  schon  bei  Pappus  vorkommt:  Wird 
ein  ebenes  Flächenstück  von  der  Größe  E  um  eine  solche 
Achse  g  gedreht,  die  E  nicht  zerteilt,  so  ist  das  Volumen  des 
entstehenden  Rotationskörpers  gleich  dem  Volumen  desjenigen 
Zylinders,  dessen  Gtrmidfläche  E  und  dessen  Hohe  gleich  dem  Wege 
ist,  den  der  Schiverpunld  S  von  E  hei  der  Drehung  ziirücMegt.  Es 
leuchtet  ein,  daß  die  Fläche  E  nicht  an  die  Achse  g  heran- 
zureichen braucht,  ebenso,  daß  dies  Ergebnis  auch  für  ein 
solches  Segment  des  Rotationskörpers  gilt,  das  durch  eine  un- 
vollständige Drehung  von  E  um  die  Achse  g  hervorgeht. 

Ein  Beispiel  zur  Guldinschen  Regel  ist  das  1.  Beispiel  der 
vorigen  Nummer. 
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§  2.    Kubatur  durch  Doppelintegrale. 

568.  Ziel  der  nächsten  Betrachtung^en.  Es  gelaug 
in  denjenigen  Beispielen,  die  wir  im  eisten  Paragraphen  be- 
trachteten, eine  analytische  Formel  für  den  Flächeninhalt  u{x) 
eines  solchen  ebenen  Schnittes  des  auszuni essenden  Körpers 
zu  finden,  der  durch  eine  Ebene  x  =  konst.  entstand,  so  daß 
alsdann  die  Formel  (1)  von  Nr.  563,  nämlich 


(1)  V  =  Ju(x) 


dx. 


das  gesuchte  Volumen  lieferte.  Aber  die  Bestimmung  der 
Funktion  ii{x)  erfordert  in  weniger  einfachen  Fällen  an  sich 
schon  die  Auswertung  eines  Integrals,  da  u(x)  als  Inhalt  eines 
ebenen  Flächenstücks  durch  eine  Quadratur  (siehe  Nr.  530) 
zu  berechnen  ist.  In  Wahrheit  steht  also  in  der  Formel  (1) 
kein  einfaches,  sondern  ein  sogenanntes  Doppelintegral,  das  uns 
übrigens  in  spezieller  Form  schon  von  Nr.  489  an  begegnete. 
Unsere  Aufgabe  ist  es  jetzt,  eine  allgemeine  Theorie  der  Doppel- 
integrale zu  entwickeln. 

Außerdem  ist  darauf  zu  achten,  daß  die  Methode,  durch 
die  wir  die  Formel  (1)  abgeleitet  haben,  unvollständig  war. 
Denn  wir  haben  uns  dabei  damit  begnügt,  das  Volumen  zu 
definieren  als  den  Grenzwert  des  Volumens  eines  Ersatzkörpers, 
der  in  Nr.  563  in  einer  ganz  bestimmten  Weise  hergestellt 
wurde.  Es  ist  noch  zu  zeigen,  daß  jede  Art  des  Ersatzes  der 
Oberfläche  des  Körpers  durch  eine  ihr  beliebig  nahe  kommende 
andere  Oberfläche  stets  denselben  Grenzwert  für  das  Volumen 
ergibt.  Deshalb  nehmen  wir  das  Problem,  Volumina  zu  de- 
finieren und  zu  berechnen,  durchaus  von  neuem  in  Angriff. 
Nachher  (in  Nr.  578)  wird  sich  herausstellen,  daß  die  Formel 
(1)  in  der  Tat  exakt  ist. 

569.    Ersatz  der  Oberfläche   durch   ein  Polyeder. 

Nach  Nr.  251   definiert  die  Gleichung 

(1)  ^  =  /(^;2/) 

eine  Fläche,  wenn  x,  y,  z  als  rechtwinklige  Koordinaten  ge- 
deutet werden   und  f{x,  ij)  eine  stetige  Funktion  von  x  und  y 
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ist.  Den  Variabilitätsbereicli  wollen  wir  dabei  vorderhand  in 
der  einfachsten  Weise  annehmen:  Er  sei  durch  die  Ungleichungen 

(2)  x,£x£X,        iJo<y£Y 

festgelegt,  worin  Xq,  X,  y^  und  Y  gegebene  Zahlen  seien,  so 
daß  der  Variabilitätsbereich  in  der  .t?/- Ebene  durch  die  Fläche 
eines  Rechtecks  ÄBCD  dargestellt  wird,  dessen  Seiten  den 
Achsen  parallel  sind  und  die  Abszissen  Xq,  X  bzw.  die  Ordinaten 
y^,  Y  haben.  Oh  die  FunJction  f{x,  y)  partielle  Ableitungen 
nach  X  und  y  hat  oder  nicht,  ist  für  die  folgetide  Betrachtung 
völlig  einerlei. 

Jedem  Punkte  Q  im  Innern  des  Rechtecks  oder  auf  seinem 
Rande  gehören  Koordinaten  x  und  y  derart  zu,  daß  z  =  fix,  y) 
in  der  Umgebung  dieses  Wertepaares  x,  y  stetig  ist.  Für  den 
zugehörigen  Punkt  P  oder  (x,  y,  z)  der  Fläche  ist  der  Punkt 
Q  die  Projektion  auf  die  ai/- Ebene. 

Der  Einfachheit  halber  wollen  wir  ferner  vorläufig  an- 
nehmen, daß  die  Funktion  fix,  y)  oder  z  für  jede  Stelle  des 
Yariabilitätsbereiches  positiv  sei.  Von  dieser  Voraussetzung 
machen  wir  die  Betrachtung  später  frei.  Sie  bedeutet,  daß  die 
Fläche  völlig  über  der  positiven  Seite  der  icy- Ebene  liegen 
soll.  Errichten  wir  längs  der  Kanten  des  Rechtecks  AB  CD 
die  zur  a;?/-Ebene  senkrechten  Ebenen,  so  umschließen  sie  zu- 
sammen mit  der  xy-Woewe.  und  der  Fläche  (1)  einen  Raumteil, 
dessen  Volumen  wir  definieren  und  berechnen  wollen. 

Wir  verfahren  analog  wie  in  Nr.  404  so:  Zwischen  Xq 
und  X  schalten  wir  in  steigender  Reihe  eine  beliebige  Anzahl 
von  Zwischenwerten  ein: 

"^i;   -^2?    •  •  •   '^«-l> 

ebenso  zwischen  y^  und  Y: 

th,  P2,   ••■  Vm-l, 

so  daß  das  Intervall  von  Xq  bis  X  in  etwa  n  und  das  Inter- 
vall von  2/o  bis  Y  in  etwa  m  willkürlich  anzunehmende  Teile 
zerlegt  wird.  Jedem  Wertepaare  x^,  ?/j  entspricht  ein  Punkt 
Q^^  der  Fläche  des  Rechtecks  AB  CD.  Die  Geraden  in  der 
iCi/-Ebene,  die  den  Achsen  parallel  sind  und  die  Abszissen 
Xy,  x^,  ...  a;„_i  bzw.  die  Ordinaten  y^,  y^  ...  «/^_i  haben, 
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zerlegen  das  Rechteck  in  n  ■  m  kleinere  Rechtecke,  und  die 
Punkte  Q-,  sind  Ecken  dieser  Rechtecke.  Siehe  Fig.  49.  Längs 
aller  Teilgeraden  errichten  wir  die  zur  a;;(/- Ebene  senkrechten 
Ebenen,  wodurch  der  Körper  in  n  ■  m  Teile  zerlegt  wird,  die  wir 
Prismen  nennen  wollen,  obwohl  sie  einerseits  nicht  eben,  sondern 
krummflächig,  nämlich  durch  die  Fläche  (1),  begi-enzt  werden. 

Jedes  dieser  n  •  m  Prismen  hat  eine  rechteckige  Grund- 
fläche. Unter  der  Anfanpseclxe  eines  dieser  Rechtecke  verstehen 
wir  im  folgenden 
immer  diejenige 
Ecke,  der  die 
kleinsten  Koordi- 
natenwerte X,  y  zu- 
kommen, also  die 
dem  Punkte  A  am 
nächsten  liegende 
Ecke. 

Zur  Anfangs- 
ecke ^,.jOder(a;,.,?/J 
eines  der  Teilrecht- 
ecke von  AB  CD 
gehört  ein  vertikal 
darüber  liegender 
Punkt  P,.j  der  Fläche  (Ij.  Wenn  wir  das  auf  dem  Rechtecke 
stehende  Prisma  nunmehr  oben  nicht  mehr  durch  die  krumme 
Fläche  (1),  sondern  durch  die  Ebene  parallel  der  :cy-Ebene  und  in 
der  Höhe  z=^f{x-,  y^  von  P-^  begrenzen  und  in  derselben  Weise 
mit  allen  n  •  m  Prismen  verfahren,  so  ersetzen  wir  den  zu  be- 
reclinenden  Körper  durch  eine  Summe  von  n  •  m  Recldflachen, 
von  denen  das  mit  der  Anfangsecke  Q^i  oder  (x.,  y^  den  Inhalt 

(3)  /"(^i,  y^  {^i + 1  -  ^,- )(?/;+ 1  -  v^ 

hat.     Die  Doppelsumme 


Fig.  49. 


(4) 


J 


f{x„  yi)(x,_^^  -  xXVi+i  —  Pi) 


ist   also   die   Summe   der  Volumina  aller   Rechtflache.     Sie  ist 
so   zu    bilden:    In   dem   Produkte   (3j    sind   für   i  bzw.   l  nach 
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und  nach  alle  Werte  0,  1,  2,  . . .  n  —  1  bzw.  0,  1,  2,  ...  w  —  1 
zu  setzen.  Alsdann  sind  alle  hervorgehenden  n  ■  m  Produkte 
zu  addieren.  Natürlich  ist  dabei  unter  i\^  bzw.  y^  nach  (2» 
die  Endabszisse  X  bzw.  Endordinate  Y  zu  verstehen. 

Indem  wir  statt  der  oben  krummflächig  begrenzten  n  •  m 
Prismen  die  n  ■  m  Rechtflache  einführen,  ersetzen  wir  die 
Fläche  (1)  durch  ein  treppenförmiges  Gebilde,  nämlich  durch 
ein  Polyeder,  das  aus  lauter  Rechtecken  gebildet  wird,  von 
denen  n  ■  m  Rechtecke  parallel  zur  a:y- Ebene,  alle  anderen  zu 
dieser  Ebene  vertikal  sind.  Letztere  sind  diejenigen  Teile  der 
vertikalen  Seiten  der  Rechtflache,  die  nicht  zwei  aneinander- 
stoßenden Rechtflachen  gemein  sind. 

Daß  das  Ersatz -Polyeder  von  der  Fläche  (Ij  überall  um 
so  weniger  abweicht,  je  kleiner  alle  Teilintervalle  zwischen  x^^ 
und  X  und  zwischen  //(,  und  1'  angenommen  werden,  wird  aus 
dem  in  nächster  Nummer  aufzustellenden  Satze  folgen.  Unser 
Ziel  ist  nun,  zu  zeigen,  daß  die  Doppelsumme  J  einem  be- 
stimmten endlichen  Grenzwerte  zustrebt,  wenn  alle  Teilintervalle 
nach  Null  streben  und  demnach  die  Anzahlen  n  und  w  über 
jede  Zahl  wachsen. 

570.  Schwankung  einer  stetigen  Funktion  von 
zwei  Veränderlichen.  Unter  der  Schwankung  einer  stetigen 
Funktion  von  zwei  Veränderlichen  innerhalb  eines  bestimmten 
Variabilitätsbereiches  wird  die  ihrer  Natur  nach  niemals 
negative  Differenz  zwischen  dem  größten  und  kleinsten  Werte 
verstanden,  den  die  Funktion  in  dem  Bereiche  annimmt.  'Vgl. 
das  entsprechende  in  Nr.  405.)     Es  gilt  der 

Satz  1:  Ist  f(x,  y)  eine  in  einem  Variahilitätsher eiche 
stetige  FunJction  von  zwei  Veränderlichen  x  und  y,  so  gibt  es, 
wie  Idein  man  auch  eine  positive  Zahl  r  wählen  mag,  stets  eine 
positive  Zahl  6  derart,  daß  die  Scinvanlcung  der  Funlition  Meiner 
als  X  ist  innerhalb  einer  solchen  Umgehung  einer  jeden  beliebigen 
Stelle  (x^,  2/i)  ^^^  Varialilitätsberekhes,  in  der  x  und  y  von  x^ 
bzw.  y^  um  nicht  mehr  als  6  abweichen. 

Nach  Nr.  486  gibt  es  nämlich,  falls  die  positive  Zahl  t 
beliebig  klein  gewählt  wird,   eine  positive  Zahl  6  derart,    daß 

(1)  W,y)~f{^v  y,)\<\r 
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ist,  sobald  \x  —  x\  und  y  —  y^]  kleiner  als  6  sind.  Und  zwar 
ist  dabei  C  unabhängig  davon,  wo  auch  immer  die  Stelle  (iCj,  i/j) 
innerhalb  des  Yariabilitätsbereiches  gewählt  sein  mag.  Die 
erlaubten  Werte  x,y  sind  hierbei  wegen  \x  —  x.^\<i6  und 
\y  —  yi!<<>  die  Koordinaten  eines  solchen  Punktes  (x,y),  der 
innerhalb  eines  gewissen  Quadrates  liegt,  dessen  Mitte  der 
Punkt  (^x^,  yi)  ist  und  dessen  Seiten  die  Längen  2  6  haben  uijd 
überdies  zur  x-  und  «/-Achse  parallel  sind. 

Insbesondere  sei  der  Punkt  {x,y)  in  diesem  Quadrate  ge- 
rade derjenige,  in  dem  f{x,y)  den  größten  Wert  innerhalb  des 
Quadrates  erreicht.  Dagegen  sei  (r',  y')  derjenige  Punkt  des 
Quadrates,  in  dem  f\x,y)  den  kleinsten  Wert  annimmt,  so  daß 
analog  (1)  auch: 

(^)  W,y')-f{x,,  l/i)  <\r 

ist.     Aus  (1)  und  (2)  folgt  nach  Satz  2  in  Nr.  4  sofort: 

tl^,y)-f{^',y')\<-'- 

übrigens  sind  hier  die  Vertikal  striche  nicht  nötig,  da  f{x,  y) 
nicht  kleiner  als  f{x',  y')  ist.  Die  letzte  Ungleichung  besagt, 
daß  die  Schwankung  der  Funktion  /'  innerhalb  des  Quadrates 
kleiner  als  t  ist.  Da  das  Zahlenpaar  6,  r  überall  im  Varia- 
bilitätsbereiche dasselbe  bleibt,  so  ist  Satz  1   bewiesen. 

571.  Existenz  eines  Grenzwertes  des  Folyedervolu- 
mens.  Wir  haben  in  Xr.  569  eine  Doppelsumme  f4  i  gebildet, 
die  sich  auf  eine  gewisse  Zerlegung  des  Rechtecks  AB  CD, 
d.  h.  des  Variabilitätsbereiches  der  dort  betrachteten  Punktion  /", 
bezog.  Da  wir  diese  erste  Zerlegung  nachher  durch  weiter- 
gehende Zerlegungen  ersetzen  werden,  so  wollen  wir  hier  die 
Doppelsumme  J^  nennen,  also  setzen: 

H  —  1  in  —  1 

(1 )  Ji  =^'^f\^i,  Pi)  i^i + 1  -  ^J  (2/i + 1  -  yi)- 

0  0 

Es  bedeute  nun  g^^  den  größten  und  Z,.j  den  kleinsten 
Wert,  den  f(x,y)  für  die  Stellen  {x,y)  innerhalb  des  Teil- 
rechtecks mit  der  Anfangsecke  (x^,  y^  erreicht.  Wenn  wir 
f{x^,  i/j)  in  (1)  durch   den  nicht  kleineren  Wert  g^^  oder  durch 
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den  nicht  größeren  Wert  /:,-,  ersetzen,  so  gehen  zwei  Doppel- 
summen 

«  —  1  m  —  l 

Vi  -^^9ii  i^i + 1  -^.O  ivi^i-  y'i), 

0         0 
«  —  1  )n  —  1 

0         0 

hervor,  zwischen  denen  J^  gelegen  ist,  weil  die  Produkte 
(^i  +  i~  ^i)  iVi  +  i  —  yiJf  ^^®  gleich  den  Flächen  der  Teilrecht- 
ecke sind,  positive  Werte  haben. 

Ist  ferner  G  der  größte  und  K  der  kleinste  Wert,  den 
f{x,y)  in  dem  ganzen  Rechtecke  AB  CD  erreicht,  und  ersetzen 
wir  in  y^  jeden  Faktor  g^,^  durch  den  nicht  kleineren  Faktor  G 
sowie  in  x^  jeden  Faktor  Zr^-j  durch  den  nicht  größeren  Faktor  K, 
so  gehen  die  Produkte  von  G  bzw.  K  mit  der  Gesamtfläche 
von  ABCD  hervor: 

r=  GiX  -  x,)(Y-  y,),     K  =  K{X  -  r,)(r-  y,), 

und  dabei  ist  F  nicht  kleiner  als  y^  und  K  nicht  größer  als  Xj. 
Wir  haben  also: 

(2)  J^>yi>Ji^^i^K. 

Außerdem  ist 

«  —  1     Hi  —  1 

(3)  71  -  JCi  =  ^^(9u  -  J^-ii)  (a^i + 1  -  X,)  (?/,  + 1  -  yi). 

0  0 

Hierin  bedeutet  g^^  —  Ä.,  die  Schwankung  der  Funktion  /  in 
dem  Teilrechtecke  mit  der  Anfangsecke  (x^,  y^).  Wenn  unter 
Tj  eine  vorgegebene  positive  Zahl  verstanden  wird,  so  können 
wir  annehmen,  daß  alle  Teilrechtecke  so  klein  gewählt  seien, 
daß  der  Satz  1  der  vorigen  Nummer  gilt,  d.  h.  daß  die 
Schwankung  g^^  —  k-^  kleiner  als  t^  sei.     Dann  folgt,  daß 

(4)  y^-^^^r,{X-x,)iY-y,) 

ist,  denn  wenn  in  (3)  rechts  statt  g-^  —  />'.j  überall  der  größere 
Wert  T^  gesetzt  wird,  so  läßt  er  sich  vor  die  Doppelsumme 
bringen,  und  die  verbleibende  Doppelsumme  bedeutet  dann  als 
Summe  der  Flächen  aller  n  ■  m  Teilrechtecke  die  Fläche  des 
Gesamtrechtecks  ABCD. 
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Zusammengefaßt :  Die  auf  die  Zerlegung  des  Rechtecks  AB  CD 
bezügliche  Doppelsumme  J^  liegt  zwischen  den  Summen  y^ 
und  Xj,  die  aus  den  Produkten  aller  Teilrechtecke  mit  den  je- 
weils größten  bzw.  kleinsten  Werten  von  f  in  den  Teilrecbt- 
ecken  gebildet  sind.  Diese  Summen  y^  und  k^  liegen  ihrerseits 
zwischen  den  Produkten  F  und  K  aus  dem  Gesamtrechtecke 
und  dem  größten  bzw.  kleinsten  Werte,  den  /'  im  Gesamtrecht- 
ecke annimmt.  Außerdem  ist  die  Differenz  y^  —  x^  kleiner  als 
das  Produkt  des  Gesamtrechtecks  mit  r^. 

Diese  Ergebnisse  entsprechen  denen  in  Nr.  406,  und  wie 
dort  schließen  wir  weiter.  Wir  nehmen  nämlich  eine  unbe- 
grenzte Folge  von  lauter  bestäntiig  abnehmenden  und  nach 
Null  strebenden  positiven  Zahlen  r^,  t.^,  Tg,  •  •  •  an.  Alsdann 
können  wir  zwischen  den  schon  benutzten  Teilgeraden  des 
Rechtecks  neue,  ebenfalls  zu  den  Achsen  parallele  Teilgeraden 
so  eng  einschalten,  daß  die  Schwankung  von  /'  in  den  hervor- 
gehenden kleineren  Rechtecken  überall  geringer  als  x^  wird. 
Abermals  schalten  wir  alsdann  neue  Teilgeraden  ein,  bis  die 
Rechtecke  so  klein  werden,  daß  die  Schwankung  von  f  in 
ihnen  überall  geringer  als  t^  wird,  usw.  Zu  jeder  Teilung  gehört 
wie  zur  ersten  die  Doppelsumme  Jj  eine  Doppelsumme  Jg, 
J3  usw. 

Bei  dieser  fortgesetzten  Verfeinerung  der  Zerlegung  tun 
wir  mit  jedem  schon  vorhandenen  Teilrechtecke  genau  dasselbe, 
was  wir  zuerst  mit  dem  Gesamtrechtecke  AB  CD  getan  haben. 
Daher  lassen  sich  die  Schlüsse  genau  so  wie  in  Nr.  406 
wiederholen.  Es  mögen  y^,  Ts,  ■  '  die  Summen  der  Produkte 
aus  allen  Teilrechtecken  der  2.,  3.,  •  •  •  Zerteilung  mit  den  je- 
weils größten  Werten  von  f  in  den  betreffenden  Teilrechtecken 
sein.  Ebenso  sollen  x^,  x^,  •  •  ■  die  Summen  der  Produkte  aus 
allen  Teilrechtecken  der  2.,  3.,  •  •  •  Zerteilung  mit  den  jeweils 
kleinsten  Werten  von  /'  in  den  betreffenden  Teilrechtecken  be- 
deuten. Alsdann  bestehen  Ungleichlingen  von  folgender  Form 
in  unbegrenzter  Anzahl: 

x^^J^^y^,       yc.  —  ^2<  "^2  (^  —  ^0)  (Y—  2/0), 
^3  ^  ^3  ^  ^37       73  —  '"^3  <  •^a  (^  —  ^0)  C.  Y  —  Vo), 
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aus  denen,  da  r^,  Tg,  Tg  •  •  •  nach  Null  sti-eben,  wie  in  Nr.  406 
folgt,  daß  der  Grenzwert  der  Folge  J^,  J^,  J^,  •  •  •  einen  be- 
stimmten endlichen    Wert  hat. 


t 


4=^ 


572.  Ein  einziger  G-reuzwert  des  Folyedervolumeus. 

Jetzt  ist  noch  zu  zeigen,  daß  derselbe  Grenzwert  hervor- 
geht, wenn  wir  von  irgend  einer  anderen  Zerlegung  des  Recht- 
ecks AB  CD  durch  Parallelen  zu  seinen  Seiten  ausgehen  und 
hier  die  Zerteilung  ohne  Ende  verfeinern,  gerade  so  wie  in 
Nr.  407. 

Es  sei  T  eine  beliebig  klein  gewählte  positive  Zahl. 
Eine  erste  Zerlegung  des  Rechtecks  AB  CD  denken  wir  uns 
so  weit  getrieben,  daß  die  Funktion  /"  in  jedem  Teilrechtecke 
um  weniger  als  t  schwankt.  Eine  siveite  Zerlegung  des  Recht- 
ecks denken  wir  uns  so 
weit  getrieben,  daß  zwischen  je 
zwei  aufeinanderfolgenden  Teil- 
geraden der  ersten  Zerlegung 
mindestens  eine  Teilgerade  der 
zweiten  verläuft.  Wir  haben 
dementsprechend  zwei  Doppel- 
summen fJund  J'  zu  betrachten. 
Wir  greifen  irgend  eines 
der  Teilrechtecke  aßyd  der 
ersten  Zerlegung  heraus,  siehe 
Fig.  50,  worin  die  starken 
Linien  Teilgeraden  der  ersten  und  die  schwacheu  solche  der 
zweiten  Zerlegung  bedeuten  sollen.  Wenn  wir  uns  die  positive 
2'-Achse  und  die  positive  «/-Achse  in  den  gewohnten  Orientierungen 
nach  rechts  und  oben  vorstellen,  so  ist  die  Anfangsecke  eines 
jeden  Rechtecks  die  links  unten  gelegene,  also  die  von  aßyd 
der  Punkt  u.  Alle  Teilrechtecke  der  zweiten  Zerlegung,  die 
ganz  oder  teilweise  dem  »Reckte cke  aßyd  angehören,  haben 
als  Anfangsecken  die  in  der  Figur  markierten  Punkte;  und 
diese  Punkte  liegen  sämtlich  innerhalb  derjenigen  vier  Recht- 
ecke der  ersten  Teilung,  die  in  «  zusammenstoßen.  Da  nun  die 
Schwankung  von  f  innerhalb  jedes  dieser  vier  Rechtecke 
kleiner  als  r  ist,  so  hat  f  an  den  markierten  Stellen  Werte, 
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die    um    weniger    als    t   von    demjenigen  Werte  f^  abweichen, 
den  f  an  der  Stelle  a  erreicht. 

Zur  Summe  J'  gehören  nun  die  Produkte  der  betrachteten 
Rechtecke  der  siveiten  Teilung  mit  den  Werten,  die  f  jeweils 
an  ihren  Anfancfsecken  hat.  Unter  diesen  Rechtecken  ge- 
hören  einige  nur  teilweise  zum  Rechtecke  aßyd.  Den  zu  einem 
solchen  Rechtecke  gehörigen  Summanden  von  J'  zerlegen  wir 
deshalb  in  eine  Summe.  Z.  B.  gehört  zu  dem  Rechtecke  ahcd 
der  zivciten  Teilung,  das  durch  aÖ  in  ayhd  und  ghch  zer- 
schnitten wird,  als  Summand  von  J'  das  Produkt  der  Fläche 
ahcd  mit  dem  Werte  /"^  von  f  für  die  Stelle  a.  Von  diesem 
Summanden  benutzen  wir  vorläufig  nur  das  Produkt  der  zum 
Rechtecke  aßyd  gehörigen  Fläche  ghch  mit  f^.  So  machen 
wir  es  mit  allen  Summanden  von  J' ,  die  sich  auf  Rechtecke 
beziehen,  die  ganz  oder  teilweise  zu  dem  ausgewählten  Recht- 
ecke aßyd  der  ersten  Zerlegung  gehören.  Die  Summe  aller 
dieser  Glieder  von  J'  heiße  S^,^^,  so  daß  die  Doppelsumme  «/' 
die  Summe  aller  dieser  Teilsummen  S^^^  ist.  Zum  Recht- 
ecke aßyd  gehört  andrerseits  ein  Summand  P^^yd  ^®^  Doppel- 
summe J,  nämlich  das  Produkt  der  Fläche  aßyd  mit  f^. 

Nach  dem,  was  wir  vorhin  sahen,  weicht  aber  S^^^  von 
Pafivä  ^^  weniger  ab  als  das  Produkt  der  Fläche  des  Recht- 
ecks aßyd  mit  f^. 

Also  folgt:  Die  Doppelsumme  J'  weicht  von  der  Doppel- 
summe J  um  weniger  ab  als  das  Produkt  der  Gesamtheit  aller 
Rechtecke  aßyd  der  ersten  Teilung  mit  r.  Diese  Gesamtheit 
ist  aber  das  ganze  Rechteck  ÄBCD,  und  seine  Fläche  ist 
gleich  (X  —  Xq)  (Y—  ijo).     Mithin  ist 

J'  -J\<  t(X  -  Xo)(Y-  I/o). 
Für  lim  t  =  0  folgt  hieraus  lim  J'  =  lim  J. 

Hiermit  ist  der  grundlegende  Satz  gewonnen: 

Sats  2:  Ist  f{x,  y)  eine  in  dem   Variahilitätshereiche 
Xq£x£X,        yo£p<Y 

stetige  Funktion  der  heiden  Veränderlichen  x  und  y  und  werden 
sivischen  Xq  und  X  soivie  zivischen  y^  und  Y  heliehige  Werte 
in  steigender  Folge  eingeschaltet: 

Xq<x;<x^<-  ■  •<a;„_i<x,    yo<yi<y 2<- ■  ■  <ym-i<^^> 
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SO  hat  die  Doppelsumme 

n  —  l    III  —  1 
0  0 

in  der  x^  und  y^  die  Werte  X  und  Y  bedeuten  sollen,  einen 
von  den  gewählten  Ztv ischenwerten  unabhängigen  hestimmten  end- 
lichen Grenzwert,  falls  alle  Teilintervalle  x^  —  Xq,  x^  —  x^,  ... 
X-x^_^  und  yi-Vo,  y^-Vi,  •••  ^  -  Vn^-i  »*«cA  Null 
streben  und  dementsprecJiend  ihre  Anzahlen  n  und  m  über  jede 
Zahl  wachsen. 

Wir  erwähnen  noch,  daß  der  Beweis  zwar  auf  eine  Figur 
gestützt  wurde,  diese  Figur  aber  ganz  hätte  vermieden  werden 
können.  Statt  z.  B.  vom  Rechtecke  ABCD  und  seiner  Anfangs- 
ecke A  zu  sprechen,  hätten  wir  ebenso  gut  von  dem  Varia- 
bilitätsbereiche 

Xq^x^X,      yo£y£Y 

und  dem  Wertepaare  Xq,  y^  des  Bereiches  reden  können.  Jedoch 
wäre  der  sprachliche  Ausdruck  dadurch  unbeholfen  geworden. 
Jedenfalls  ließe  sich  der  Beweis  unabhängig  von  den  Hilfs- 
mitteln der  Veranschaulichung  durchführen,  so  daß  der  in 
Nr.   7  aufgestellten  Forderung  Genüge  geleistet  wird. 

Die  in  Nr.  569  vorderhand  gemachte  Annahme  f{x,y)'^0 
haben  wir  hier  gar  nicht  benutzt. 

573.   Das  Doppeliutegral  mit  bestimmten  Grenzen. 

Die  Doppelsumme 

n  —  1  m  —  1 

J  =2  2  f(^i,  yi)  k- + 1  -  ^i)  (yi + 1  -  yi) 

0  0 

können  wir  etwas  kürzer  schreiben.  Es  bedeute  x,  y  irgend 
eins  der  Wertepaare  x^,  yi,  und  es  seien  zJx  und  zJy  die  zu- 
gehörigen Unterschiede  a;^  +  i  —  ^^  und  yi^i  — yi  zwischen  dem 
Wertepaare  x^_^_^,  y^^^y  und  dem  Wertepaare  x^,  y,.  Alsdann 
schreiben  wir  die  Summe  symbolisch  so: 

(1)  J=^  ^fix,y)^xzJy. 

J  X       J  y 

Die  Doppelsumme  J  ist  die  natürliche  Verallgemeinerung 
der  in  Nr.  404  u.  f.  betrachteten  einfachen  Summe  J,'  die  zu 
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einer  Funktion  f  von  nur  einer  Veränderlielien  gehört.  In 
Analogie  mit  den  Ergebnissen  von  Nr.  410  bezeichnet  man 
den  Grenzwert  der  Summe  J,  von  dem  in  Satz  2  der  vorigen 
Nummer  die  Rede  war,  als  ein  Doppelintegral : 

X    y 
(2)     limJ'=lim^2 

J  X       J  y 


fix,  ij)zlxzltj  =.j  jt\x,  tj)dxdy. 


Um  den  Wert  dieses  Doppelintegrals  zu  berechnen,  kann 
man  so  vorgehen:  In  der  Summe  J  fassen  wir  zunächst  alle 
mit  demselben  Faktor  yi^x~  Vi  ^^^^'  ^V  behafteten  Glieder  zu- 
sammen und  ziehen  aus  ihnen  den  gemeinsamen  Faktor  heraus, 
so  daß  sie  die  Summe  haben: 

«—1 

0 

Setzen  wir  jetzt  /  =  0,  1,  2,  ...  m  —  1,    so    gehen  m   solche 
Summen  hervor.     Ihre  Gesamtsumme  ist  J: 


in  —  j.  n  —  X 

J=  2 {vi +i-yi)  2 f^^i'  y^ (^i + 1  ~  ^'•) 


Da  die  eckige  Klammer  von  den  Differenzen  yi^x~  yi  ^^®i  i^^; 
können  wir  nun  das  Doppelintegral  (2)  so  schreiben: 


(3)         lim  2  (i/, ^ ,  -  y^    lim^  f{x, ,  y^)  (x, ^ ,  -  a;.) 


wobei  sich  das  zweite  Limeszeichen  nur  auf  die  Differenzen 
^i+i~  ^i  bezieht.  Ausführlich  geschrieben  enthält  die  eckige 
Klammer  den  Grenzwert  der  Summe: 

fi^o,  yi)i^i-^o)-^fi^i,yi)  (^2-  ^i)  +  •  •  •  +  f{Xn-uyi)(^-^n-i)- 

Sie  hat  die  Form  der  Summe  J  in  Nr.  410  mit  dem  einzigen 
Unterschiede,  daß  hier  überall  in  f  außer  den  Werten  Xq,  x^, 
...  a;„_i  noch  ein  und  derselbe  Wert  y^  auftritt.  Danach  ist 
der  Grenzwert  das  Intesrral 


I' 


f{x,  yi)dx, 
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dessen  Integrand  außer  von  x  noch  Ton  einem  Farameter  rfi 
abhängt.  Nach  Satz  18,  Nr.  487,  worin  jetzt  a  durch  y^  er- 
setzt werden  muß,  ist  dies  Integral  eine  stetige  Funktion  von  «/, 
innerhalb  des  Intervalles  Vo^Vi^  Y.  Wir  wollen  sie  mit 
-^{Vi)  bezeichnen: 

X 

(4)  F{y:)  =ff(x,  y,)dx. 

Das  Doppelintegral  (2),  d.  h.  der  Grenzwert  (3),  hat  nun- 
mehr die  Form: 

m  —  X 
0 

und  ist  daher  derjenige  Grenzwert  der  Summe: 

der  hervorgeht,  wenn  alle  Differenzen  yi  —  yQ,  y^ — Vi,  ••• 
^ — ^m-i  nach  Null  streben,  wobei  ihre  Anzahl  über  jede  Zahl 
wächst.  Da  F{y)  im  Intervalle  yo  ^y  ^  Y  stetig  ist,  so  er- 
gibt sich  als  dieser  Grenzwert  nach  Nr.  410  das  bestimmte 
Integral : 


/ 


7 

F(y)dy. 


Somit  geht  der  WeH  des  Doiypelintegrals  (2)  durch  sivei  auf- 
einander folgende  einfache  Integrationen  hervor,  denn  es  ist 
hiemach: 

X   r  Y  X 

J  J  fix,  y)  dx  dy  =  J  Fiij)  dy ,     wobei     F{y)  =J  f(x,  y)  dx 

nach  (4)  ist,  so  daß  wir  auch  sehreiben  können: 

dy. 


X  T  ^r   "^ 


j  J  f(x,  y)dxdy=J  \J  f(x,  y)  dx 

Xo    I/o  Vo       ^0  - 

Satz  3:  Ist  f{x,  y)  eine  im   Variabilitätshereiche 

x^^^x^x,      yo<y  <Y 
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stetige  Funktion  von  x  und  y,  so  ist  das  Doppelintegral 


X      i 

Iß 


dx. 


X     Y 

fix,  y)dxdy, 
d.  h.  der  G-renzweri  der  Summe: 

n  —  1    in  —  1 
0  0 

für  den  Fall,  daß  alle  Di  ff  cremen  x^  —  x^,  x^  —  x^,  .  .  .  X  —  x^_i 
und  yi  —  yo,  2/2  —  yif  •  •  •  ^  ~  ym-i  '^^(^ch  Null  streben,  gleich 
dem  Ergebnisse  der  Aufeinanderfolge  zweier  einfacher  Integrationen, 
nämlich  gleich 

Y-  X  -,  ^r    ^ 

J  I  1  f{x,  y)(^^  dy     oder    J    J  f{x,  y)dy 

Daß  wir  nämlich  auch  zuerst  hinsichtlich  y  und  alsdann 
hinsichtlich  x  hätten  integrieren  dürfen,  läßt  sich  ganz  ebenso 
zeigen,  folgt  aber  auch  sofort  aus  Satz  20,  Nr.  489.  Wir 
haben  ja  schon  von  Nr.  489  an  wiederholt  Doppelintegrale 
betrachtet,  jedoch  nur  in  spezieller  Auffassung,  nämlich  als 
Ergebnisse  zweier  aufeinanderfolgender  Quadraturen. 

574.  Verallgfemeinerungen.  Wir  werden  nunmehr  den 
grundlegenden  Satz  '2  von  Nr.  572  verallgemeinern. 

Zunächst  liegt  eine  Verallgemeinerung  entsprechend  der 
in  Nr.  408  sehr  nahe:  Anstatt  die  Doppelsurame  aus  den 
Produkten  aller  Teilrechtecke  mit  denjenigen  Werten  zu  bilden, 
die  der  Funktion  f{x,  y)  jeweils  an  den  Anfangsecken  der 
Rechtecke  zukommen,  können  wir  auch  die  Doppelsumme  aus 
den  Produkten  aller  Teilrechtecke  mit  solchen  Werten  benutzen 
die  der  Funktion  f(x,  y)  jeweils  an  irgend  ivelchen  Stellen  der 
betreffenden  Rechtecle  zukommen.  Denn  wenn  wir  die  Teilung 
so  weit  verfeinert  haben,  daß  die  Funktion  in  jedem  Teile  um 
weniger  als  r  schwankt,  so  weicht  die  neue  Doppelsumme 
von  der  alten  um  weniger  als  das  Produkt  des  Gesamtrechtecks 
AB  CD  mit  T  ab,  und  dies  Produkt  hat  für  lim  t  =  0  den 
Grenzwert  Null. 
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Fig.  öl. 


Wir  können  nun  noch  weiter  gehen:  Wir  nehmen  jetzt 
an,  der  Variabilitätsbereich,  innerhalb  dessen  f{x,  y)  eine  stetige 
Funktion  von  x  und  y  ist,  werde  geometrisch  durch  die  Ge- 
samtfläche ziveier  aneinander  grenzender  Beditecle  dargestellt, 
deren  Seiten  der  x-  und  w-Achse  parallel  sind,  siehe  P^ig.  51. 
Wenn  wir  diesen  Bereich  durch  Parallelen  zu  den  Achsen  zer- 
legen, so  soll  also  die  Summe  J  aller  Produkte  gebildet 
werden,  von  denen  jedes  einzelne  durch  die  Multiplikation  der 
Fläche  eines  Teilgebietes  mit  demjenigen  Werte  entsteht,  den 
die   Funktion   f(x,  y)    an    irgend  einer  Stelle    des    betreffenden 

Teilgebietes  erreicht.  Solche  Teil- 
gebiete, die  von  einem  Rechteck 
ins  andere  hinübergreifen,  wie 
z.  B.  aß  yd  in  der  Figur,  liefern 
Summanden,  die  wir  in  Summen 
von  je  zwei  Produkten  zerlegen 
können,  von  denen  sich  das  eine 
auf  den  im  ersten  Rechtecke  und 
das  andere  auf  den  im  zweiten 
Rechtecke  gelegenen  Flächenteil 
bezieht.  Die  Summe  J  wird  demgemäß  in  zwei  Summen 
Jj  und  Jg  zerlegt,  die  —  abgesehen  von  einem  sogleich  zu 
erörternden  Unterschiede  —  für  die  beiden  Rechtecke  genau 
dieselbe  Bedeutung  haben  wie  die  frühere,  auf  ein  einziges 
Rechteck  AJBCD  bezügliche  Doppelsumme,  so  daß  das  Vor- 
handensein eines  einzigen  bestimmten  endlichen  Grenzwertes 
von  J  feststeht. 

Der  noch  zu  erörternde  Unterschied  ist  dieser:  Fassen  wir 
z.  B.  das  Teilgebiet  aßyd  ins  Auge,  das  durch  die  Grenze  AB 
zwischen  den  beiden  gegebenen  Rechtecken  in  zwei  Teile 
aß'/,X  und  luyö  zerlegt  wird,  so  kann  es  sein,  daß  der  auf 
aßyd  bezügliche  Summand  von  J  das  Produkt  der  Fläche 
aßyd  mit  dem  Werte  von  f{x,  y)  an  einer  Stelle  Q  des  Stückes 
aßxk  ist,  so  daß  J^  als  Summanden  das  Produkt  der  Fläche 
Xxyd  mit  einem  Werte  von  f  enthält,  der  einer  Stelle  des  be- 
nachbarten Stückes  aßxk  zukommt.  Es  ist  dies  eine  Ab- 
weichung von  der  ursprünglichen  Bedeutung  der  Summe  «7^, 
wonach  ja  jedes  Flächenstück  mit  dem  Werte  von  /'  an  einer 
574] 


§  2.    Kubatur  durch  Doppelintegrale. 


349 


Stelle  desselben  Fläehenstückes  zu  multiplizieren  ist.  Dennoch 
macht  diese  Abweichung  nichts  wesentliches  aus,  denn  da  wir 
annehmen  können,  daß  in  allen  Teilgebieten  aß  yd  die  Schwankung 
von  f  kleiner  als  eine  vorgegebene  beliebig  kleine  Zahl  r  sei, 
so  ist  der  Unterschied  nicht  größer  als  das  Produkt  des  in 
Fig.  51  schraffierten  Flächenstreifens  mit  r,  und  der  Grenzwert 
dieses  Produktes  ist  gleich  Null  für  lim  t  =  0. 

Weiterhin  folgt,  daß  wir  die  Ergebnisse  entsprechend  auf 
den  Fall  ausdehnen  dürfen,  daß  der  Variabilitätsbereich  der 
Funktion  f{x,y)  aus  der  Gesamtfläche  einer  Schicht  von  Becht- 
ecJxcn  besteht,  deren  Seiten  der  x- 
bzw.  v/-Achse  parallel  sind,  wie  in 
Fig.  52.  Denn  hier  würde  der 
soeben  berührte  Unterschied  kleiner 
als  das  Produkt  der  beliebig  kleinen 
positiven  Zahl  r  mit  den  Summen 
der  Flächen  schmaler  Streifen  längs 
der  Grenzen  zwischen  benachbarten 
Rechtecken  der  Schicht  sein.  Da 
die  Summe  dieser  schmalen  Streifen 
kleiner  als  die  Gesamtfläche  E  der  ganzen  Schicht  ist,  so 
würde  der  Unterschied  «geringer  als  Et  sein,  und  dieser  Wert 
hat  für  lim  t  =  0  den  Grenzwert  Null,  vorausgesetzt  natürlich, 
daß  die  Gesamtfläche  E  endlich  ist. 


Fig.  52. 


575.  Das  Doppelintegral  erstreckt  über  einen  be- 
liebigen Bereich.  Jetzt  wollen  wir  annehmen,  der  Varia- 
bilitätsbereich der  stetigen  Funktion  f(x,y)  werde  duixh  ein 
Fiächenstück  E  in  der  xy-lEthene  dargestellt,  dessen  Rand  eine 
stetige  Kurve  k  sei.  Dies  schließt  dabei  wohlbemerkt  in  sich, 
daß  das  Flächenstück  E  endliche  Ausdehnungen  hat. 

Teilgeraden  parallel  den  Achsen  zerlegen  die  Fläche  E  in 
kleinere  Gebiete;  alsdann  soll  die  Summe  J  betrachtet  werden, 
deren  Summanden  die  Produkte  der  Teilgebiete  mit  solchen 
Werten  sind,  die  f(x,y)  an  Stellen  der  Teilgebiete  erreicht, 
und  wieder  soll  gezeigt  werden,  daß  J  einen  einzigen  be- 
stimmten endlichen  Grenzwert  hat,  wenn  alle  Abstände  je 
zweier  aufeinanderfolgender  Teilgeraden  nach  Null  streben. 
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Zum  Beweise  beschreiben  wir  dem  Flächenstück  E  eine 
Schicht  von  Rechtecken  ein,  deren  Seiten  den  Achsen  parallel 
sind,  siehe  Fig.  53,  und  betrachten  zunächst  nur  dasjenige 
Flächenstück  E',  das  aus  den  Hächen  aller  dieser  Rechtecke 
besteht  und  kleiner  als  E  ist.  Der  Rand  Ji'  von  E'  ist  ein 
treppenförmiger,  der  Kurve  Ä*  einbeschriebener  Linienzug.  Nun 
hat  die  auf  die  Fläche  E'  bezügliche  Summe  J'  nach  voriger 
Nummer  gewiß  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert.  Ver- 
mehren wir  die  Ecken  von  Je',  so  können  wir  den  Linienzug 
h'  der  Kurve  Ä;  beliebig  weit  annähern,  so  daß  schließlich  die 

auf  E'  bezügliche  Summe  J"'  in  die 
auf  E  bezügliche  Summe  J  übergeht. 
Hiermit  ist  die  Behauptung  bewiesen, 
abgesehen  von  einem  noch  zu  er- 
örternden Umstände:  Wie  weit  wir 
auch  die  Annäherung  von  k'  an  Je 
treiben  mögen,  immer  noch  liegen 
zwischen  J:'  und  Je  Gebietsteile  von  E, 
die  also  Anlaß  zu  solchen  Summanden 


■^  von  J  geben,    die   in  J'  nicht   ent- 

halten sind.  Demnach  muß  noch 
gezeigt  werden,  daß  die  auf  den  BandherekJi  E  —  E'  zwischen 
Je  und  /.•'  bezügliche  Summe  den  Grenzwert  Null  hat. 

Es  sei  G  der  größte  und  K  der  kleinste  Wert,  den  die 
Funktion  f  überhaupt  in  dem  Variabilitätsbereich  E  annimmt. 
Die  auf  den  Randbereich  bezügliche  Summe  ist  als  Summe  von 
Produkten  von  Teilen  des  Randbereiches  mitW^erten  der  Funktion 
zwischen  G{E  —  E')  und  K(E  —  E')  gelegen.  Sobald  nun  Je' 
nach  dem  Rande  Ji  konvergiert,  so  strebt  E  —  E'  nach  NuU, 
vgL  Satz  1,  Nr.  531,  daher  auch  G(E  -  E')  und  K{E  —  E') 
und  folglich  auch  die  auf  den  Randbereich  bezügliche  Summe. 
Wii-  sind  also  zu  dem  wichtigen  Satze  gelangt: 
Satz  4:  Ist  f{x,y)  eine  solche  FunJction  von  x  und  y,  die 
in  einem  Variabilitütsberekhe  stetig  ist,  der  durcJi  ein  von  einer 
stetigen  Kurve  umscJüossenes  FläcJiensfücJc  E  in  der  xy-Ebene 
dargestellt  wird,  und  ist  der  Bereich  diircJi  ParaUelen  zur  x- 
und  y-AcJise  zerlegt  ivorden,  so  Jiat  die  Summe  aus  den  Produkten 
aller  Teilflächen  mit  Werten,  die  der  FunJdion  f(x,y)  jeiveils 
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an  irgend  ivelchen  Stellen  der  betreffenden  Teilflächen  zukommen^ 
einen  von  der  besonderen  Art  der  Teilung  unabhängigen  be- 
stimmten endlichen  Grenzivert,  sobald  alle  Entfernungen  zivischen 
je  zwei  aufeinanderfolgenden  Teilgeraden  nach  Null  streben. 

Die  Summe  läßt  sich  symbolisch  kurz  darstellen.  Wir 
können  nämlich  von  den  bei  der  Teilung  entstehenden  unvoll- 
ständigen Rechtecken  nach  dem  früheren  absehen.  Betrachten 
wir  also  irgend  eines  der  vollständigen  Rechtecke.  Es  mögen 
^x  und  z/^  seine  Seitenlängen  sein,  und  ferner  sei  {oc,y) 
irgend  ein  Punkt  im  Innern  dieses  Rechtecks  oder  auf  seinem 
Rande.  Alsdann  ist  das  Produkt  von  Ax/ly  mit  f{x,y)  der 
auf  dies  Rechteck  bezügliche  Summand  von  J,  so  daß  die 
Gesamtsumme  symbolisch  durch 

J=^^f{x,ij)^4xz]ij 

Jx     dy 

dargestellt  wird. 

Der  Grenzwert  von  J  heißt  wieder  (vgl.  Nr.  573)  ein 
Boppelintegral 

lim  J=  I  I  f{x,y)dxdy, 

E 

ersfreelt  über  den  Bereich  E,  was  durch  den  Index  angedeutet 
werden  soll. 

576.  Auswertung  des  Doppelintegrals  durch  zwei 
aufeinanderfolgende  einfache  Integrationen.  Längs  des 
Randes  k  des  Variabilitätsbereiches  E  erreicht  die  Abszisse  x 
einen  kleinsten  bzw.  größten  Wert  Xq  bzw.  X,  siehe  Fig.  54. 
Der  Einfachheit  halber  wollen  wir  zunächst  annehmen^ 
die  Fläche  E  sei  so  beschaffen,  daß  jede  Parallele  zur 
^- Achse,  deren  Abszisse  zwischen  Xq  und  X  liegt,  den  Rand  ä: 
gerade  zweimal  trifft  und  zwar  in  Punkten  mit  den  Ordi- 
naten: 

(1)  ^1  =  <JPi  (^h        y^  =  9^2  (^); 

wobei  «/2  >  y^  sei.  Diese  Ordinaten  y^  und  y^  sind  nämlich 
augenscheinlich  mit  x  veränderlich,  also  Funktionen  von  x. 
Wir  nehmen   an,    daß   sie  stetige  Funktionen  von  x  seien  für 
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^0  =  ^  =  -^-      ^^^    Gleichungen   (1)    stellen    den    unteren    und 
oberen  Teil  der  Randkurve  k  dar.     In  der  Summe 

J 


-22^  (a:,  y)  Ax  Ay 

jt  X     Jy 


fassen  wir  nunmehr  alle  Glieder  zusammen,  die  sich  auf  Teil- 
rechtecke in  einer  Reihe  parallel  zur  i/-Achse  beziehen,  d.  h. 
mit  demselben  x  und  /ix,  so  daß  wir  schreiben: 


(2) 


J^^/ix[^f(x,y)/ly^ 

J  X  Jy 


Wir  dürfen  annehmen,  daß  in  jedem  Teilrechtecke  AxAy  als 
Wert  von  fh:,y)  der  Wert  au  der  Anfangsecke  des  Rechtecks 


Fig.  54. 


Fig.  55. 


gewählt  wird,  d.  h.  an  der  Stelle  mit  den  kleinsten  Koordi- 
naten x,y.  Die  in  der  Klammer  in  (2)  enthaltene  Summe 
hat  alsdann  nach  Nr.  410  als  Grenzwert  für  lim  /ly  =  0  den 
Wert: 


/' 


f{x,y)dy, 


worin  y^  und  y^  die  Werte  (1)  haben  und  x  die  gemeinsame 
Abszisse  aller  Anfangsecken  der  betrachteten  Rechtecke  ist. 
In  dem  Integrale  spielt  der  Wert  von  x  die  Rolle  eines  Para- 
meters. Nach  Satz  18,  Nr.  487,  ist  das  Integral  die  Differenz 
aus  einer  stetigen  Funktion  von  x  und  y^  und  derselben 
stetigen  Funktion  von  x  und  y^.  Da  für  y^  und  y^  nach  (1) 
stetige  Funktionen  von  x  zu  setzen  sind,  so  folgt,  daß  der 
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Wert    dieses  Integrals    eine    stetige  Funltion    von  x   allem   im 
Intervalle  Xq  ^x  ^X  ist.   Wir  wollen  sie  mit  u(x)  bezeichnen: 
y»  Vi  M 

(3)  J  f(x,  ij)dy=J  f(x,  y)  dy  =  u  (x). 

Vi  Vi  (x) 

Nach  (2)  ist  nun  der  Grenzwert  von  Eu{x)/lx  zu  bilden 
für  lim  ^x  =  0,  d.  h.  wir  summieren  jetzt  —  nachdem  wir 
vorhin  über  alle  Rechtecke  eines  zur  ^- Achse  parallelen 
Streifens  summiert  haben  —  über  alle  diese  Streifen,  indem 
wir  X  von  Xq  bis  X  um  die  jeweilige  Streifenbreite  ^x  wachsen 
und  schließlich  alle  ^x  nach  Null  streben  lassen.  Der  hervor- 
gehende Grenzwert  ist  nach  Nr.  410: 

X 

(4)  lim  J  =  f   I  f(x,y)dxdy  =  1  u{x)dx, 

E  Xg 

wofür  wir  auch  nach  (3)  schreiben  können: 

X     (p^{x) 

(5)  j  J f{x,y)d^dy  =J  \_J  f{^,y)dy  dx. 

E  Xo       q>,  (x) 

Der  Wert  des  Doppelintegrals  geht  also  durch  Ausführung 
zweier  aufeinanderfolgender  Integrationen  hervor,  wobei  die  erste 
zwischen  veränderlichen,  die  zweite  zwischen  festen  Grenzen 
stattfindet. 

Natürlich  können  wir  auch  umgekehrt  vorgehen,  d.  h.  zu- 
nächst die  Summanden  für  einen  Rechtecksstreifen  parallel  der 
rr-Achse  betrachten.  Ist  y^  der  kleinste  und  Y  der  größte 
Wert,  den  y  auf  dem  Rande  k  von  E  erreicht,  siehe  Fig.  55, 
so  möge,  wie  wir  annehmen  wollen,  jede  Parallele  zur  a^Achse, 
deren  Ordinate  zwischen  y^  und  Y  liegt,  die  Kurve  k  gerade 
zweimal  treffen  in  den  Punkten  mit  den  Abszissen: 

Xi  =  ti(y),     X2  =  ^2{y), 

wobei  x^  >  x^  sei.  Sind  t^^  und  tjj^  stetige  Funktionen  von  y 
im  Intervalle  y^^y^  Y,  so  kommt  entsprechend  der  Formel (5): 

Y       1/.,  {y) 


(6)  J  J  f{x,  y)  dx  dy  =j  |^  J  f{x,  y)  dx 


dy. 


E  vo     r^i  (y) 

Serret,  Diff.- u.  Integral-Rechming.    n.    3.  Aufl.  23  [5^6 
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Komplizierter   wird   die   Auswertung   des    Doppelintegrals^ 
wenn  die  Kuive  Ji  von   den  Parallelen  zur  x-  oder  i/-Achse  in 

mehr  als  zwei  Punkten  getroffen 
wird.  Nehmen  wir  z.  B.  den  Fall 
der  Figur  56  an  und  wollen  wir 
zuerst  hinsichtlich  y  integrieren,  so 
zerlegen  wir  den  ganzen  Bereich  E 
durch  Parallelen  zur  i/-Achse  in  Teile 
E^,  E^,  E^  so,  daß  der  Rand  jedes 
einzelnen  Teils  von  den  Parallelen 
zur  ?/- Achse  nur  zweimal  getroffen 
wird.     Alsdann    ist    augenscheinlich 

/  jfdxdy  =  j  jfdxdy-\-j  jfdxdy+j  I  fdxdy, 

E  F.,  E^  Es 

da  ja  das  Doppelintegral  der  Grenzwert  einer  auf  den  ganzen 
Bereich  E  erstreckten  Summe  ist.  Bei  jedem  einzelnen  Teil- 
bereiche E^,  E^,  Eq  können  wir  nun  genau  so  vorgehen  wie 
in  Fig.  54. 

Entsprechend  hat  man  in  anderen  Fällen  zu  verfahren. 

577.  Allgemeinere  Auffassung  des  Doppelintegrals. 

Der   Bereich  E,   innerhalb    dessen  f(x,y)   als   stetige  Funktion 

von  X  und  y  angenommen  worden 
war,  kann  auch  in  anderer  Weise  als 
durch  Parallelen  zu  den  Achsen  zer- 
legt werden,  z.  B.,  wie  es  in  Fig.  57 
angedeutet  ist,  durch  zwei  Scharen 
von  stetigen  Kurven.  In  jedem  ent- 
stehenden Teilgebiete  werde  wieder 
eine  Stelle  Q  oder  {x,y)  beliebig  gewählt, 
und  alsdann  der  zugehörige  Wert  fq 
von  f  mit  dem  Flächeninhalte  z/E  des 
Die   Behauptung    ist    nun    die,    daß    die 


Pig.  57. 


Teiles    multipliziert. 

Summe  aller  so  entstehenden  Produkte 


S=^UJE, 
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erstreckt  über  den  ganzen  Bereich  E,  ebenfalls  den  Grenzwert 
j  j  fip,y)dxdy 

E 

hat.  Der  Grenzübergang  soll  dabei  so  stattfinden,  daß  jedes 
Teilgebiet  zJE  nicht  nur  nach  dem  Betrage  seines  Flächen- 
raumes, sondern  auch  nach  seiner  geometrischen  Ausdehnung 
ohne  Ende  abnehme.  Dies  erreichen  wir  so:  Wir  wählen 
eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  r,  so  daß  es  nach  Satz  1, 
Nr.  570,  eine  zugehörige  positive  Zahl  6  gibt.  Alsdann  soll 
jeder  Teilbereich  /JE  so  klein  gewählt  werden,  daß  er  inner- 
halb eines  solchen  Quadrates  liegt,  in  dem  x  und  y  nur  um 
das  Intervall  6  variieren  können,  so  daß  die  Kanten  des  Qua- 
drates gleich  6  sind. 

Es  soll  nun  also  bewiesen  werden,  daß  für  lim  t  =  0, 
wobei  alle  Teilgebiete  /IE  ihrer  Größe  und  ihren  Längs- 
ausdehnungen nach  zur  Grenze  Null  streben,  während  ihre 
Anzahl  dementsprechend  über  jede  Zahl  wächst,  die  obige 
Summe  aS'  das  Doppelintegral  zur  Grenze  hat. 

Wenn  wir  nach  der  früheren  Art  den  Bereich  E  durch 
Parallelen  zur  x-  und  y- Achse  in  lauter  gleich  große  Quadrate 
mit  den  Seitenlängen  6  zerlegen,  alsdann  f{x,y)  jedesmal  für  die 
Anfangsecke  eines  solchen  Quadrates  bilden  und  mit  der  Fläche  ö^ 
des  Quadrates  multiplizieren,  so  wissen  wir,  daß  die  Summe 

F. 

aller  entstehenden  Produkte,  erstreckt  über  den  ganzen  Be- 
reich E,  zum  Grenzwerte  für  lim  t  =  0  das  Doppelintegral  hat. 
Zu  dieser  Summe  J  aber  können  wir  die  Summe  S  in  nahe 
Beziehung  bringen. 

Denn  nach  den  gemachten  Annahmen  gehört  jedes  Teil- 
gebiet /JE  höchstens  vier  aneinander  stoßenden  Quadraten  (?" 
an,  siehe  Fig.  58,  worin  die  Anfangsecken  der  Quadrate  mar- 
kiert sind.  Der  im  Summanden  fq/JE  auftretende  Faktor  fq 
ist  der  Wert  von  f{x,y)  für  eine  Steile  Q  von  /iE.  Im 
ganzen  Teilgebiete  /JE  schwankt  f(x,y)  um  weniger  als  r. 
Daher  weicht  fq  von  einem  Werte,  den  f{x,y)  in  irgend  einem 
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Fig.  58. 


andern  Punkte  Q'  von  zJE  hat,  um  weniger  als  r  ab. 
Andererseits  weicht  der  Wert  von  f  für  Q'  um  weniger  als  t 
von    demjenigen    Werte    ab,    den   f   an    der    Aufangsecke    des 

Quadrates  mit  dem  Punkte  Q'  er- 
reicht. Wenn  wir  also  in  dem  Sum- 
manden fq^E  erstens  die  Fläche  ziE 
in  ihre  vier,  den  einzelnen  Quadraten 
angehörige  Teile  ^^E,  ^^E,  zJ^E 
und  ^^E  zerlegen  und  zweitens  fq 
durch  die  Werte  f^,  /o,  /s,  f^  von  f  an 
den  Anfangsecken  der  Quadrate  er- 
setzen, so  wird  der  Summand  fqzJE 
von  dem  viergliedrigen  Ausdrucke 
f,^,E  -f  f,zl,E  +  f,z],E  +  f,J,E 

um  weniger  als  2r(z/i£' +  z/g-E  +  z/gi" -f- z/^E^,  d.  h.  um 
weniger  als  2r^E  abweichen.  Hieraus  folgt  für  die  Summen  S 
und  J,  hinerstreckt  über  den  ganzen  Bereich  E,  daß  sie  um 
weniger  als  2rE  voneinander  verschieden  sind.  Für  lim  t  =  0 
ist  aber  lim  ^xE  ebenfalls  gleich  NuU. 

Somit  folgt 

Satz  5:  Ist'  f{x,  y)  eine  solche  Funktion  von  x  und  y,  die 
in  einem  Variahilitätshereiche  stetig  ist,  der  durch  ein  von  einer 
stetigen  Kurve  umschlossenes  Fläehenstück  E  in  der  xy- Ebene 
dargestellt  wird,  und  zerlegt  man  den  Bereich  irgendivie  in  Teile 
AE,  multipliziert  man  darauf  jedes  Teilflächenstück  AE  mit 
demjenigen  Werte  fq,  den  die  Funktion  f{x,  y)  an  irgend  einer 
Stelle  Q  des  Teilgebietes  erreicht,  und  bildet  man  schließlich  die 
Summe  aller  so  entstehenden  Produkte: 

E 

so  hat  diese  Summe  den  bestimmten  endlichen  Grensivert 

fix,  y)dxdy, 


Iß 


vorausgesetzt,  daß  die  Ausdehnungen  eines  jeden  Teilgebietes  AE 
nach  Null  streben  und  dementsprechend  die  Anzahl  aller  Teil- 
gebiete über  jede  Zahl  tvächst. 
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Es  dürfte  angebracht  sein,  noclimals  darauf  aufmerksam 
zu  machen,  daß  die  Voraussetzung,  der  Bereich  sei  von  einer 
stetigen  Kurve  umschlossen,  in  sich  schließt,  daß  die  Fläche  E 
des  Bereiches  einen  endlichen  Wert  hat.  In  der  Tat  ist  dies 
ja  eine  ganz  wesentliche  Bedingung  bei  den  vorher  durch- 
geführten Betrachtungen,  da  z.  B.  sonst  aus  lim  t  =  0  nicht 
auch  lim2T£'  =  0  folgen  würde. 

578.  Definition  des  Volumens.  Wir  sind  jetzt  endlich 
in  der  Lage,  die  allgemeine  Definition  des  Volumens  zu  geben. 
Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  an,  im  Räume  mit  den  recht- 
winkligen Koordinaten  x,  y,  z  sei  eine  Fläche 

(1)  ^  =  f{x,y) 

gegeben.  Die  Funktion  f{x,  y)  soll  stetig  sein  innerhalb  eines 
solchen  Bereiches,  der  durch  die  Punkte  (x,  y)  eines  stetig  um- 
schlosseneu Stückes  E  der  a-'^-Ebene  dargestellt  wird.  Indem 
wir  längs  des  Randes  k  dieses  Stückes  E  den  zur  xy-^hene 
senkrechten  Zylinder  errichten,  umschließen  wir  durch  ihn,  die 
xy-Ehene  und  die  Fläche  (1)  einen  Raumteil,  dessen  Volumen 
wir  nunmehr  definieren  als  den  zugehörigen  Wert  des  Doppel- 
integrals: 

f{x,  y)dxdy. 


fjf 


Es  bedeutet  dies  nach  den  letzten  Sätzen  folgendes: 
Satz  6:  Liegt  eine  Fläche 

^  =  fi^,  y) 

vor,  die  stetig  ist  für  alle  solche  Punkte  P  oder  (x,  y,  z),  deren 
Projektionen  Q  oder  (x,  y)  auf  der  xy-Ehene  innerhalb  eines 
stetig  umschlossenen  Flächen  Stückes  E  der  xy -Ebene  liegen,  so 
ist  das   Volumen 


V=j  jf{x,  y)dxdy 


zwischen  der  xy- Ebene,  der  Fläche  z  =  f(x,  y)  und  demjenigen 
geraden  Zylinder,  der  die  Fläche  E  zum  Querschnitte  liat,  als  Grenz- 
ivert  einer  Summe  vom  Prismenvolunien  aufzufassen,  die  so  ent- 
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stellt:  Bas  ebene  Fläch enstüclc  E  ivird  in  heliebiger  Weise  in 
Teile  /IE  zerlegt  und  über  jedem  Teile  uird  ein  gerades  Prisma 
errichtet,  dessen  Höhe  gleich  der  Höhe  z  der  Fläche  z  =  fix,  y) 
über  irgend  einer  Stelle  von  /IE  ist.  Die  Summe  der  Volumina 
aller  dieser  Prismen  hat  alsdann  das  Volumen  V  zum  Grenz- 
tverte,  wenn  die  Ausdehnungen  aller  Prismengrundflächen  nach 
Null  streben  und  dementsprechend  ihre  Anzahl  über  jede  Zahl 
wächst. 

Wir  fügen  hinzu:  Die  gegebene  Definition  lehrt,  daß  solche 
Raumteile,  für  die  z  negativ  ist,  bei  der  Volumenbestimmung 
negativ  in  Rechnung  treten.  Man  vergleiche  das  Entsprechende 
in  Nr.  409. 

Indem  wir  statt  des  zu  berechnenden  Volumens  zunächst 
die  Summen  von  Prismenvolumen  betrachten,  ersetzen  wir  die 
Fläche  z  =  fix,  y)  durch  eine  andere  stetige  Fläche,  gebildet 
von  den  zweiten  ebenen  Endflächen  der  Prismen  und  den 
Prismen  wänden,  soweit  diese  nicht  je  zwei  aneinanderstoßenden 
Prismen  gemein  sind.  Wir  haben  also  die  gegebene  Fläche  in 
ziemlich  allgemeiner  Weise  durch  eine  solche  Fläche  ersetzt, 
die  überall  beim  Grenzübergange  zur  gegebenen  Fläche  hin- 
strebt. Wir  können  aber  einen  noch  allgemeineren  Ersatz 
anwenden. 

Es  sei  nämlich 

(2)  z  =  (p{x,y) 

die  Gleichung  einer  zweiten  Fläche,  die  über  demselben  Bereiche 
E  der  xy-Woene  stetig  sein  soll.  Es  sei  ferner  t  eine  positive 
Zahl  derart,  daß  an  jeder  Stelle  (x,  y)  des  Bereiches  E 

(3)  \f{x,  ij)  —  (p(x,  y)   <T 

ist.  Alsdann  gehört  zur  zweiten  Fläche  entsprechend  ein 
Volumen : 


W=J  J  (p{x,  y)dxdy. 


Wir   wollen   untersuchen,    wie    stark   es  .von   dem  Volumen   V 
der  ersten  Fläche  abweicht. 

Wenn  wir  für  W  dieselbe  Zerlegung  von  E  in  Teilgebiete 
wie  für  V  anwenden,  so  unterscheiden  sich  die  zu  benutzenden 
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Prismen   von    denen   des   ersten    Volumens    nur   in   den  Höhen 
und  zwar  nach  (3)  um  weniger  als  r,  d.  h.  es  ist 

\W-  V\<xE. 

Da  für  lim  t  =  0  hieraus  lim  W  =  V  folgt,  so  tinden  wir  den 
zu  Satz  1  von  Nr.  531  analogen 

Sat3  7:  Konvergiert  eine  über  einem  stetig  umscJdossenen 
endlichen  Bereiche  E  der  xy- Ebene  gelegene  stetige  Fläche 

z==(p{x,  y) 

nach  einer  ebenda  stetigen  und  bestimmt  gegebenen  t  lache 

^  =  f{^,  y), 

so  ist  auch  der  Grenzwert  des  Volumens  zwischen  E,  dem  ge- 
raden Zylinder  mit  dem  Quer- 
schnitte E  und  der  ersten  Fläche 
gleich  dem  Volumen  zwischen  E, 
■demselben  Zylinder  und  der  zweiten 
Fläche. 

Noch  haben  wir  zu  zeigen, 
daß  die  Volumenformel  (1)  in 
Nr.  563  in  der  Tat  aus  der  oben 
gegebenen  Definition  des  Volumens 
entspringt.  Dies  aber  sieht  man 
so:  In  Nr.  576  ergab  sich  unter 
(4)  für  das  Doppelintegral   oder  Volumen   der  Wert: 

X 

F  =  /    /  fix,  y)dx  dy  =-  j  u{x)dx, 


Fig.  59. 


wobei 


Vi 


war.  Es  bedeuteten  dabei  y^  und  y^  die  äußersten  Werte,  die 
zu  einem  beliebigen  x  im  Bereiche  E  gehören.  Bei  fest- 
gehaltenem X  aber  ist  z  =  f{x,  y)  nichts  anderes  als  die 
Gleichung  der  Kurve,  in  der  die  zugehörige  zur  a;- Achse 
senkrechte  Ebene  die  Fläche  (1)  schneidet.  Siehe  Fig.  59. 
Folglich  hat  u{x)   nach   Satz   7,  Nr.  411,   in   der  Tat  gerade 

[578 


360     Kap.  Yl.    Kubatur,  Komplanation  und  mehrfaclie  Integrale. 


diejenige  Bedeutung,  die  u(x)  in  der  Volumenformel  (1)  von 
Nr.  563  zukommt.  Nämlich  u{x)  ist  die  Fläche  des  Quer- 
schnittes, in  dem  die  angenommene  Ebene  das  Volumen  V 
schneidet. 

§  3.    Anwendungen. 

579.      Beispiel     zur     Berechnung     eines     Doppel- 
iutegrals.     Als  Beispiel    zu   Nr.  576    wählen  wir  folgendes: 

Es  soll  dasjenige  Volumen 
V  berechnet   werden,    das 
zwischen     dem    Ityperboli- 
schen  Paraboloid 
z  =  xij, 

der  a;_ii/- Ebene  und  dem- 
jenigen geraden  Zylinder 
liegt,  dessen  Querschnitt 
E  in  der  ic^- Ebene  das 
zwischen  der  Parabel 
y  =  x\ 

der  Jc-Achse  und  der  zu 
x^a  gehörigen  Parabelordinate  y=a'  gelegene  Flächenstück 
ist,  siehe  Fig.  60  für  «=  1.  Zunächst  berechnen  wir  dies  Volumen 


y^a- 


F  =  /    I  xydx  dy, 


indem  wir  zuerst  hinsichtlich  y,  alsdann  hinsichtlich  x  inte- 
grieren. Die  Gerade  in  der  a:?/-Ebene,  die  der  ^-Acbse  parallel 
ist  und  eine  beliebige  zwischen  0  und  a  gelegene  Abszisse  x 
hat,  gehört  dem  Bereiche  E  von  ?/  =  0  bis  y  =  x^  an.  Also 
kommt  nach  (5)  in  Nr.  576: 

ar-     X-  -. 

0     Lq  j 

Es  ist  Jxydy  -=  xfydy  =  jx(y^  -f  konst.),  demnach: 

a  a 

V=J\x{xydx  =  \fx'>dx  =  ^^a\ 
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Dasselbe  Volumen  V  soll  jetzt  auf  dem  zweiten  Wege 
berechnet  werden,  indem  wir  zuerst  hinsichtlich  x  und  dann  hin- 
sichtlich y  integrieren.  Eine  beliebige  Gerade  in  der  a?/- Ebene, 
parallel  zur  a:-Achse  und  mit  irgend  einer  zwischen  0  und  a^ 
gelegenen  Ordinate  y  gehört  dem  Bereiche  E  von  x  =  Yy  bis 
X  =  a  an,  wobei  yy  positiv  ist.  Demnach  ergibt  sich  in 
Gemäßheit  der  Formel  (6)  von  Nr.  576: 


dy. 


a'  r—      a 

=f\ßydx 


Es  ist  Jxydx  =  yjxdx  =  \y{x^  +  konst.)  und  folglich 


so  daß  wir  in  der  Tat  denselben  Wert  wie  vorhin  finden. 

580.  Eine  Formel  von  Dirichlet.  Eine  andere  ein- 
fache Anwendung  liefert  uns  eine  merkwürdige  von  Dirichlet 
benutzte  Formel.  Es  sei  f{x,  y)  eine  stetige 
Funktion  von  x  und  y  innerhalb  des  durch 
die  Geraden  x  =  a,  y  =  0,  y  =  x  begrenzten 
Bereiches  E  der  ajy-Ebene^  siehe  Fig.  61,  so 
daß  die  über  diesem  Bereiche  liegende  Fläche 
z  =  f{x,  y)  zusammen  mit  E  und  den  Ebenen 
x==a,  y  =  0,y  =  x  ein  gewisses  Volumen  ein- 
schließt, das  als  Doppelintegral  darstellbar  ist. 
Je  nachdem  wir  zuerst  hinsichtlich  y  oder  hinsichtlich  x  inte- 
grieren, erhalten    wir  die  beiden  Formen  des  Doppelintegrals: 


Fig.  fil. 


a  ,-     X  — I  a  r-      a 

J  \Jf{^,y)dy   dx=J  \Jf{x,y)d 


dy, 


und  dies  ist  die  Dirichletsche  Formel.  Sie  gilt  übrigens  auch, 
wenn  f{x,  y)  in  dem  Variabilitätsbereiche  E  gewisse  Unstetig- 
keiten  aufweist,  worauf  wir  jedoch  nicht  eingehen. 

581.    Das  Volumen  innerhalb  einer  geschlossenen 
Fläche  F{ji',  y,  ^)  ^  0.     Wenn  eine  durch   die  Gleichung 

(1)  F{x,  y,  ^)  =  0 
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definierte  Fläche  einen  Raumteil  völlig  einschließt,  wie  es  z.  B. 
ein  Ellipsoid  tut,  so  hat  man,  um  das  Volumen  dieses  Raumteils 
zu  berechnen,  nach  folgender  Anleitung  vorzugehen: 

Wir  nehmen  an,  daß  es  sich  um  einen  einzigen  zusammen- 
hängenden Raumteil  handelt  und 
daß  diejenigen  Parallelen  zur 
^•- Achse,  die  überhaupt  die 
Fläche  treffen,  sie  nur  zweimal 
schneiden,  d.  h.  daß  die  Glei- 
chung (1)  nach  z  aufgelöst  zwei 
Werte  gibt: 

von  denen  etwa  z^  der  größere 
sei.  Siehe  Fig.  62.  Die  Punkte 
{x,  y,  z-i)  sind  von  den  Punkten 
{x,  y,  z^  durch  eine  Kurve  c 
der  Fläche   getrennt,  und  zwar 

ist   in  jedem   Punkte   dieser  Kurve   c   die   Tangentenebene    zur 

;ri/-Ebene  senkrecht,  d.  h.  die  Ableitung 

(3)  FXx,y,z)  =  0 

nach  (6)  in  Nr.  253.  Elimination  von  z  aus  (1)  und  (3)  gibt 
die  Gleichung  der  Projektion  h  der  Kurve  c  auf  die  a;y-Ebene: 

(4)  y(^,2/)  =  0. 

Die  Kurvte  h  ist  der  Rand  desjenigen  Stückes  E  der  a://-Ebene, 
dessen  Punkte  Pi'ojektionen  von  Punkten  der  Fläche  sind. 
Die  Doppelintegrale 

F,  =J  j  /;  {x,  y)dxdy,         V,^  =J  j  f^  {x,  y)  dx  dy 

sind  die  Volvimina  zwischen  der  a;i/-Ebene,  dem  zur  xy-WoQi\e 
senkrechten  und  die  Fläche  umhüllenden  Zylinder  und  dem 
nnteren  bzw.  oberen  Teile  der  Fläche  (1).  Das  zu  berechnende 
Volumen  F  ist  die  Differenz  von  Fg  und  F^.  Weil  die  Doppel- 
integrale F^  und  Fg  Grenzwerte  von  Summen  sind,  die  sich  auf 
denselben  Variabilitätsbereich  E  beziehen,  so  erhellt  leicht,  daß 
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ist.  Natürlich  hat  man  bei  der  Anwendung  dieses  allgemeinen 
Verfahrens  auf  einen  bestimmten  Fall  auch  zu  untersuchen,  ob 
die  Stetigkeitsbedingungen  erfüllt  sind. 

582.  Die  Volumeuformel  mit  Benutzung  von  Folar- 
koordinaten.  Zuweilen  ist  es  zweckmäßig,  die  Grundfläche  E 
nicht  gerade  in  Rechtecke,  sondern  auf  Grrund  von  Nr.  577 
in  einer  andereu,  geeigneteren  Weise  in  Teilgebiete  zJE  zu 
zerlegen.  Es  kann  z.  B.  sein,  daß  sich  die  Gleichung  der  Fläche 
3  =  fix,  y)  besonders  einfach  darstellt,  wenn  man  in  der  xy- 
Ebene  vermöge  x  =  q  cos  w  und  y  "=  Q  sin  w  Polarloordinaten 
einführt,  so  daß  sich  ergibt: 

(1)  2^(p{cO,Q). 

Dabei  dürfen  wir  nach  Nr.  203  annehmen,  daß  der  Radius- 
vektor Q  nirgends  im  Gebiete  E  negativ  sei.  In  diesem  Falle 
wird  man  nun  die  Zerlegung  von  E 
dadurch  bewirken,  daß  man  in  der  xy- 
Ebene  Strahlen  vom  Anfangspunkte  0  aus 
und  konzentrische  Kreise  um  0  zieht 
Siehe  Fig.  63.  Dann  entstehen  teilweis 
krummlinig  begrenzte  Vierecke  zJ  E,  und 
nach  Nr.  577  dürfen  wir  von  den  am 
Rande  k  von  E  gelegenen  unvollständigen 
Vierecken  absehen. 

Sind  nun  co  und  co  +  z/co  die  Amplituden  benachbarter 
Strahlen  sowie  q  und  q  +  zJq  die  Radien  benachbarter  Kreise, 
wobei  wir  z/ca  und  zJq  positiv  annehmen  können,  so  hat  das 
Yon  diesen  Strahlen  und  Kreisen  eingeschlossene  Viereck  z/£ 
die  Größe: 

(2)  ^E  =  \  zlco  [(q  +  ^qY  -  Q^]  ==qz]coJq  +iz/ö(z/p)2. 

Das  Volumen  V  ist  daher  wegen  (1)  der  Grenzwert  der 
Summe: 

J  Cü       J IJ  J  Ol     J  u 

Wir  behaupten,   daß   der   Grenzwert   des   zweiten   Summanden 
gleich  Null  ist. 
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Wenn  nämlicli  M  der  größte  Wert  ist,  den  der  absolute 
Betrag  von  ^  =  9(0, p)  im  Gebiete  E  erreicht,  so  ist: 

■    ^  (!)     ^  o  jt  w    J  Q 

Es  ist  aber,  falls  03  im  Bereiche  E  von  03q  bis  a^  wächst: 

Nehmen  wir,  wie  es  geschehen  darf,  alle  ^q  kleiner  als  eine 
beliebig  kleine  positive  Zahl  6  an,  so  ist  die  Summe  der  (^p)^ 
kleiner  als  öJi^Q,  d.  h.  für  lim  6  =  0  gleich  Null,  so  daß  die 
Behauptung  bewiesen  ist. 

Mithin  hat  sich  die  Volumenformel  ergeben: 

F==  lim^  ^^Q(p(co,  Q)zic)  Jq. 

J  O)      ^  Q 

Nim  hat  dieser  Grenzwert  wieder  die  Form  des  Grenzwertes 
(1)  in  Nr.  573  oder  des  Grenzwertes  von  J  in  Nr.  576,  indem 
nämlich  an  Stelle  der  Buchstaben  x  und  y  die  Zeichen  co  und  q 
stehen  und  statt  der  Funktion  f[x,  y)  die  Funktion  q  (p  (ra,  q) 
auftritt.  Daher  ist  der  Grenzwert  nichts  anders  als  das  Doppel- 
integral: 

(3)  ^""/   f  Q9^{^:  Q)d(^  (^Q, 

erstreckt  über  den  ganzen  Bereich  E.  Vorausgesetzt  wird 
hierbei,  daß  f(co,  q)  im  Bereiche  E  stetig  sei. 

Was  die  wirkliche  Auswertung  dieses  Doppeiintegrals 
betrifft,  so  verfahren  wir  wie  in  Nr.  576,  indem  wir  zuerst  hin- 
sichtlich der  einen  Veränderlichen  und  dann  hinsichtlich  der 
andern  integrieren,  wobei  die  Grenzen  in  analoger  Weise  fest- 
zusetzen sind. 

Beispiel:  In  der  Ebene  eines  größten  Kreises  einer 
Kugel  vom  Radius  jR  werde  ein  Kreis  k  vom  Radius  jE  kon- 
struiert, der  durch  den  Mittelpunkt  geht,  siehe  Fig.  64.  Der 
gerade  Zylinder,  dessen  Querschnitt  dieser  Kreis  ist,  schneidet 
aus  der  Kugel  ein  Volumen  aus,  das  berechnet  werden  soll. 
Wir  fassen  nur  die  oberhalb  des  Kreises  7t  stehende  Volumen- 
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hälfte  ins  Auge.  Benutzen  wir  die  Ebene  jenes  größten  Kreises 
als  xy-^hene,  so  beschränken  wir  uns  also  auf  positive  Werte 
von  z,  die  bei  der  Kugel  gleich  der  Wurzel  aus  B^  —  a;"'  —  y'^ 
sind,  wenn  der  Mittelpunkt  der  Kugel  als  Anfangspunkt  0  ge- 
wählt wird.  Die  a^-Achse  legen  wir 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  l\ 
In  Polarkoordinaten  a,  q  hat  dieser 
Kreis  k  die  Gleichung  q  =  R  cos  co, 


wobei  G)   von  —  iir   bis 


geht, 


während  für  die  Punkte  der  Kugel 
2  gleich  YR^  —  Q^  wird.  Dies  ist 
demnach  hier  die  Funktion  qp(cj,  p). 
Wollen  wir  zunächst  hinsichtlich  q 
integi'ieren,  so  haben  wir  einen 
beliebigen  Wert  von  co  zwischen 
—  j7t  und  j7t  anzunehmen  und  fest- 
zustellen, welche  Werte  von  q  zu  dem  durch  o  bestimmten 
Strahle  innerhalb  des  Bereiches  E  gehören.  Dieser  Bereich  ist 
das  Innere  des  Kreises  k,  so  daß  q  von  0  bis  R  cos  a  vari- 
ieren kann.     Folglicli  gibt  (3): 


Fig.  64. 


Es  ist  nun 


Hieraus 


0 

würde 


F=  r[  fQYR'-Q'dQ^doy. 

-\n     0 
ji  cos  w 


für  dies  Integral  der  Wert  ^R^C^  —  sin  ^co) 
folgen,  da  die  Quadratwurzel  positiv  ist  und  für  q  ==  R  cos  a 
also  gleich  R  sin  co  wird.  Jedoch  dabei  wird  ein  Fehler  ge- 
macht. Denn  die  Quadratwurzel  bedeutet  die  über  dem  Kreise 
überall  positive  Höhe  2  der  Kugel.    Für  Werte  von  co  zwischen 

—  |-;r  und  0  ist  aber  sin  co  negativ,  also  nicht  iJsinra,  sondern 

—  R  sin  03    als    Wert    der    Quadratwurzel    zu    nehmen.      Daher 
zerteilen  wir  das  Integral  hinsichtlich  a  so: 

0  ^n 

r=ßR^(l  +  sin^a)  d CO +  f^R^{l  -  sin ''co)  d ca. 
-\n  0 
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Das  erste  geht,  wenn  co  durch  ^  co  ersetzt  wird,  in  das  zweite 
über.     Also  ist: 

F=|it^  /  (1  — siiiV)(?«  =  |i?^[(o  +  coscj  — Icos^ca]^ 

0 

Der  Zylinder,  von  dem  oben  die  Rede  war,  schneidet  aus  der 
ganzen  Kugel  das  Doppelte  dieses  Volumens  aus,  so  daß  der 
übrigbleibende  Teil  der  Kugel  das  Volumen  |;ti2^  +  f^^  hat. 

583.  Berechnung  eines  einfachen  Integrals  mittels 
eines  Doppelintegrals.  Eine  lehrreiche  Betrachtung  ist  die 
folgende,  die  von  Gauß  und  Poisson  durchgeführt  wurde: 

Die  Fläche 

(1)  ^  =  e-(-^+!^) 

ist  über  jeder  Stelle  (x,  y)  der  xy-^hene.  stetig  und  hat  nur 
positive  Höhen  z.  Daher  können  wir  bei  ihrer  Volumen- 
berechnuug  einen  beliebigen  Bereich  E  in  der  a:^-Ebene  wählen. 
Zunächst  nehmen  wir  das  Quadrat  an,  dessen  Seitenlänge  2a 
ist,  dessen  Mitte  im  Anfangspunkte  0  liegt  und  dessen  Seiten 
der  X-  und  «/-Achse  parallel  sind.  Das  über  diesem  Quadrate 
gelegene  Volumen  ist  ein  Doppelintegral  mit  festen  Grenzen, 
das  nach  Satz  3,  Nr.  573,  sofort  in  ein  Produkt  von  zwei  ein- 
fachen Integralen  zei-fällt: 


dx 


—  a       —a 

+  a  +a  +a  +a 

=  \e-A    \e-^dy  dx  =^  1  e-''"  dx  ■  1  e-^" dy. 

—  a  —a  —a  —  a 

Beide  Faktoren  bedeuten  aber  dasselbe.     Also  ist 
V=^(^fe--\lxy. 

—  a 

Nun  wollen  wii*  als  Bereich  E  einen  Kreis  um  den  An- 
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fangspunkt   mit    dem    Radius    M    annehmen.      Das    zugehörige 
Volumen  wird  bei  Anwendung  von  Polarkoordinaten  a,  q: 

In  R 

0  0 

Da  die  Fläche  des  Quadrates  den  eingeschriebenen  Kreis 
mit  dem  Radius  a  umschließt,  dagegen  vom  umschriebenen 
Kreise  mit  dem  Radius  a  y2~  umschlossen  wird  und  da  die 
Fläche  (1)  nur  positive  Höhen  s:  hat,  so  liegt  das  Volumen  V 
zwischen  den  zu  diesen  beiden  Kreisen  gehörigen  Volumen. 
Also  folgt: 

+  a 

—  a 

Es  gilt  dies   für  jeden  Wert  von  a,  so  daß  für  lim  a  ■=  -\-  <x> 

wegen 

lime-«'  =  0,     lime-2»"-  =  0 

hervorgeht: 

+  00  +00 

yj  e-^'Ulx]  =n,    di.  h.    l  e- ''"' d  X  =  Vn. 

-  00  —  00 

Dies  wurde  in  Nr.  495  auf  anderem  Wege  bewiesen. 

§  4.    Eomplanatioii. 

584.  Definition  der  Größe  eines  krummen  Flächen- 
stückes. Die  Aufgabe  der  Komplanation  (Verebuung)  ist  die, 
den  Betrag  der  Größe  eines  bestimmt  umrandeten  Stückes 
einer  gegebenen  krummen  Fläche  zu  berechnen,  d.  h.  aus- 
zudrücken als  Vielfaches  der  Flächeneinheit  in  der  Ebene, 
nämlich  des  Quadrates  von  der  Seitenlänge  Eins.  Zunächst 
fehlt  jedoch  noch  eine  exakte  Definition  der  Größe  eines 
solchen  Flächenstückes.  Deshalb  stellen  wir  folgende  Be- 
trachtung an: 

Es  sei 
(1)  ^  =  f{x,  y) 
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die  Gleichung  einer  Fläche,  und  dabei  sei  f{x,  y)  eine  stetige 
Funktion  von  x  und  y  innerhalb  eines  Bereiches,  der  in  der 
xy -Ebene  durch  ein  Flächenstück  E  dargestellt  wird.  Der 
Rand  k  dieses  ebenen  Bereiches  sei  eine  geschlossene  stetige 
Kurve.  Zu  den  Punkten  Q  des  Bereiches  E  gehören  Punkte  P 
der  Fläche  (1),  nämlich  diejenigen  Punkte,  deren  Projektionen 
in  der  xy-Ehene  die  Punkte  Q  sind. 

Wir  machen  nun  noch  die  Voraussetzung,  daß  f{x,  y)  für 
alle  Wertepaare  x,  y  innerhalb  des  Bereiches  E  und  auf  seinem 
Bande  k  stetige  erste  Ableitungen  f^  und  fy  nach  x  und  y  habe. 
Alsdann  hat  die  Fläche  (1)  in  allen  Punkten  P  bestimmte 
Tangentenebenen  (vgl.  Nr.  253),  außerdem  ist  keine  dieser 
Tangentenebenen  zur  xi/-Ebene  senkrecht,  denn  es  ist  nach  (10) 
in  Xr.  253 
(2)  Z  =    ,       ^ 

der  Kosinus  des  Winkels,  den  die  positive  Flächennormale  mit 
der  ^- Achse  bildet.     Dabei  ist: 


(3) 


P  =  fxy 


L, 


so  daß  der  Nenner  von  Z  wegen  der  vorausgesetzten  Stetigkeit 
von  f^  und  fy  stets  endlich  bleibt.     Die  Quadratwurzel   in   (2) 

ist  positiv. 

Den  Bereich  E  in  der  xy- 
Ebene  zerlegen  wir  nun  wie 
in  Nr.  577  etwa  durch  zwei 
Kurvenscharen  in  beliebige  Teil- 
bereiche ^E.  Wir  fassen  einen 
von  ihnen  ins  Auge,  siehe  Fig.  65, 
und  errichten  längs  seines  Randes 
den  zur  xy-Woene  senkrechten 
Zylinder.  Außerdem  wählen  wir 
irgend  einen  Punkt  Q  von  ^E 
aus,  bestimmen  den  zugehörigen 
Punkt  P  der  Fläche  (1)  und  konstruieren  die  Tangentenebene 
von  P.  Der  Zylinder  schneidet  aus  dieser  Tangentenebene  ein 
ebenes  Flächenstück  /IF  heraus.  Verfahren  wir  so  mit  allen 
Teilgebieten  /JE  von  E  und  bilden  wir  die  Summe  aller 
584] 


Fig.  65. 
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zugehörigen  ebenen  Fläclienstücke  ^F,  so  behaupten  wir  nun, 
daß  diese  Summe  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert  hat, 
wenn  alle  Teilgebiete  /JE  sowohl  ihren  Flächeninhalten  nach 
als  auch  in  ihren  linearen  Ausdehnungen  nach  Null  streben, 
wobei  ihre  Anzahl  über  jede  Zahl  wächst. 

In  der  Tat,  nach  dem  zweiten  Beispiele  in  Nr.  414  ist  JE 
gleich  /JF,  multipliziert  mit  dem  Kosinus  des  Winkels,  den 
die  Ebene  von  zJF  mit  der  xy-Wßene  bildet.  Dieser  Kosinus 
hat  aber  den  Wert  (2).     Folglich  ist 

/lF==~=yp^-\-q^+\/iE 

und  also 

(4)  ^jF=^^~^==^y^+Y+l^E. 


Nun  aber  ist  Vp  +  g^+T  eine  nach  den  gemachten  Voraus- 
setzungen stetige  Funktion  von  x  und  y  innerhalb  des  Be- 
reiches E,  nämlich  gleich  yf^  +  fy^  -^  1-  ^"^ach  Satz  5,  Nr.  577, 
strebt  demnach  die  in  (4)  rechts  stehende  Summe,  die  über 
den  ganzen  Bereich  E  zu  erstrecken  ist,  bei  dem  ansreo^ebenen 
Grenzübergange  nach  einem  bestimmten  endlichen  Werte,  näm- 
lich dem  des  Doppelintegrals: 


jJVp^'  +  q^+ldxdy. 


Wir  haben  also  gefunden: 

Sat2  S:  Ist  eine  Fläche  durch  eine  Gleichung 

^  =  f{x,  y) 
gegeben  und  sind  dabei  f\x,  y)  und  die  beiden  ersten  Ableitungen 

p-f.,   q-fy 

stetige  Fmiktionen  vonx  und  y  innerhalb  eines  solchen  Variabilitäts- 
bereiches, der  durch  ein  stetig  umschlossenes  Flächenstück  E  der 
xy-Ebene  dargestellt  wird,  teilt  man  ferner  diesen  Bereich  E 
irgendivie  in  Teilbereiche  /JE,  errichtet  auf  jedem  einen  geraden 
Zylinder  und  schneidet  ihn  mit  derjenigen  Tangentenebene  der 
Fläche,  die  zu  einem  FlächenpunUe  P  innerhalb  des  Zylinders 
gehört,  so  schneiden  alle  konstruierten   Zylinder   aus   den    Tan- 
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gentenehenen  FlächenstücJce  /JF  aus,  deren  Summe  den  bestimmten 
endlichen  Grenzwert 


fJVp'  +  q'-^ldxdy 


hat,  falls  die  Ausdehnungen  aller  Teilgebiete  ^E  nach  Nidl 
streben  und  dementsprechend  ihre  Anzahl  iiber  jede  Grenze 
wächst.  Dabei  ist  die  Quadrattvurzel  des  Integranden  positiv 
zu  nehmen. 

Nunmehr  dürfen  wir  als  Größe  des  betrachteten  Stückes 
der  krummen  Fläche  eben  diesen  Grenzwert  definieren,  wobei 
wir  noch  hervorheben  wollen,  daß  dies  eine  stets  positive 
Größe  ist. 

585.  Grenzwert  des  Verhältnisses  eines  Flächen- 
stückes zu  seiner  Projektion.  Indem  wir  die  bisherigen 
Bezeichnungen  beibehalten,  nehmen  wir  noch  an,  daß  G  der 
größte  und  K  der  kleinste  Wert  sei,  den  der  Richtungskosinus 
Z  in  dem  betrachteten  Bereiche  annimmt.  Da  überall  Z  und 
zJ E  positiv  sind,  so  folgt  alsdann: 

Beim  Grenzübergange  aber  geht  ^zlE  in  E  über  und 
^{^E :  Z)  in  den  Gesamtbetrag  F  der  Oberfläche.  Also  er- 
gibt sich: 


oder  auch 


^E^F^^E 


K£?£0. 


Diese  Ungleichungen  gelten  für  jeden  solchen  Bereich  E,  für 
den  die  Voraussetzungen  des  letzten  Satzes  erfüllt  sind. 

Wenn  wir  nun  einen  Punkt  Q  von  E  auswählen,  dem 
ein  gewisser  Punkt  P  der  Fläche  entspricht,  so  können  wir 
uns  vorstellen,  daß  der  Bereich  E  ohne  Ende  so  verkleinert 
werde,  daß  er  sich  auf  die  Umgebung  von  Q  zusammenzieht,^ 
wobei  sich  F  auf  die  Umgebung  von  P  auf  der  Fläche  reduziert. 
Bei  diesem  Grenzübergange  streben  die  Werte  K  und  G  von 
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Z  beide  nach  demjenigen  Werte,  den  Z  an  der  Stelle  P  er- 
reicht.    Hieraus  folgt 

Satz  9:  Wenn  in  der  Umgehung  eines  Pmiktes  P  oder 
{x,  y,  s)  der  Fläche  z  =  f{x,  xj)  die  Fwiktion  f  und  ihre  beiden 
ersten  Ableitungen  f^  und  f^  stetige  Funktionen  von  x  und  y 
sind,  so  strebt  das  Verhältnis  aus  einem  FlächenstücTxe,  dem  der 
Funkt  P  angehört,  und  aus  seiner  Projektion  auf  die  xy-Fbene 
nach  dem  reziproken  Werte  des  Bichtungskosinus  der  Normalen 
von  P  gegenüber  der  z- Achse,  sobald  die  Ausdehnungen  des 
Flächenstücks  oder,  ivas  dasselbe  ist,  die  seiner  Projektion  nach 
Nidl  streben. 

Hiermit  sind  auch  die  Betrachtungen  in  Nr.  318  gerechtfertigt. 

586.  Komplanation  mit  Benutzung  von  Folar- 
koordiuaten.  Behalten  wir  die  Voraussetzungen  von  Nr.  584 
bei  und  führen  wir  Polarkoordinaten  cj,  q  m  der  a;t/-Ebene 
vermöge  x  =  q  cos  a  und  y  ^  q  sin  a  ein,  so  können  wir  den 
Bereich  E  wie  in  Nr.  582  dadurch  in  Teilgebiete  zl  E  zerlegten, 
daß  wir  Strahlen  vom  Anfangspunkte  0  aus  und  konzentrische 
Kreise  um  0  legen,  so  daß  ^E  nach  (2)  ebenda  den  Wert  hat: 
^E  =  Q^co^Q  +  \zJa{^Qy. 

Wie  damals  dürfen  wir  ja  auch  jetzt  von  den  unvollständigen 
Teilvierecken  am  Rande  von  E  absehen.  An  der  Stelle  (co,  q) 
des  Gebietes  ^E  hat  der  Richtungskosinus  Z  der  Normalen 
mit  der  ^-Achse  einen  gewissen  Wert,  den  wir  in  a,  q  aus- 
zudrücken haben.  Alsdann  ist  die  gesuchte  Fläche  F  der 
Grenzwert  der  Summe 

J  w      Jq  Jus     J  (j 

Wie  in  Nr.  582  läßt  sich  auch  jetzt  beweisen,  daß  der  letzte 
Summand  den  Grenzwert  Null  hat,  so  daß  kommt: 

(1)  F^JJ^dcodQ. 

E 

Es  erübrigt  also  nur  noch,  hierin  den  reziproken  Wert 
des  Richtungskosinus,  nämlich 
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durch  G3  und  q  auszudrücken.  Dabei  ist  die  Wurzel  positiv 
und  f  die  Koordinate  z.  Weil  für  2  =  fix,  y),  als  Funktion 
von  CO  und  q  ausgedrückt: 

^Q  =  fx  ^'0^  "  +  /y  sin  CO ,     ^~  =  —  fx  •'^i^  ^^  +  f],  cos  00 

ist  (vgl.  das  Beispiel  in  Xr.  12),  so  ergibt  sich  durch  Quadrieren, 
Addieren  und  Hinzufügen  der  Eins: 


(2) 


'y-^VQ'  +  9W  +  'J> 


da   Q   nach  Nr.  203  positiv  anzunehmen  ist.     Aus   der  Formel 
(1)  geht  demnach  die  folgende  Oberflächenformel  hervor: 


(3) 


=JJyQ'-  +  Q^zl  +  zldcodQ. 


587.     Komplanation    von    Rotationsflächen.      Wir 

wenden  die  letzte  Formel  zur  Berechnung  der  Oberfläche  eines 

Rotationskörpers  an.  Dabei  ist 
es  zweckmiißig,  die  ^- Achse  als 
Rotationsachse  zu  wählen.  Es 
möge  also  die  in  der  a;;?- Ebene 
gelegene  Kurve 
(1)  z  =  f{x) 

um  die  ^- Achse  rotieren. 

Wir  wollen  dabei  nur  das 
Kurvenstück  von  x  ^  Xq  bis 
X  =  X  '^  Xq  betrachten,  siehe 
Fig.  66.  Es  erzeugt  eine  2o)i€  F 
der  Rotationsfläche.  Ein  beliebiger 
Punkt  {x,  z)  dieses  Kurveubogens 
beschreibt  einen  Kreis,  dessen  Projektion  in  der  a:"y-Ebene 
ein  Kreis  um  den  Anfangspunkt  0  mit  dem  Radius  x  ist. 
Folglich  ist  für  einen  beliebigen  Punkt  dieser  Zone  z  =  f{Q), 
wenn  wir  in  der  xy- Ebene  die  Polarkoordinaten  a,  q  ein- 
führen. Der  zur  Zone  F  gehörige  Bereich  F  der  xy-Ehene 
liegt  zAvischen  den  beiden  Ki-eisen  um  0  mit  den  Radien 
Xq  und  X,  also  kann  q  von  Xq  bis  X  variieren,  während  die 
586,  587] 
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Amplitude  cj   alle  Werte  von  0  bis  27r   annimmt.     Ferner  ist 
wegen  z  =  [{q): 

SO  daß  die  Formel  (3)  der  letzten  Nummer  liefert: 

Q  =  To   (U  =  0 

oder,  wenn  wir  q  mit  x  bezeichnen: 

F -ßYl  +  {l[p. -fd., 

■To  0 

i-  t-  ^ 

(2)  F.2.ßyi  +  {l^'d.. 


Ist  s  die  Bogenlänge  der  Meridiankurve  (1),  gerechnet 
von  X  =  Xq  an  mit  wachsendem  x,  so  ist  nach  (1)  in  Nr.  193, 
worin  jetzt  y  durch  z  ersetzt  werden  muß: 


ds 
dx 


V^  +  irl 

so  daß  also  kommt: 

(3)  F~2^j'^pJo:. 

Vorausgesetzt  ist  hierbei,  daß  s  =  f{x)  eine  stetige  Funktion 
von  X  im  Intervalle  von  Xq  bis  X  sei  und  ebenda  eine  stetige 
Ableitung  dz  :  dx  habe,  so  daß  also  die  Tangente  der  Meri- 
diankurve (1)  an  keiner  Stelle  des  betrachteten  Stückes  zur 
Drehungsachse  parallel  sein  darf. 

Wir  wollen  aber  annehmen,  die  Meridiankurve  (1)  habe 
dennoch  an  der  zu  X  gehörigen  Stelle  eine  zur  ^- Achse  parallele 
Tangente.  Alsdann  ist  dz  :  dx  dort  unendlich  groß,  d.  h. 
ds :  dx  unstetig.  Folglich  ist  jetzt  das  Integral  in  (2)  als 
Grenzwert  zu  behandeln: 

X-r 

i''=2;rlim  1  x-j-dx, 
r=oJ     ^^ 

[587 
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wobei  T  positiv  ist.  Führen  wir  die  Bogenlänge  .s  statt  x  als 
unabhängige  Veränderliche  ein,  und  ist  die  Bogenlänge  vom 
Punkte  {x^  bis  zum  Punkte  (X)  des  Meridians  (1)  gleich  S, 
so  kommt:  ^    „ 


'=  2;r  lim  1  xds. 

0  =  0'/ 


Wenn    nun    x  eine   stetige   Funktion   von  s  ist   im  Intervalle 

0  <  s  <  >S,  so  ergibt  sieh : 

s 

(4)  F=2njxds, 

0 

so  daß  wir  doch  die  Integration  bis  zu  einem  solchen  Breiten- 
kreise, der  Rotationsfläche  ausführen  können,  für  dessen  Punkte 
die  Tangentenebenen  der  Drehachse  parallel  sind.  Solche 
Breitenkreise  heißen  Kehlkreise. 

Hat  die  Rotationsfläche  mehrere  Kehlkreise,  so  muß  man 
die  Zonen  zwischen  je  zwei  aufeinander  folgenden  Kehlkreisen 
einzeln  berechnen.  Wir  nahmen  nämlich,  worauf  noch  besonders 
aufmerksam  gemacht  werden  möge,  X'>  Xq  an.  Wäre  X  <  x^, 
so  würde  sich  mithin  die  Fläche  mit  dem  Minuszeichen  er- 
geben. 

588.  Oberfläche  des  Rotationsellipsoids.  Als  An- 
wendung hiervon  wollen  wir  eine  Zone  deijenigen  Fläche  be- 
rechnen, die  durch  Rotation  einer  Ellipse  mit  den  Achsen  2a 
und  26  um  die  Achse  2  a  entsteht.  Diese  Achse  nehmen  wir 
also  als  ^-Achse  an,  so  daß 

(1)  fJ  +  ^  =  l     oder    ^  =  |l/6^:r^3 

die   Gleichunff  der  Meridiankurve   in   der  ä;^- Ebene  ist.     Hier 

kommt:  , 

dz  a        X 


dx  b  -j/6«_a;* 

so  daß  die  Formel  (2)  der  letzten  Nummer  liefert: 


-TßV 


b*  -f-  (a«  —  &«)  x'-    , 

'  ^  -  dx. 


b^  —  x 
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Dabei  ist  die  Wurzel  positiv  und  X  >  jr^  vorausgesetzt.     Wir 
kennen  uns  beim  Ellipsoid  auf  den  Teil  mit  positiven  Werten 
von  z  beschränken.     Zu  den  Grenzen 
^0  und  X    gehören    alsdann    positive 
Werte   z^  und  Z,    aber    es    ist   jetzt 
Z  <C  Zq,  siehe  Fig.  67. 

Wenn  wir  nun  vermöge  (Ij  die 
neue  Veränderliche  z  statt  x  im  Integral 
einführen,  so  ergibt  sich  ein  von  Zq  bis  Z 
erstrecktes  Integral  mit  dem  Minus- 
zeichen. Vertauschen  der  Grenzen  liefert : 


^''I'JV< 


■{a^-¥)zHi 


(^0  >  Z). 


Die  Oberfläche  derjenigen  Zone  des  Ellipsoids,  die  zwischen 
der  ic«/- Ebene  und  der  zu  ihr  parallelen  Ebene  in  beliebiger 
Höhe  z  liegt,  wobei  ^>0  sein  soll,  ist  hiernach: 


(2) 


F=27C  ^,fya^-{a^--'b'')zhlz, 


wobei  die  Wurzel  positiv  ist. 

Die  Fälle  a  >  ?>  und  a  <Ch  sind  nach  Xr.  436  zu  unter- 
scheiden. Ist  a  ^  h,  entsteht  also  das  Ellipsoid  durch  Rotation 
der  Ellipse  um  ihre  Hauptachse,  so  ergibt  die  Auswertung 
des  Integrals  (2): 

Dabei  sind  alle  Wurzeln  positiv;  der  Arkus  gehört  dem  Inter- 
valle von  0  bis  %  an.  Die  ganze  Oberfläche  o^eht  hervor, 
wenn    wir  z  ==  a    setzen    und    F  verdoppeln.     Es   ergibt   sich 

der  Wert: 

t)     -.'i    ,     2na'b  h 

"^^^   "t"  , /  »     3  arc  cos  ~  ' 

Ferner  geht  für  h  =  a  aus  (2)  der  bekannte  Wert  4jta^ 
für  die  Oberfläche  der  Kugel  vom  Radius  a  hervor. 

[588 
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Ist  drittens  a  <  6,  so  entstellt  das  Ellipsoid  durcli  Rotation 
um  seine  Xebenachse,  und  es  kommt: 


Für  z  =  a  ist  2F  die  ganze  Oberfläche  des  Ellipsoids,  nämlich 

2  7tO'  -\ ^==  m  — ~ 

yb^'  —  a-  « 

589.  Die  Guldiusche  Regel  für  die  Oberfläche  von 
Rotationskörpern.  Wie  in  Xr.  507  erwähnen  wir  hier  ohne 
nähere  Begründung,  die  Avir  uns  vorbehalten  Tsiehe  Nr.  602), 
daß  derjenige  Punkt,  den  man  in  der  Mechanik  als  den  Schwer- 
punkt einer  Kurve 

z  =  fix) 

in  der  ./.e-Ebene  im  Intervalle  von  x^  bis  X  definiert,  die  Ab- 
szisse hat:  o 

xds 


0 

Hierin  soll  s  die  Bogenlänge  der  Kurve  von  der  Stelle  x  =  Xq 
an  bedeuten,  also  S  die  Gesamtlänge  von  x  =  Xq  bis  x  =  X 
sein.  Das  hier  auftretende  Integral  ist  nun  nichts  anderes  als 
das  in  der  Formel  (3)  oder  (4)  von  Xr.  587,  so  daß  sich  für 
die  Rotationsfläche  des  betrachteten  Kurvenstückes  ergibt: 

F=2:tx^-  S. 

Diese  Formel  enthält  die  GuJdinsche  Ficgel,  nach  der  die 
Rotationsfläche  (ßeich  der  Fläche  desjenigen  Ilechiechs  ist,  dessen 
eine  Seite  die  Länge  der  3IeridianJcurve  und  dessen  andere  Seite 
die  Länge  des  Weges  ist,  den  der  SchiverjmnM  der  Meridian- 
kurve hei  der  Drehung  heschreiht. 

590.  Flächeninhalte  sphärischer  Dreiecke.  Um  den 

Anfangspunkt  0  als  Mitte  legen  wir  die  Kugel  vom  Radius 
Eins,  siehe  Fig.  68.  Sie  werde  von  der  positiven  Ä;-Achse 
in  A  getroffen,  und  es  sei  C  ein  Punkt  auf  dem  in  der 
xy-Woene  gelegenen  größten  Kreise.  Auf  demjenigen  größten 
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Kreise,  der  durch  C  geht  und  die  ^- Achse  zum  Durchmesser 
hat,  werde  ferner  ein  Punkt  S  angenommen.  Schließlich 
werde  der  größte  Kreis  durch  A  und  B  gelegt.  So  entsteht 
ein  allgemeines  sphärisches  Dreieck 
ABC  mit  einem  rechten  Winlcel, 
nämlich  bei  C.  Wir  wollen  seine 
Fläche  F  berechnen. 

Die  Projektion  des  Kreis- 
bogens AB  auf  die  a^y-Ebene  ist 
ein  Ellipsenbogen,  die  des  Kreis- 
bogens BC  dagegen  ein  Teil  des 
Radius  OC.  Die  Projektion  E 
der  Fläche  F  wird  also  von  einem 
Kreisbogen,  einem  Ellipsenbogen 
und  einer  Strecke  eingeschlossen. 
Ist  a  der  Winkel  des  sphärischen 
Dreiecks  bei  A,  so  hat  die  Ebene  AOB  die  Gleichung 
z  ^  y  ig  c(.  Setzen  wir  diesen  Wert  von  2  in  die  Gleichung 
^^  +  y^  +  ^"  =  1  der  Kugel  ein,   so  ergibt  sich  die  Gleichung 


Fig.  08. 


COS"  a 


1 


der  Ellipse. 


Sie  lautet  in  Polarkoordinateu  oj,  q: 


Vi 


sin''  a  cos''  «a 


während  für  die  Punkte  der  Kugel  2  =  ]/l  —  q^  ist. 

Es  möge  b  die  Seite  AC  des  sphärischen  Dreiecks,  also 
der  Winkel  AOC  sein,  so  daß  w  im  Bereiche  F  von  0  bis  h 
variiert.  Ein  Strahl  in  der  xy-Fthene  von  0  aus  mit  der 
Amplitude  co  trifft  die  Ellipse  und  den  Kreisbogen  AC  in 
Punkten  mit  den  Radienvektoren: 


(1) 


Qo  = 


(>i  =  l- 


yi  —  sin*  a  cos*cö 

Setzen  wir   die  Werte  in  die  Formel  (3)  von  Nr.  586  ein,  so 
ergibt  sich  als  Fläche  des  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecks 

b  <),  h 


-AM 


cIq 


da 


=/ 


-Vi -9' 


dl 


Co 
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also  nach  (1): 

-r-,        C         sin  a  sin  oj  , 

F=  I  — —      .  ^  da. 

J  y  1  —  sin*  a  cos*  co 
.0 

Unbestimmte  Integration  liefert  —  arc  sin  (sin  u  cos  cd)  -\-  konst. 
so  daß  kommt: 

F  =  a  —  arc  sin  (sin  a  cos  &). 

Dabei  ist  der  Arkus  zwischen  —  \7i  und  +  i;r  zu  wählen. 
Nach  den  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  ist  nun  aber 
sin  a  cos  &  gleich  dem  Kosinus  des  Winkels  ß  des  Dreiecks 
in  B,  so  daß  sich  schließlich 

ergibt.  Da  der  dritte  Winkel  y  des  Dreiecks  ABC  gleich  jji 
ist,  so  sehen  wir  daß  F  gleich  dem  sphärischen  Exzeß  ist,  nämlich 
gleich  dem  Überschusse  der  Winkelsumme  des  Dreiecks  über  %. 
Da  jedes  sphärische  Dreieck  durch  eine  seiner  Höhen  in 
zwei  rechtwinklige  zerlegt  werden  kann,  ist  es  ein  Leichtes, 
weiter  zu  folgern,  daß  das  letzte  Ergebnis  in  jedem  sphärischen 
Dreiecke  gilt. 

591.    Eomplauation    eines    gewissen    Kugelteiles. 

Außer  der  Kugel 

a:-  +  y-  +  0-  =  1 

sei  in  der  A^y-Ebene  die  algehraische  Kurve  vierter  Ordnung 
gegeben: 

(1)  2x'{x'-  +  f)-d{x'^-f^)  =  0. 

Auf  ihr  werde  der  gerade  Zylinder  errichtet.  Er  schneidet 
aus  der  Kugeloberfläche  ein  Gebiet  aus,  dessen  Größe  bestimmt 
werden  soll. 

In  Polarkoordinaten  a,  q  hat  die  Kurve  (1)  die  Gleichung: 


(,=>/|(l-tg2«), 

aus  der  mau  leicht  sieht,  daß  die  Kurve  eine  schleifenförmige 
Gestalt  ungefähr  so  wie  die  Lemniskate  in  Fig.  29,  S.  269, 
hat.  Sie  ist  jedoch  Iceine  Lemniskate.  In  Fig.  G9  ist  sie 
ebenso  wie  der  größte  Kreis  der  Kugel  in  der  xy-^hene  ge- 
zeichnet. Es  handelt  sich  zunächst  um  die  Komplanation  des- 
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jenigen  Teiles  der  Kugel,  dessen  Projektion  das  in  Fig.  69 
schraffierte  Gebiet  E  ist,  denn  die  Figur  ist  in  bezug  auf  die 
X2-Ehene  symmetrisch. 

Ein    Strahl    von    0   aus    trifft    den    Bereich   E  nur  dann, 
wenn    seine    Amplitude    co   dem   Intervalle    von  0    bis   ^7t  an- 
gehört, und  zwar  trifft  er  den  Kugelkreis,  sobald  w  <  i;r  ist, 
dagegen  die  Kurve  (1),  sobakl 
03  >  ^n  ist.    Wenn  wir  also 
zuerst    hinsichtlich    q,    dann 
hinsichtlich  co  integrieren,  so 
sind  als  Grenzen  für  q  die  Werte 
0  und  1  für  w  <  |:rr  zu  wählen, 
dagegen  die  Grenzen  0  und 


(2)  ?,=yi(i-tg2«) 

für  CO  >  |;r.  Außerdem  ist  die 

Kugelhöhe  2  wie  im  vorigen 

Beispiele  gleich  "j/l  —  q^,  so 

daß    das   Integral,    abgesehen  von  den   Grenzen,    dasselbe  wie 

damals  ist.     Es  kommt  für  die  fragliche  Fläche: 


Fig.  69. 


irt  —7t 


da 


-/[-  Vi  -  ?^>"  +/[-  1/r^?]-'  rf« , 


d.  h.  nach  (2): 


^jdco  +  ^(1  -V-Ug^j  -  \)d(o 
i- 

=  \^-lVHg'03-\dc3. 


Der  letzte  Integrand  läßt  sich  zerlegen  in: 


2  cos*« 


2  cos  CO 


y#  ig-  CO  — +        Y2  sin*  « 
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SO  daß  das  Integral  mittels  der  Substitutionen  tgco  =  t  bzw. 
sinaj  =  ^  leicht  auszuwerten  ist.     Es  kommt: 

i« 

^=T^-[y|ln(tg"+ytg2£o-|)--|/21n(sin«+|/sin2aj-i)] 

=  \^-hV2iu(i+\/2)-yihi  (y2  +  /3). 

Hierin  sind  alle  Wurzeln  positiv.  Das  achtfache  dieses  Wertes 
ist  der  Betrag  des  gesamten  Flächenstückes,  das  der  zu  Anfang 
erwähnte  Zylinder  aus  der  Kugel  ausschneidet. 

592.    Komplanation    des    allgemeinen    Ellipsoids. 

Da  in  der  Formel  für  die  Oberfläche: 


F=j'JVp^-\-q^^ldxdij, 


siehe  Satz  8,  Nr  584,  eine  Quadratwurzel  auftritt,  ist  die 
Komplanation,  allgemein  geredet,  eine  schwierigere  Aufgabe 
als  die  Kubatur,  und  es  hängt  viel  davon  ab,  daß  man  das 
Integral  in  geeigneter  Weise  zu  vereinfachen  sucht.  Man  kann 
dabei  von  dem  Umstände  Gebrauch  machen,  daß  sich  die 
Doppelintegrale  nach  Nr.  577  allgemeiner  auffassen  lassen,  in- 
dem man  sie  als  Grenzwerte  von  Summen  betrachtet,  bei  denen 
der  Integrationsbereich  in  einer  dem  gerade  vorliegenden  Pro- 
bleme angepaßten  Weise  in  Teilbereiche  zerlegt  wird. 

Insbesondere  kann  man  das  Flächenstück  F,  dessen  Kom- 
planation ausgeführt  werden  soU,  so  zerlegen:  Der  Ort  der- 
jenigen Funkte  der  Fläche,  deren  Normalen  denselben  Richtungs- 
kosinus Z  hinsichtlich  der  .s- Achse  haben,  ist  eine  gewisse 
Kurve  auf  der  Fläche.  Wir  denken  uns  solche  Kurven,  die 
zu  verschiedenen  konstanten  Werten  von  Z  gehören,  in  beliebiger 
Anzahl  auf  der  Fläche  F  gezogen.  So  mögen  zu  den  Werten 
Z  und  Z  -\-  Zl Z  die  Kurven  c  und  c^  gehören,  und  es  seien  c 
und  c[  die  Projektionen  dieser  beiden  Kurven  in  der  a:?/-Ebene, 
also  im  Integrationsbereiche  E  des  Doppelintegrals.  Den  Streifen 
zwischen  c'  und  c[  können  wir  durch  Querlinien  in  beliebig 
schmale  krummlinig  begrenzte  Vierecke  ziE  zerteilen.  In 
jedem  dieser  Vierecke  wählen  wir  als  Punkt  Q,  von  dem  in 
Nr.  577  und  auch  in  Nr.  584  die  Rede  war,  einen  Punkt  auf 
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der  Kurve  c' ,  so  daß  zu  allen  diesen  Punkten  derselbe  Wert  Z 
gehört.     Zu  der  Summe 

siehe  (4)  in  Xr.  584,  tragen  nun  die  betrachteten  Vierecke  ^E 
zwischen  c'  und  c[  den  Summanden 

bei,  worin  ^^E  der  Inhalt  des  ebenen  Flächenstreifens 
zwischen  c'  und  c[  ist.  Dieser  Streifen,  der  nach  Null  strebt, 
wenn  /l Z  nach  Null  strebt,  möge  die  Fläche  z/(t  haben. 
Alsdann  ist  also  das  Doppelintegral  der  Grenzwert 

(1)  F=lim^, 

der  hervororeht,  wenn  alle  Unterschiede  z/Z  zwischen  auf- 
einanderfolgenden  Werten  von  Z,  die  zur  Definition  der  Kurven  c 
dienten,  nach  Null  streben. 

Diese  Methode  wollen  wir   an  dem  Falle  des  allgemeinen 
Ellipsoids 

(2)  ""l  +  -^-'  -f  ^*  =  1 

erläutern.     Nach   der  dritten  Formel  (8)   in  Nr.  253  ist  hier: 

z 

(3)  Z- 


Durch  Elimination  von  z  aus  (2)  und  (3)  geht   die  Gleichung 

a\l  —  Z^)      •*    "^       h*{\  —  /J)      y 

hervor.  Es  ist  dies  also  die  Gleichung  der  Projektion  c'  der- 
jenigen Kurve  c  auf  dem  EUipsoide,  längs  derer  der  Richtungs- 
kosinus Z  einen  und  denselben  Wert  hat.  Man  sieht,  daß  c' 
eine  Ellipse  ist.     Die  Fläche   a  der  Ellipse  ist  nach  Nr.  220: 

(4)  C3  =  :    ,       '  —  • 

Wächst  Z  um  z/Z,  so  werden  die  Achsen  dieser  Ellipse  kleiner, 
so    daß   der   Zuwachs  z/gj   von   a   negativ  wird.     Hier  ist  also 
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—  z/w  die  vorhin  mit  z/6r  bezeichnete  Größe  der  Fläche 
zwischen  den  zu  Z  und  Z  -\-  AZ  gehörigen  Ellipsen  c  und  c'x, 
so  daß  die  Formel  (1)  für  die  Fläche  des  Ellipsoids  gibt: 

F=-  hm-^-  =  -  hm^^z^Z. 

Wir  beschränken  uns  auf  diejenige  halbe  Ellipsoidoberfläche, 
für  die  z  positiv  ist.  Für  sie  geht  Z  von  0  bis  1,  denn  die 
Normalen  derjenigen  Punkte  des  Ellipsoids,  die  in  der  ic</-Ebene 
liegen,  sind  zur  ^- Achse  senkrecht,  während  der  höchste  Punkt 
z  =  c  des  Ellipsoids  auf  der  ^- Achse  diese  Achse  selbst  zur 
Normalen  hat.  Folglich  ist  die  ganze  Oberfläche  des  Ellipsoids 
gegeben  durch: 


(5)  -f--2/l 


also  durch  ein  einfaches  Integral.  Die  Veränderliche  des  Inte- 
granden  ist  hier  Z  und  für  dco  :  dZ  ist  der  Wert  der  Ab- 
leitung von  (4)  einzusetzen. 

Ehe  wir  dies  tun,  führen  wir  hier  zweckmäßig  statt  Z 
eine  andere  Veränderliche  (p  ein.  Indem  wir  a'^  h  ^  c  voraus- 
setzen und  zur  Abkürzung  die  Bezeichnungen 

a«(&*  — c*)       ,0                      c         .            |/ä*^^ 
TTi—, J-  =  fr,     cos  a  =  -  ,     sm  a  = , 

d.  h. 


C  =  &]/!  —  k^BVD.^  fl 

gebrauchen,  wobei  alle  Wurzeln  positiv  sein  sollen  und  fi  auf 
den  Quadranten  0  bis  ^tc  beschränkt  werden  kann,  definieren 
wir  die  neue  Veränderliche  (p  durch  die  Substitution: 

,„                                      „               a  .  sin  (p 

(b)  Z  =    , sm  qp  =    .       • 

^   '  y^  —  c-  sin  fi 

Da  Z  von  0  bis  1  geht,  können  wir  vorschreiben,  daß  (p  von 
0  bis  fi  wächst.  Es  ist  jetzt  dZ  =  cos  (p  d(p  :  sin  ju,  so  daß  wir 
statt  (5)  erhalten: 

u 

(7)  F=-^Y^^^'f^^^, 

^   -'  a  '  J    d(f  sm  qp ' 

0 
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1 ^ ,  sin*  qp 

a* — c* 


(8)  (a  =  7tah'  . 

cos  qp  y  1  —  i*  sin*  qp 

wird.     Um   die   Einführung   von   da  :  d(f   in    (7)   in   günstiger 
Weise  zu  leisten,  bemerken  wir,  daß  nach  (8): 


sinqp  smqp  sin'qp 


,    (o  cos  OD  , 


dq) 


d-. 1-  Tcah — 

sin  9  sin*qpyi — Ä*sin*g3 


na^b 


d(p 


-  6==  -j/i  _  ft«  sin*  9 

ist.     Diesen  Wert  formen  wir  noch  etwas   weiter  um.     Es  ist 

nämlich 

dw  -.cos  cpl/l  —  k^  sin*  qp        ^/^ 7^ — : — & —  , 

^  =  —  d- — ^-^ — -. —  y  1  —  P  sin^  OD  d(p 

sin*  (p yi  —  i*  sin*  (p  sin  qp 

dqp 


yi  —  &*  ein*  qp 


SO  daß  kommt: 


da 

sin 


I)  ,/   w  ,  cos  qpyi  —  ^*sin*qp\  i-i/i 79 — ^""5 —   i 

=  dl'. Tiao — ^-^ — -. ]  —  Tiabyl  —  A;'*sin''qprt<p 

qp  \smqp  smqp  /  '  '^      ^ 

jiabc'  dqp 


a'  — 


^  yi  —  k"  sin*  qp 


Demnach  liefert  (7): 

T-,  2-^-s äf    a  ,  cos  qpyi  —  A;*lin*  qp"!" 

a  '  l_sin  qp  sm  qp  Jo 

+  2nhYcF^'  fyi-k'sm^dg>  +  ^^^  f^i=^^-= 

J  ya^ — e'^J  yl  —  Ä;*sin*qp 


Nach  (8)  ist  nun 


ft)  ,cosqpyi  —  /;*8in*qp 

~. TfüO ; 

smqp  sm  qp 


Jo      &(«*  — c*) 


tgqp-  {  a*(&* — c*)cOB*qp —  6*C* 


yi  —  Ä;*  sin*  (p 

also  gleich  —  Tcac^ :  Ya^  —  c^,  so  daß  sich  ergibt: 
2Ttb 


(9)     F=27tc^-]- 


{a'-c')E{k,^)  +  c'F{l;fi)} 


wenn  wir  die  in  Nr.  546  eingeführten  Bezeichnungen  für  die 
elliptischen  Integrale  benutzen.  Diese  Formel  für  die  Ober- 
fläche des  Ellipsoids  rührt  von  Legendre  her. 
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Im  Falle  h  =  c  liegt,  weil  a  '^  h  ist,  ein  verläügertes 
Rotationsellipsoid  und  im  Falle  a  =  h  ein  abgeplattetes  vor. 
In  diesen  Fällen  wird  Ä'  =  0  bzw.  1,  so  daß  sieh  die  Integrale 
nach  Nr.  449,  450  elementar  auswerten  lassen.  Wir  kommen  da- 
durch zu  den  Ergebnissen,  die  schon  in  Nr.  588  gefunden  wurden. 

§  5.    Einführung  neuer  Yeränderlicher  in  Doppel- 
integralen. 

593.  Stetige  Abbildung  einer  Ebene  auf  einer 
anderen  Ebene.  Wir  haben  die  Absicht,  zu  untersuchen, 
wie  sich  ein  vorgelegtes  Doppelintegral  darstellen  wird,  wenn 
darin  statt  x,  y  neue  Veränderliche  u,  v  vermöge  zweier 
Gleichungen 

(1)  u  =  ^{x,  y),     V  =  ^{x,  y) 

eingeführt  werden.  Dabei  ist  es  zweckmäßig,  diese  Aufgabe 
zunächst  geometrisch  zu  erfassen,  Aveshalb  wir  uns  vorläufig 
nur  mit  den  beiden  Gleichungen  (1)  beschäftigen. 

Wir  verstehen  unter  x,  y  rechtwinklige  Koordinaten  in 
eine  Ebene  und  unter  n,  v  rechtwinklige  Koordinaten  in  einer 
zweiten  Ebene.  Wenn  O  und  W  in  einem  gewissen  Variabilitäts- 
bereiche stetig  sind,  so  wird  der  Bereich  durch  ein  Gebiet  in 
der  a:?/-Ebene  dargestellt.  Nach  (1)  läßt  sich  alsdann  zu  jedem 
Punkte  (x,  y)  dieses  Bereiches  ein  Punkt  («,  v)  in  der  zweiten 
Ebene  konstruieren.  Dabei  kann  es  vorkommen,  daß  zwei 
verschiedene  Punkte  (x,  y)  zu  demselben  Punkte  (u,  v)  führen. 
Dies  können  wir  dadurch  vermeiden,  daß  wir  den  Bereich  in 
der  xy-^hene  hinreichend  verkleinern,  so  daß  zu  jedem  Punkte 
{x,  y)  des  Bereiches  nur  em  Punkt  (ii,  v)  der  zweiten  Ebene  gehört 
und  damit  ein  Bereich  in  der  zweiten  Ebene  gewonnen  wird 
derart,  daß  zu  jedem  Punkte  {u,  v)  dieses  Bereiches  nur  ein  Punkt 
{x,  y)  der  ersten  Ebene  gehört.  Wir  kommen  so  zu  einem 
solchen  Bereiche  in  der  a:?/-Ebene,  in  dem  die  Gleichungen  (1) 
eindeutig  auflösbar  sind: 

(2)  x  =  (p{u,v),     y  =  -il;{u,v). 
Wir  setzen  nun  für  die  Folge  voraus: 

Erstens:  Die  Funktionen  cp  und  tp  und  ihre  partiellen  Ab- 
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leitungen   erster   Ordnung   ^„,   cp^,  ^^^,    ij/^    sollen    in    dem    be- 
trachteten Bereiche  der  Wertepaare  u,  v  stetig  sein. 

Ztveitens:  Die  Funktionaldeterminante  von  cp  und  ip,  nämlich 


^  = 


=  ^u^o  —  ^u9v, 


tut, 

soll  ebenda  von  Null  verschieden  sein. 

Da  2)  nach  der  ersten  Voraussetzung  stetiff  ist,  so  besagt 
die  zweite,  daß  S)  überall  im  Bereiche  einerlei  Vorzeichen  hat. 
Ferner  sind  danach  (p  und  ^  voneinander  unabhängige  Funk- 
tionen, siehe  Satz  4,  Nr.  80.     Wir  setzen  ferner  voraus: 

Drittens:  Jedem  Wertepaare  des  Bereiches  der  u,  v  bezw. 
des  Bereiches  der  x,  y  entspreche  infolge  der  Gleichungen  (2) 
bzw.  ihrer  Auflösungen  (1)  ein  Wertepaar  des  andern  Be- 
reiches. 

Nur  falls  diese  Voraussetzungen  der  Stetigkeit  und  Diß'eren- 
zierharheit,  Unabhängigkeit  und  Eindeutigkeit  erfüllt  sind,  wollen 
wir  die  durch  (2)  bzw.  (1)  vermittelte  Abbildung  der  beiden 
Bereiche  eine  stetige  Abbildung  nennen. 

Es  mag  hierbei  hervorgehoben  werden,  daß  x,  y  und 
ebenso  m,  v  nicht  notwendig  rechtwinklige  Koordinaten  zu  be- 
deuten haben;  es  könnten  auch  andere  Koordinatensysteme, 
wie  z.  B.  Polai-koordinaten  oder  schiefwinklige  Koordinaten, 
verwendet  werden.  Allerdings  werden  wir  meistens  unter  x,  y 
und  u,  V  rechtwinklige  Koordinaten  in  den  beiden  Ebenen  ver- 
stehen. 

Von  zusammengehörigen  Stellen  (x,  y)  und  (w,  v)  heiße 
die  eine  der  JBildpimkt  der  andern. 

594.  Eigenschaften  im  Kleinen  für  die  stetige 
Abbildung    einer    Ebene    auf    einer    anderen    Ebene. 

Sind  unter  den  in  voriger  Nummer  gemachten  Voraussetzungen 
zwei  Punkte  {ii,  v)  und  (w  -\-  /Jii,  v  -\-  zJv)  der  einen  Ebene 
ausgewählt,  so  gehören  zu  ihnen  zwei  Punkte  {x,  y)  und 
{x  +  ^^,  y  +  ^y)  der  andern  Ebene.     Dabei  ist: 

zlx  =  (f{u  -\-  z:/m,  V  +  ^Jv)  —  93(m,  v), 
zjy  =  -ti){u  +  /Ju,  V  -(-  z/v)  —  i;(Uf  v). 
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Bedeutet  nun  0  irgend  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl,  so 
sei  unter  der  Umgebung  ((?)  der  Stelle  (u,  v)  der  Bereich  der- 
jenigen Punkte  (m  +  z/w,  v-{-^v)  verstanden,  für  die  ^11  <iG, 
\^v  <  6  ist.  Eine  entsprechende  Ausdrucksweise  benutzen  wir 
für  die  a;?/- Ebene. 

Ist  nun  T  eine  beliebig  gewählte  positive  Zahl,  so  gibt 
es  nach  Satz  1,  Nr.  570,  zwei  positive  Zahlen  6^  und  6^  der- 
art, daß  aus  \zlu\<,6^,  \Jv\<i6^  folgt:  |z/a;|<T,  und  daß 
aus  I  ^u  I  <  <?2>  I  ^^  '  <  <^2  folgt:  ^y  \  <  t-  Wählen  wir  als 
die  Zahl  0  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  6^  und  6^,  so  schließen 
wir  also: 

Zu  jeder  vorgegebenen  beliebig  kleinen  positiven  Zahl  r 
gibt  es  eine  positive  Zahl  6  derart,  daß  der  Punkt  {x  -f  z/a;, 
y  -\-  ^y)  in  der  Umgebung  (t)  der  Stelle  {x,  y)  liegt,  sobald 
der  Punkt  {u  +  zlii,  v  +  z/i;)  in  der  Umgebung  (ö)  der  Stelle 
(11,  v)  gewählt  wird. 

Statt  T  kann  auch  6  vorgegeben  sein.  Denn  wenn  g  den 
größten  Wert  bezeichnet,  den  die  absoluten  Beträge  der  Ab- 
leitungen (f^,  (p^,  ^^,  ^p  in  der  Umgebung  (ö)  der  Stelle  (u,  v) 
erreichen,  und  wenn  \zlu  <(?,  z/i;<(?  gewählt  wird,  so 
sind  zJx\  und  j  z/i/ 1  nach  dem  Mittelwertsatze  28,  Nr.  137, 
nicht  größer  als  die  Beträge,  die  den  Summen 

1  ^<.  I  <?  +   i  9r  i  ^       ^Z^-        '^u\^+      ^\  I  ^ 

zukommen,  d.  h.  nicht  größer  als  2g 6.  Wählen  wir  also  r 
größer  als  2^<5,  so  zieht  die  Annahme,  daß  der  Punkt  (u  -f  z/it, 
V  -\-  zJv)  in  der  Umgebung  (5)  der  Stelle  (w,  v)  liegt,  wieder 
nach  sich,  daß  der  Punkt  (x  -j-  z/.r,  y  -\-  zJy)  in  der  Umgebung 
(t)  der  Stelle  {x,  y)  liegt. 

Zu  einer  beliebig  vorgegebenen  positiven  Zahl  z  oder  6 
gibt  es  also  eine  zweite  positive  Zahl  6  oder  x  derart,  daß 
edlen  Punkten  in  der  Umgebung  (öj  der  Stelle  {u,  v)  nur  solche 
Punkte  entsprechen,  die  in  der  Umgehung  (t)  der  Stelle  {x,  y) 
gelegen  sind.  . 

Sind  X,  y  und  «,  v  z.  B.  rechtwinklige  Koordinaten,  so 
sind  die  beiden  Umgebungen  umrandet  von  Quadraten,  deren 
Mitten  die  Stellen  {x,  y)  und  (11,  v)  sind,  deren  Seiten  den 
Achsen  parallel  laufen  und  die  Längen  2r  und  2(?  haben.  Das 
594] 
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Fig.  70. 


Ergebnis  besagt  daher,  daß  das  ganze  Innere  des  Quadrates  {p) 
der  MV-Ebene  abgebildet  wird  als  ein  Teil  des  Quadrates  (t) 
der  a:?/-Ebene.  Siehe  Fig.  70,  worin  wir  diesen  Teil  durch 
Schraffieren  hervorgehoben  haben. 

Wir  behaupten  nun,  daß  dieser  Teil  die  Stelle  {x,  y) 
völlig  umschließt,  d.  h.  daß  die  Stelle  {x,  y),  die  ja  selbst  dem 
Teile  sicher  angehört,  nicht 
an  seinem  Rande,  wie  etwa 
in  Fig.  7 1  oder  gar  ganz  für 
sich  liegt.  Inder  Tat :  An  dem- 
falls  gäbe  es  eine  Stelle  Q 
oder  {x  +  zl  x ,  y  +  Jy) 
beliebig  nahe  bei  der  Stelle 
{x,  y)  derart,  daß  der  Bild- 
punkt (/  oder  {ii  -\-  zJii, 
V  4-  ^v)  außerhalb  des  Quadrates  (ö)  läge  wie  in  Fig.  71,  d.  h. 
zwei  Stellen  {u,v)  und  («(  +  z/m,  v-j-z/v)  der  ?/v-Ebene,  für  die 
z/m  I  oder  |  z/v  (jrößer  als  6  ist,  hätten  Bildpunkte,  die  beliebig 
nahe  beieinander  liegen  und  zwar  für  einen  endlichen  Wert 
von  6.  Daher  würden  zwei 
verschiedene  Stellen  der  uv- 
Ebene  denselben  Bildpunkt 
{x,  y)  haben.  Dies  wider- 
spricht der  dritten  Voraus- 
setzung in  Nr.  593. 

Derjenige  Teil  der  Um- 
gebung (t)  also,  in  dem 
alle  Bildpunkte  der  Um- 
gebung (ö)  der  Stelle  (u,  v)  liegen,  enthält  die  Stelle  (x,  y) 
in  seinem  Innern.  Es  gibt  mithin  eine  kleinere  Umgebung  (r') 
derart,  daß  allen  Punkten  in  der  Umgebung  (t')  der  Stelle 
{x,  y)  nur  Punkte  in  der  Umgebung  ((?)  der  Stelle  (u,  v)  ent- 
sprechen. 

Zu  jeder  vorgegebenen  beliebig  kleinen  positiven  Zahl  6 
gibt  es  demnach  eine  positive  Zahl  r'  derart,  daß  aus  |  z/x  <t', 
I  ^y  I  <  t'  stets   i  z/m  j  <  ^,  '  z/v  |  <  6  folgt. 

Da  es  in  unserem  Belieben  steht,  t'  noch  kleiner  zu 
wählen,  so  folgt  schließlich: 
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Sats  10:  Bei  stetiger  Abbildung  der  xy-Ehene  auf  der 
UV -Ebene  gibt  es  zu  einer  beliebig  Jdein  gewählten  positiven 
Zahl  6  oder  x  stets  eine  positive  Zahl  x  bzw.  6  derart,  daß 
allen  Stellen  in  der  Umgebung  (r)  einer  Stelle  der  eine^i  Ebene 
nur  Stellen  in  der  Umgebung  ((?)  des  Bildpiinktes  in  der  andern 
Ebene  entsprecJwn. 

595.  Entsprechen  der  Richtungen  bei  stetiger 
Abbildung  einer  Ebene  auf  einer  anderen  Ebene.     Bei 

dieser  Gelegenheit  wollen  wir  eine  Eigenschaft  der  stetigen 
Abbildung  erörtern,  die  allerdings  erst  später  benutzt  werden  wird. 

Nach  (1)  in  voriger  Nummer  ist: 
.^^  Jy ii)(u-{- Ju,  V -{- zlv)  —  ij}{u,  v) 

^    ^  Jx  cp(u-\-Ju,   V -\- Jv)  —  qp(M,   V) 

Es  gibt  nun  nach  dem  Mittelwertsatze  28,  Nr.  137,  positive 
echte  Brüche  d  und  %•  derart,  daß  der  Zähler  gleich 

^^(it  +  öz/?(,  V  +  dzJv)  •  Au  +  ^V'(w  +  ^^^h  ^  +  BAv)-Av 

und  der  Nenner  gleich 

-^-^>{ii  +  ^AUj  V  +  ^ Av)  ■  Au  +  .  .9'(w  +  \tAu,  V  +  %Av)  ■  Av 

wird,  so  daß  die  rechte  Seite  von  (1)  in  den  Faktoren  Au 
und  Av,  die  hier  auftreten,  homogen  von  nuUter  Ordnung 
wird.  Wir  lassen  nun  den  Punkt  (u  -{-Au,  v  -\-  Av)  nach 
der  Stelle  (m,  v)  derart  hinwandern,  daß  die  Richtung  von 
(tt,  v)  nach  (tt  ■\-  Au,  v  +  Av^  einer  bestimmten  Grenzlage  zu- 
strebt, d.  h.  wir  lassen  Au  und  Av  derart  nach  NuU  streben, 
daß  entweder  das  Verhältnis  Au  :  Av  oder  das  reziproke  Ver- 
hältnis Av  :  Au  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert  hat.  Den 
Grenzwert  von  Au  :  Av  werden  wir  alsdann  imter  Benutzung 
der  Differentiale  du  und  dv  mit  dv  :  du  bezeichnen.  Alsdann 
folgt,  da  (f^,  cp^,  i^^,  if^g  nach  Voraussetzung  stetig  sind,  daß 
Ay  :  Ax  dem  Grenzwerte  zustrebt: 

A^i       ii)  du  4-  tp  dv 

(2)  ^=  V-^V- 

^   ^  dx        qp  au  -\-  q}  av 

Sind  X,  y  und  m,  v  insbesondere  rechtwinklige  Koordinaten, 
so  ist  der  Grenzwert  dy  :  dx  der  Tangens  des  Winkels  a,  den 
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eine  vom  Punkte  (oc,  y)  ausgehende  Richtung  mit  der  positiven 
ä:- Achse  bildet.  Ebenso  ist  der  Grenzwert  dv  :  du  der  Tansrens 
des  Winkels  ß,  den  eine  vom  Punkte  (u,  v)  ausgehende  Richtung 
mit  der  positiven  u-Achse  bildet.  Zwischen  diesen  beiden 
Tangens  besteht  alsdann  nach  (2)  die  Beziehung: 

ip    4-  xb   tg  ß 

Sie  ist  nicht  frei  von  tg  ß,  denn  sonst  müßte  ?>„  :  ?'„  =  ^„  :  ^p, 
d.  h.  die  Funktionaldeterminante  ®  entgegen  der  zweiten  Voraus- 
setzung in  Nr.  593  gleich  Null  sein.  Wir  können  die  Gleichung 
(3)  von  dem  Xenner  befreien.     Es  ergibt  sich  alsdann 

Satz  11:  Bei  einer  stetigen  Ahhildung  x  =  <p(u,  v), 
y  =  il){u,  v)  einer  xy-Ehene  auf  einer  uv-Ehene  entsprechen  allen 
von  einem  PunJcte  der  einen  Ebene  ausgehenden  Dichtungen  die- 
jenigen Richtungen,  die  von  dem  Bildpunlde  ausgehen,  in  der 
Weise,  daß  zivischcn  den  Bestimmungsstüclen  dy.dx  und  dv.du 
der  beiden  Richtungen  die  bilinearc  Gleichung  besteht: 
dy  dv  dy  dv  ^ 

^^  •  rf-^  a«  +  ^"  •  dx  -  '^'^  ■  rf^  -  ^-^  =  ^' 

die  sotvohl  nach  dy  :  dx  als  auch  nach  dv  :  du  auflösbar  ist. 

Infolge  von  (3)  ist  tg  a  eine  linear  gebrochene  Funktion 
von  tg  ß  allein,  sobald  wir  u  und  v  als  bestimmt  gewählt  be- 
trachten, und  hat  bei  dieser  Annahme  die  Ableitung: 

dtga  _   ^„  (y^  +  9,  tg  ft  —  qp^  (1/^^  +  '^p  tg  /3) 
dTfß-  (<P„+T,tg^)* 

oder: 

^   ■  dtgß        (cp^-^cp^tgß)'' 

Diese  Ableitung  hat  dasselbe  Vorzeichen  wie  die  Funktional- 
determinante ^,  die  ja  nach  Nr.  593  überall  im  Bereiche 
positiv  oder  überall  im  Bereiche  negativ  ist.  Nach  Satz  9, 
Nr.  30,  folgt,  daß  u  mit  ß  wächst  oder  abnimmt,  je  nach- 
dem ®  positiv  oder  negativ  ist.  Daher  heißt  die  Abbildung 
gleichsinnig,  wenn  ®  >  0  ist,  und  ungleichsinnig,  wenn  2)  <  0 
ist.  Umläuft  ein  Punkt  eine  Stelle  (x,  y)  der  einen  Ebene, 
so  umläuft   sein  Bildpunkt   die  Bildstelle  {u,  v)  in  der  andern 
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Ebene  in  demselben  oder  entgegengesetztem  Sinne,  je  nachdem 
®  >  0  oder  <  0  ist,  vorausgesetzt  natürlich,  daß  dabei  der  erste 
bewegliche  Punkt  in  einer  hinreichend  kleinen  Umgebung  der 
Stelle  (x,  y)  verbleibt. 

596.  Grenzwert  des  Verhältuisses  zweier  Dreiecks- 
iuhalte   bei   stetiger  Abbildung.     Außer  der  Stelle  (u,  v) 

betrachten  wir  zwei  benachbarte  Stellen  («  -f-  ^^u,  v  +  z/^w) 
und  (u  -{- Z1.2U,  V  -]- /l^v).  Das  Dreieck,  dessen  Ecken  die 
Punkte  in  dieser  Reihenfolge  sind,  hat,  falls  u,  v  rechtwinklige 
Koordinaten  bedeuten,  nach  dem  Beispiele  in  Nr.  530  den 
Flächeninhalt  |  (z/^m  z/gV  —  ^^u  z/^ r). 

Zu  den  drei  Punkten  gehören  Bildpunkte  in  der  a;?/-Ebene, 
die  wir  entsprechend  bezeichnen  und  deren  Dreieck  den  Flächen- 
inhalt 2  {zi^xzl.^y  —  ^./x  zl^y)  hat,  so  daß  das  Verhältnis  beider 
Flächen  den  Wert 

hat.     Hierin  ist: 

z/.ic  =  9?  (tt  -f  z/.M,  V  -\-  /liV)—  (p  {u,  ü), 

,  .  .  0  =  1,2). 

z/j7/  =  il^iu  -f  z/.^t,  V  +  ^iV)—  tlf{u,  V) 

Nach  dem  Mittel wertsatze  28,  Nr.  137,  läßt  sich  hierfür 
schreiben: 

zJ.x=  ^-(f  [ii  -\-  O.zIfU,  V  +  O.zl-v)  •  z/.t*  + 

^•■^  =  ä^  ^  *^"  +  ^,z/,M,   V  -f  '^.z/.t')  •  Z/.M  + 

wobei  6^,  6.-,,  ^^,  ^.^  positive  echte  Brüche  bedeuten.  Wir 
setzen  diese  Werte  in  (1)  ein  und  dividieren  dann  Zähler  und 
Nenner  durch  zi^u/J^u.  Lassen  wir  alsdann  z/^«,  z/jV,  z/g«,  /l^v 
nach  Null  streben,  doch  so,  daß  die  Brüche  z/^v  :  z/jW  und 
/J^v  :  d^n  (oder  ihre  reziproken  Werte)  bestimmte  endliche 
Grenzwerte  d^v  :  d^u  und  d-^v  :  d^u  (bzw.  die  reziproken  Werte) 
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erreichen,    so    kommt,    weil    die    Ableitungen    von    cp    und    i/; 

stetig  sind:  ,•      ^  ^ 

llmi^  =  (5P,^.,-J^,9,  =  ®. 

Wir  können  daher  sagen: 

Satz  12:  Vermitteln  die  Gleichungen  x  =  (p  (u,  v),  y  =  rp  {ii,  v) 
eine  stetige  Abbildung  einer  Ebene  mit  den  recht ivinkli gen  Koor- 
dinaten X,  y  auf  einer  Ebene  mit  den  reclditmikligen  Koor- 
dinaten ti,  V  und  sind  P,  P^,  P^  drei  Punkte  der  ersten  Ebene 
und  P',  P[,  Pg  ihre  Bildpunlie,  so  ist  der  Grenzwert  des  Ver- 
hältnisses der  Inhalte  der  beiden  geradlinigen  Dreiecke  PP^P^ 
und  P' P[P'^  gleich  dem  Werte  der  Funktionaldeterminante 
fPu'^^—  i'u^vj  ö^^i^det  für  die  Stelle  P',  sobald  P^  und  P'^  so 
nach  P'  streben,  daß  den  Richtungen  der  Seiten  P' P[  und  P' P^ 
bestimmte  Grenzlagen  zukommen. 

Da  wir  ein  Flächenstück  einer  Ebene,  das  sich  in  einem 
Punkt  zusammenzuziehen  strebt,  in  lauter  Dreiecke  zerlegen 
können,  deren  Seiten  um  so  weniger  von  geraden  Linien  ab- 
weichen,  je  stärker  die  Zusammenziehuug  geworden  ist,  so 
könnten  wir  aus  dem  Ergebnisse  den  Schluß  ziehen,  daß  das 
Verhältnis  der  Flüche  eines  Stückes  der  x?/-Ebene  zur  Fhiche 
des  entsprechenden  Stückes  der  uv-Fiheue  nach  2)  strebt,  wo- 
bei jD  für  diejenige  SteUe  (u,  v)  zu  büden  ist,  nach  der  hin  sich 
das  zweite  Stück  zusammenzieht. 

Dieser  Schluß  ist  allerdinors  nicht  streng.  Wir  werden 
aber  später  sehen,  daß  er  doch  richtig  ist  (in  Nr.  599). 

597.  Das  Problem  der  Transformation  der  Doppel- 
integrale.  Nach  diesen  Vorbereitungen  stellen  wir  uns  die 
Aufgabe,  in  einem  Doppelintegrale 

(1)  V=J'Jfix,y)dxdy 

E 

die  neuen  Veränderlichen  u,  v  einzuführen,  die  mit  x,  y  durch 
die  Gleichungen 

(2)  x  =  (p{u,  v),   y  =  4;(u,  v) 
verbunden  sind. 

Dabei  setzen  wir  voraus,  daß  der  Bereich  E,  auf  den 
sich   das   Doppelintegral   (1)    bezieht,    zu  jenem   Bereiche  von 
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Wertepaaren  x,  y  oder  von  Punkten  {x,  y)  der  icy-Ebene  ge- 
hört, für  den  die  in  Nr.  593  formulierten  drei  Voraussetzungen 
gelten.  Außerdem  soll,  wie  immer,  f(x,  y)  eine  stetige  Funktion 
von  X,  y  im  Bereiche  E  sein. 

Die  gestellte  Aufgabe  hat  eine  einfache  geometrische 
Deutung:  Denken  wir  uns  E  in  eine  Anzahl  Teilbereiche  z/JEJ 
zerlegt  und  in  jedem  einen  Punkt  Q  gewählt,  so  ist  T'  nach 
Satz  5,  Nr.  577,  als  Grenzwert  der  Summe  aller  Produkte 
/q^E  aufzufassen,  wobei  f  den  Wert  von  f  für  den  Punkt  Q 
bedeutet  und  der  Grenzübergang  in  der  Weise  zu  bewerk- 
stelligen ist,  daß  die  Ausdehnungen  aller  Teile  ^E  nach  Null 
streben. 

Jeder  Stelle  (x,  y)  des  Bereiches  E  entspricht  nun  eine 
Stelle  (h,  v)  der  wv-Ebene,  dem  gesamten  Bereiche  E  also  ein 
Bereich  E'  der  Hf-Ebene  und  jeder  Zerteilung  von  E  in 
Gebiete  zJE  eine  Zerteilung  von  E'  in  Gebiete  ^E'.  Ferner 
entspricht  der  Stelle  Q  von  ^E  eine  Stelle  Q'  von  zJE'. 
Wir  wollen  annehmen,  Q'  habe  die  Koordinaten  u,  v,  und 
es  sei  schon  der  Wert  bekannt,  nach  dem  das  Verhältnis 
^E:^E'  strebt,  sobald  sich  z/jE"  auf  die  Stelle  Q'  zu- 
sammenzieht. Dieser  Grenzwert  wird  eine  Funktion  co  von 
n  und  V  sein: 

(3)  \im-jj^,=^(o{u,v). 

Alsdann  ist: 

(4)  lim  f^^E  =  lim  f^ co {u,  v) ^E'. 

Wenn  Q  die  Koordinaten  x,  y  hat,  so  daß  f^  den  zugehörigen 
Wert  fix,  y)  bedeutet,  so  folgt  aus  (2),  daß  f^  gleich  der 
Funktion  von  u  und  v: 

F{ii,  v)  =  f[(fiu,  v),  xl^(u,  v)] , 
gebildet  für  die  Stelle   Q',  ist.     Alsdann  gibt  (4): 
lim  ^f^^E  =  lim  ^F^'(o{u,  v)^E' 


oder: 


597J 
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Die  gestellte  Aufgabe  wird  also  zu  einer  solchen  Formel 
führen: 

(o)  j  J  fix,  tj)  dx  dy  =j  j  f((p,  t)  (0  (h,  v)  du  dv. 

f'  E' 

Das  Doppelintegral  rechts  bezieht  sich  auf  den  Bereich  E'  der 
«?'-Ebene,  und  sein  Integrand  ist  das  Produkt  der  alten  Funk- 
tion /"  mit  einer  allerdings  vorerst  noch  unbekannten  Funktion 

Gi{u,  V). 

Wenn  wir  in  jedem  Punkte  {x,  y)  auf  der  icy-Ebene  das 
Lot  von  der  Länge 

errichten  und  ebenso  in  jedem  Punkte  {it,  v)  auf  der  Hu-Ebene 
das  Lot  von  der  Länge 

(7)  IV  =  03  (tl,  v)t\(f  iii,  v)  t  {u,  v)  ), 

so  ergeben  sich  zwei  krumme  Flächen  im  xy2-^a,ume  bzw. 
«rtü- Räume,  wobei  x,  y,  z  und  m,  v,  ic  rechtwinklige  Koordi- 
naten sein  sollen.  Nach  Nr.  578  stehen  die  beiden  krummen 
Flächen  wegen  (5)  alsdann  in  folgender  Beziehung: 

Ist  ziE  irgend  ein  Teil  des  Bereiches  jE"  und  AE'  der 
zucrehörio-e  Teil  des  Bildbereiches  _E",  so  ist  das  Volumen  des 
geraden  Zylinders,  der  die  Grundfläche  JE  hat  und  bis  an 
die  Fläche  (6)  reicht,  stets  gleich  dem  Volumen  des  geraden 
Zylinders,  der  die  Grundfläche  z/jB'  hat  und  bis  an  die 
Fläche  (7)  reicht. 

598.  Ausführung  der  Transformation  eines  Doppel- 
integrals. Bei  einem  einfachen  Integrale  ist  die  Einführung 
einer  neuen  Veränderlichen  mittels  der  Substitutionsmethode 
von  Nr.  417  leicht  zu  bewerkstelligen.  Wir  führen  daher  die 
Aufgabe  auf  diese  Methode  zurück,  indem  wir  einerseits  das 
Doppelintegral  V  der  letzten  Nummer  nach  Nr.  576  als  das 
Ergebnis  der  Aufeinanderfolge   zweier  einfacher    Integrationen 


/[/' 


fix,  y)dy 


dx 


auffassen  und  andererseits  die  beiden  neuen  Veränderlichen  u,  v 
nicht  zusammen,  sondern  nacheinander  einführen. 
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Bei  der  Integi-ation  hinsichtlich  y  spielt  x  die  Rolle 
einer  willkürUchen  Konstanten.  Vermöge  der  ersten  der  beiden 
Gleichungen: 

(1)  X  =  (piu,v),         y=.-il,{u,v) 

wird  bei  dieser  Auffassung  ii  als  eine  gewisse  Funktion  von  v 
definiert,  vorausgesetzt,  daß  diese  erste  Gleichung  «  wirklich 
enthält,  d.  h.  vorausgesetzt,  daß  9>u  =h  ö  ist.  Die  so  definierte 
Funktion  u  von  v  denken  wir  uns  in  die  zweite  Gleichung  (1) 
substituiert,  so  daß  eine  Gleichung  zwischen  y  und  v  hervor- 
geht, die  also  y  als  Funktion  von  v  definiert.     Dabei  ist: 

r      du  \  -, 

worin  für  du  :  dv  derjenige  Wert  zu  setzen  ist,  der  bei  der  An- 
nahme X  =  konst.  aus  der  ersten  Gleichung  (1)  folgt.  Diese 
Gleichung  gibt  aber: 

^  =  fPui     -i- fP^y     d.h.     -,     = -, 

u 

so  daß  herauskommt: 

Substituieren  wir  v  statt  y  in  dem  Integral  J/X^',  y)dy,  so  er- 
gibt sich  daher: 


/' 


f{x,  y)ydv, 


wobei  unter  u  und  y  die  erwähnten  Funktionen  von  v  zu  ver- 
stehen sind. 

Wir  sind  jetzt  zu  einem  Doppelintegrale 


m  //A-'^)f. 


dxdv 


gelangt,  in  dem  x  und  v  die  Veränderlichen  des  Integranden  be- 
deuten. Der  Bereich  E,  auf  den  sich  das  in  x  und  y  aus- 
gedrückte ursprüngliche  Integral  bezog,  wird  durch  einen  Rand 
begrenzt,  längs  dessen  eine  Beziehung  zwischen  x  und  y  be- 
steht. Anstelle  dieses  Bereiches  ist  jetzt  ein  Bereich  von 
Wertepaaren  x,  v  getreten,  und  die  Grenze'  dieses  Bereiches 
wird  durch  eine  Beziehung  zwischen  x  und  v  ausgedrückt. 
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Das  neue  Doppelintegral  (2)  können  wir  nun  wieder  als 
das  Ergebnis  zweier  aufeinanderfolgender  einfaclier  Integrationen 
auffassen,  und  wir  dürfen  zuerst  hinsichtlich  x  und  alsdann 
hinsichtlich  v  integrieren: 


/[>..)^.. 


dv. 


Bei  der  Integration  hinsichtlich  x  spielt  alsdann  v  die  Rolle 
einer  wiTlkürlichen  Konstanten.  Nun  können  wir  mittels  der 
ersten  Gleichung  (1),  nämlich: 

X  =  (p(u,  v), 
statt  X   die   neue  Veränderliche  u  einführen,  und  es  ist  dabei: 

dx  =  (f^du 
zu  setzen,  so  daß  kommt: 


/[/ 


»  5)  ' 


dv. 


Demnach  hat  das  Doppelintegral  schließlich  diese  Gestalt  an- 
genommen : 

/  /  fi^j  y)%dudv. 

Darin  sind  jetzt  die  beiden  neuen  Veränderlichen  u  und  v  ein- 
geführt, d.  h.  unter  x  und  y  sind  darin  die  Werte  (1)  zu  ver- 
stehen, so  daß  wir  das  neue  Integral  in  dieser  Gestalt  erhalten: 

(3)  /  j  f{(p,  il/)^dudv. 

Hierin  soll  E'  den  Bereich  derjenigen  Wertepaare  ii,  v  be- 
zeichnen, die  vermöge  (1)  den  Wertepaaren  x,  y  des  Bereiches  E 
entsprechen. 

Bei  dieser  Transformation  haben  wir  jedoch  auf  einen 
Umstand  nicht  die  gebührende  Rücksicht  genommen:  Bei  den 
Doppelintegralen  haben  wir  stets  die  Veränderlichen  des  Inte- 
granden  als  waclisende  Größen  angenommen,  indem  wir  die 
oberen  Integralgrenzen  größer  als  die  unteren  wählten.  Dies 
geschah,  weil  die  Doppelintegrale  nach  Satz  4,  Nr.  575,  eine 
geometrische  Bedeutung  als  Volumina,  d.  h.  als  Grenzwerte  von 
Summen  von  Prismeninhalten  haben,    wobei   die   Grundflächen 
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der  Prismen  Rechtecke  zJx^y  waren,  die  wir  als  positive 
Größen  auffaßten.  Da  nun  die  Grenzen  der  beiden  einfachen 
Integrale,  die  das  neue  Doppelintegral  (3)  liefern,  durch  den 
Rand  des  neuen  Bereiches  E'  bedingt  werden,  so  können  wir 
nicht  erwarten,  daß  auch  hier  stets  die  oberen  Grenzen  gi-ößer  als 
die  unteren  werden.  Wollen  wir  diese  Vorschrift  aber  machen, 
so  werden  wir  eventuell  genötigt  sein,  die  Grenzen  zu  vertauschen, 
d.  h.  der  neue  Wert  (3)  ist,  abgesehen  von  seinem  Vorzeichen, 
richtig,  und  es  bleibt  noch  übrig,  das  richtige  Vorzeichen  zu 
bestimmen. 

Dies  geschieht  so:  Der  Bereich  E  der  Wertepaare  x,  y 
zerfällt  in  zwei  Teile  E^  und  E^ ;  im  einen  ist  f{x,  y)  >  0, 
im  andern  <  0,  so  daß  bei  dem  Doppelintegrale: 

(4)  J  J  f{^,  y)  d^  (^y  =J  J  f(^^  y)  ^^  ^^y  +J  J  f(.^>  y)  ^^  ^y 

E  El  E„ 

der  er.ste  Summand  rechts  positiv  und  der  zweite  negativ  ist, 
weil  sie  als  Folgen  von  einfachen  Integrationen  aufzufassen  sind, 
bei  denen  die  oberen  Grenzen  gi-ößer  als  die  unteren  sind, 
während  der  Integrand  positiv  bzw.  negativ  ist.  Vgl.  Satz  12, 
Nr.  412.  Den  Teilen  E^  und  E.2  von  E  entsprechen  Teile 
Ei  und  E2  von  E'.  Im  ersten  ist  f((f,  ^t»)  >  0,  im  zweiten 
<C  0.  Wenn  wir  also  auch  beim  transformierten  Integrale  die 
oberen  Grenzen  größer  als  die  unteren  wählen  und  es  zer- 
legen in: 

(5)  /      f{(p,ip)'^dudv=  I  j  f{(p,x{;)'^dudv-\-  I  1  f{(p,i))'S^dndv, 

E'  \'  E^ 

so  haben  hier  die  Summanden  rechts  dieselben  Vorzeichen  wie 
die  in  (4),  sobald  ^  >  0  ist,  dagegen  haben  sie  die  entgegen- 
gesetzten Vorzeichen,  wenn  ®  <  0  ist.  Wir  erinnern  hierbei 
daran,  daß  %  nach  Nr.  593  überall  einerlei  Vorzeichen  hat. 
Hieraus  schließen  wir  nun:  Die  Summanden  in  (4)  sind  denen 
in  (5)  nur  dann  auch  im  Vorzeichen  gleich,  Kenn  statt  'S  der 
absolute  Betrag  von  %  gesetzt  tvird.  Also  haben  wir  das  Er- 
gebnis der  Transformation  so  darzustellen: 

(6)  fff^''>  ^)^^ ^^  ^//^*^^'  ^^   ®   '^^  '^'' 

E  £' 
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Ferner  wurde  oben  bei  der  Ausführung  der  Transformation 
9),,  H=  0  vorausgesetzt.  Diese  Annahme  ist,  wie  wir  jetzt  zeigen 
woUeD,  unnötig.  Nach  der  zweiten  Voraussetzung  in  Nr.  593 
wird  2)  oder  g?,,^^  —  t,^(p„  nirgends  gleich  Null,  woraus  folgt, 
daß  an  jeder  Stelle  entweder  (p^^  =4=  0  oder  cp^^  0  ist.  Wir 
zerlegen  nun  den  Bereich  E  in  zwei  Teile  E^  uud  E^]  dabei 
soll  E^  lauter  solche  Wertepaare  x,  y  enthalten,  für  die  infolge 
von  (1)  die  Ableitung  9?^  4=  ^  ist,  und  E^  lauter  solche,  für 
die  9)5  +  0  ist.  Das  vorgelegte  Doppelintegral  läßt  sich  nun 
wieder  wie  in  (4)  als  Summe  des  auf  E^  und  des  auf  E^  be- 
züglichen darstellen.  Beim  ersten  Summanden  ist  wegen  9?,^  =t=  0 
die   obige  Transformation  anwendbar,   so   daß  er  übergeht  in: 

(7)  /  M*^'  ^)  I  ®  ^^  ^'-'• 

Beim  zweiten  Summanden  verfahren  wir,  weil  (p^^O  ist,  genau 
so  mit  dem  einzigen  Unterschiede,  daß  wir  bei  der  allmählichen 
Einführung  der  neuen  Veränderlichen  11,  v  diese  beiden  Größen 
ihre  Rollen  vertauschen  lassen,  d.  h.  wir  führen  zuerst  statt 
X,  y  die  Veränderlichen  x  und  u  und  alsdann  die  Veränder- 
lichen u  und  V  ein.  Dabei  sind  also  (p^  und  ^,,  mit  9?^  und 
1^^  zu  vertauschen.  Es  Zieht  dies  nach  sich,  daß  SD  durch  —  ^ 
ersetzt  werden  muß.  Weil  aber  nur  der  absolute  Betrag 
von  ®  auftritt,  so  liefert  der  zweite  Summand: 


(8)  JJf{^,  v) 


2)  I  du  dv. 


Die  Summe  der  beiden  Integrale  (7)  und  (8)  aber  ist,  da  E[ 
und  jE'2  den  Bereich  E'  ausmachen,  das  in  (6)  rechts  stehende 
Integral. 

Wir  gelangen  also  in  jedem  FaUe  zu  der  Transformations- 
formel (6). 

Satz  13:  Liegt  ein  Boppelintegral 


^=J  Jfi^,  y)dxdy 


vor,  erstrecht  über  einen  solchen  Bereich  E  von  Wertepaaren  x,  y, 
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in  dem  f  eine  stetige  Fimldion  von  x  und  y  ist,  und  werden  durch 
die  Gleichungen: 

x=  (f{u,  v),         y  =  ^{u,  v) 

die  neuen  Veränderlichen  u  und  v  eingeführt,  so  geht  V  über  in 


Iß 


f(ß),  tlf) !  ®   dtidv. 


Dabei  sind  u,  v  ebenso  wie  x,  y  in  V  solche  Veränderliche,  die 
bei  der  Ausführung  der  Integrationen  tvachsen,  und  ^  bedeutet 
die  Funkt ionaldeterm inante : 

während  E'  der  zum  Bereiche  E  gehörige  Bereich  der  Werte- 
paare u,  V  ist.  Vorausgesetzt  uird  bei  dieser  Transformation, 
daß  erstens  (f  und  tp  mit  iJtren  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  in  dem  Bereiche  E'  stetig  seien,  ziveitens  2)  daselbst 
nirgends  verschwinde  und  drittens  die  Bereiche  E  und  E'  gegen- 
seitig eindeutig  aufeinander  bezogen  seien. 

Beispiel:  Ist  a;  =  v  cos  u,  y  =  v  sin  u,  so  ist  S)  =  —  v,  also 

/   /  / (^;  y)^^(^y  ^  I  f  fi:^  cos  u,  v  sin  u) V  du  dv, 

E  E' 

sobald  v  >  0  ist.  Nun  sind  aber  u  und  v  auch  als  Polar- 
Jcoordinaten  co  und  q  aufzufassen,  da  ja  x  =  q  cos  co,  y  ^=  q  sin  o 
ist.     Also  kommt  als  neuer  Ausdruck  des  Integrals: 


//^ 


Qf(Q  cos  03,  Q  sin  (o)d(o  dg. 

Diesen  Wert  haben  wir  unter  (S)  in  Nr.  582  direkt  berechnet. 

599.  Grenzwert  des  Verhältnisses  zweier  ent- 
sprechender Flächenstücke  bei  stetiger  Abbildung^ 
einer  Ebene  auf  einer  anderen  Ebene.  Wir  sind  jetzt 
in  der  Lage,  die  in  Nr.  590  zum  Schlüsse  versprochene  Be- 
merkung zu  macheu.  Nach  Nr.  597  wissen  wir,  daß  das 
Integral,  in  das 

V=  j  I  f(x,  y)dxdy 

E 
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bei  der  stetigen  Abbildung 

X  =  (p(ll,v),  y  =  xl;{ii^v) 

übergeht,  die  Form 

(1)  /    \  f{(f,  i^)(x){u,  v)dudv 

E' 

haben  muß,  worin 


ist.  Dabei  bedeuteten  ^E  und  zIE'  einander  entsprechende 
positiv  zu  messende  Flächenstücke  von  E  und  E',  und  der 
Grenzübergang  sollte  so  stattfinden,  daß  sich  ^E'  auf  den 
Punkt  (u,  v)  zusammenzieht.  Die  Vergleichung  des  Integrals 
(1)  mit  dem  in  Satz  13  angegebenen  zeigt  nun,  daß  «  =  ]  ^  j 
ist.     Also  folgt: 

Satz  14:  Wenn  hei  einer  stetigen  Äbhildung  x  =  (p(u,  v), 
y  =  -^(ii,  v)  der  Ebene  mit  den  recJdtvinkligen  Koordinaten  x,  y 
in  der  Ebene  mit  den  recht ivinJdigen  Koordinaten  u,  v  der  zu 
einem  Fläclienstücke  AE  der  ersten  Ebene  gehörige  Teil  ziE' 
der  zweiten  Ebene  die  bestimmt  getvählte  Stelle  (u,  v)  enthält  und 
wenn  die  Ausdehnungen  von  /iE'  nach  Kuli  streben,  so  ist  der 
Grenzwert 

600.  Eomplauatiou  einer  Fläche,  die  mittels 
krummliniger  Koordinaten  dargestellt  ist.  Die  in  Satz  13, 
Nr.  598,  gefundene  Formel  für  die  Transformation  eines  Doppel- 
integrals wollen  wir  benutzen,  um  den  in  Satz  8,  Nr.  584,  ge- 
fundenen Wert 

(1)  ffy^'  +  2^+1  dx  dy 

E  _ 

für  ein  Stück  der  Fläche 

(2)  ^  =  f(x,y) 

auf  eine  bemerkenswerte  andere  Form  zu  bringen. 
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Wenn  wir  wie  in  Nr.  593  neue  Veränderliche  u  und  v 
vermöge 

(3)  X  =  (jp(w,  v),        y  =  t(u,  v) 

einführen,  so  wird  s  nach  (2)  ebenfalls  eine  Funktion  %  von 
u  und  V.  Die  Fläche  kann  nun  statt  in  der  Form  (2)  auch 
in  der  Form: 

(4)  X  =  (p{u,  v),     y  =  t(u,  v),     z  =  yXu,  f) 

dargestellt  werden,  indem  jetzt  x,  y  und  z  Funktionen  zweier 
Hilfsveränderlichen  u,  v  sind.  Von  dieser  Art  der  Darstellung 
einer  Fläche  war  schon  in  Nr.  251  die  Rede.  Man  nennt  u 
und  V  GaußiscJie  oder  Tcrionmlinige  Koordinaten  der  Fläche, 
und  zwar  aus  folgendem  Grunde:  Geben  wir  z.  B.  u  einen  be- 
stimmten Wert,  so  sind  x,  y,  z  nach  (4)  Funktionen  einer 
einzigen  Veränderlichen  v,  d.  h.  sie  definieren  eine  Kurve,  die 
auf  der  Fläche  verläuft.  Man  nennt  diese  Kurve  eine  Parameter- 
linie (ii)  der  Fläclie.  Ebenso  gehört  zu  jedem  Werte  von  v 
nach  (4)  eine  Porameterlinie  (v)  der  Fläche.  Jeder  Punkt  der 
Fläche,  der  durch  bestimmte  Werte  von  n  und  v  nach  (4) 
definiert  ist,  erscheint  als  Schnittpunkt  einer  Parameterlinie  (u) 
und  einer  Parametei^linie  (y).  Die  Parameterlinien  überdecken 
also  die  Fläche  netzartig. 

In  (1)  bedeuten  j^  und  q  die  Ableitungen  von  z  nach  x 
und  y.  Nun  sind  x,  y  nach  den  beiden  ersten  Gleichungen  (4) 
Funktionen  von  ti  und  v.     Daher  kommt: 

dz  _     ex         dy  ^_     ^1      ^ 

die      ^du       ^cu'  cv      -^dv^^dv^ 


woraus  folgt: 

y  z  —  z  y 
^              X  y  — y  X  ' 

2  = 

Z    X    —  X   z 

U      7)                 UV 

X  y  — y  X 

Ferner  ist: 

Das  Flächenstück  (1;  stellt  sich  in  den  Veränderlichen  n,  v 
nach  Satz  13,  Nr.  598,  so  dar: 

f  fVp^i-g.^  +  l\'^\dudv. 

Dies  Doppelintegral  bezieht  sich  auf  einen  gewissen  Bereich 
von  Wertepaaren  «,  v,  d.  h.  auf  einen  gewissen  Bereich  von 
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Flächen  punkten  mit  den  krummlinigen  Koordinaten  n,  v.  Nach 
den  vorhergehenden  Formeln  hat  dies  Doppelintegral  den  Aus- 
druck: 

J  J  ViVu^v  -  ^uVvY  +  i^u^.  -  '^■u^vf  +  (^„2/.  -  ?/«"^  du  dv, 

wobei  die  Wurzel  positiv  ist.  Der  Radikand  läßt  sich  so 
schreiben : 

(xl  +  yl  +  4)ix:^v  +  yl  +  4)  —  (XuX„  +  y,y,  +  2,3,)'". 

Wenn  wir  nun  unter  E,  F,  G  die  drei   Größen  verstehen: 

E  =  xl  +  yl  +  4,         G  ^  x^  -{■  y;  +  sl, 


so  nimmt  das  Doppelintegral  die  Form  an: 

(6)  j  jyEG-F-'dudv. 

Die  Größen  E,  F,  G,  die  überhaupt  eine  wichtige  Rolle  in 
der  Flächentheorie  spielen,  falls  man  Gaußische  Koordinaten 
anwendet,  heißen  die  auf  die  Fläche  (4)  bezüglichen  Fimda- 
mentalyrößen  erster  Ordnung.  Es  gibt  nämlich  noch  andere,  die 
als  die  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung  bezeichnet  werden, 
aber  hier  nicht  in  Betracht  kommen. 

Die  durch  den  Flächenpunkt  (x,  y,  z)  oder  (i(,  v)  gehende 
Parameterlinie  {v)  hat  in  diesem  Punkte  eine  Tangente,  deren 
Richtungskosinus  nach  (3)  in  Nr.  252  sofort  aus  (4)  durch 
Differentiation  nach  u  gewonnen  werden: 

Ye'   ye'   yw 

wobei  die  Wurzel  positiv  ist,  falls  wir  die  Kurve  im  Sinne 
wachsender  Werte  von  u  positiv   rechnen.     Entsprechend   sind 

^       ll.       A 

j/ö '    yo'    ya 

die  Richtungskosinus  der  durch  den  Flächenpunkt  gehenden  Para- 
meterlinie (m).     Ist  A  der  Winkel  beider  Tangenten,  so  ist: 

cos  /  = — = = , 

ysyo  ysYG 
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wobei  die  Wurzeln  positiv  sind.     Hieraus  folgt: 


.    ,     Veg  —  f^ 

siu  A  = 


yEya  ' 

wobei  auch  die  Wurzel  im  Zähler  positiv  ist,  wenn  wir  den 
Winkel  k  zwischen  0  und  tc  annehmen.  Es  ist  jetzt  hiernach 
und  nach  (6)  die  Oberfläche  gleich  dem  Doppelintegrale: 

(7;  j  fyEYG  sin  A  dudv. 

Nun  ist  das  JBogenelement  d^^s  der  Parameterlinie  (v)  in  dem 
betrachteten  Flächenpunkte  nach  (4)  in  Nr.  257: 

d^s  =Y{xJüf^{yjru^'+Js;d^^  =  VEdu, 

wobei  YE  positiv  ist.  Ebenso  ist  d^s  =  Y^dv  das  Bogen- 
element  der  Parameterlinie  (itj  in  dem  Flächenpuukte.  Daher 
läßt  sich  das  Doppelintegral  (7)  so  darstellen: 

(8)  JfsmXd^sd^s. 

Wir  erinnern  jetzt  daran,  daß  das  Doppelintegral 

(9)  //'^^^^ 

in  der  Ebene  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y,  hiner- 
streckt über  einen  gewissen  Bereich,  nichts  anderes  ist  als  der 
Grenzwert  der  Summe  aller  Teilrechtecke  Ax/iy  des  Bereiches 
(nach  Nr.  575),  d.  h.  der  Flächeninhalt  des  Bereiches.  Die 
Formel  (8)  besagt  etwas  ganz  Entsprechendes  für  den  Flächen- 
inhalt der  krummen  Fläche  (4). 

Zerlegen  wir  nämlich  den  betrachteten  Bereich  der  Ober- 
fläche durch  Parameterlinien  [ii)  und  (??)  in  Teilbereiche,  so 
daß  etwa  zu  m,  v  und  u  +  z/?<,  v  -{■  Av  vier  Parameterlinien 
gehören,  die  ein  krummes  Viereck  auf  der  Fläche  begrenzen, 
so  mögen  /i^s  und  A ^s  die  Bogenlängen  der  vom  Punkte  (m,  v) 
ausgehenden  beiden  Vierecksseiten  auf  den  Parameterlinien  {v) 
und  (w)  sein.  Da  die  Parameterlinien  im  Punkte  (h,  v)  Tan- 
genten haben,  die  den  Winkel  A  einschließen,  so  nähert  sich  das 
Produkt  sinAz/,  5^s  um  so  mehr  dem  Werte  des  Flächen- 
inhaltes  des  Vierecks,  je  kürzer  die  Seiten  A^s  und  A^s  werden, 
600] 
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weil  das  Viereck  dabei  danach  strebt,  einem  ebenen  Parallelo- 
gramme ähnlich  zu  werden.  Ebenso  wie  wir  in  (9)  unter 
dxdy  den  Grenzwert  eines  Teilrechteckes  Ax/iy  verstehen 
können,  läßt  sich  also  auch  in  (8)  das  Produkt  %\x\Xd^sd^s 
als  Grenzwert  eines  Teilvierecks  der  Fläche  (4")  auffassen. 

601.  Komplauation  einer  Fläche,  die  mittels 
räumlicher  Folarkoordiuateu  dargestellt  ist.  Führen 
wir  nach  Nr.  97  räumliche  Polarkoordinaten  r,  B,  ip  ein,  in- 
dem  wir  setzen: 

(1)  Ä"  =  r  sin  ö  cos  i/>,     ?/ =  r  sin  ö  sin  ^,     ^  =  rcosö, 
so  läßt  sich  die  Fläche  z  =  f{x,  y)  in  der  Form: 

r  cos  6  =  f(r  sin  6  cos  j^',     r  sin  6  sin  rp') 

darstellen,  und  die  Auflösung  dieser  Gleichung  nach  r  möge 
ergeben: 

(2)  r  =  F{e,  t), 

so  daß  hiermit  die  Fläche  in  räumlichen  Polarkoordinaten  aus- 
gedrückt ist.  Wir  können  jetzt  6  und  ^  als  die  Gaußischen 
Koordinaten  u  und  r  in  der  vorigen  Nummer  auffassen.  Als- 
dann ist  nach  den  Formeln   (l): 

Xe  =  r  cos  6  cos  ip  -{-  re  sin  6  cos  t/»,     x,,j  =  —  r  sin  6  sin  tp 

-f  r,/,  sin  6  cos^, 

ye  =  r  cos  ö  sin  t^  +  r©  sin  6  sin  i/;,      y,i,  =  r  sin  6  cos  ip 

-f-  r,i.  sin  B  sin  tp, 

^e  =  —  r  sin  ö  -f  '"e  cos  ö,  ^,i,  =  r,i,  cos  ö, 

so  daß  die  Fundamentalgrößen  E,  F,  G  nach  (5)  in  voriger 
Nummer  diese  werden: 

i:  =  r'^  rl,         F  =  rer^f,,  G  =  r'  sin^  B  +  r,|, 

also 

EG-F^  =  r^[{r^  -f  r|) sin^ B  +  4] 

wird.  Das  Oberflächenintegral  (6)  der  letzten  Nummer  wird 
somit  dies: 

(3)  /  jrYir''  +  rl)  sin^ö  +  Vf.dBdtp. 

Dabei  soll  die  Koordinate  r  positiv  gewählt  sein. 
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Handelt  es  sich  z.  B.  um  die  Komplanation  eines  Teiles 
der  KugeJÜÄche  vom  Radius  r,  so  ist  r  konstant,  so  daß  sich 
das  Doppelintegral  reduziert  auf: 


■'fß^' 


sinÖ   dddip. 


602.  Schwerpunkte  von  ebenen  Flächen  und 
Kurven.  Als  Anhang  möge  hier  noch  der  ßeg-riff  des  Schwer- 
punktes, der  uns  in  Nr.  567  und  Nr.  589  begegnete,  definiert 
werden. 

Es  liege  ein  ebenes  Flächenstück  £",  begrenzt  durch  eine 
stetige  Kurve,  vor,  und  dieser  Bereich  werde  in  Teilbereiche  ^E 
zerlegt.  Außerdem  sei  in  der  Ebene  eine  Gerade  g  gegeben. 
Wählen  wir  in  jedem  Teilbereiche  ^E  einen  Punkt  Q  und 
verstehen  wir  unter  q  seine  Entfernung  von  g,  positiv  oder 
negativ  gerechnet,  je  nachdem  Q  auf  der  einen  oder  anderen 
Seite  von  g  liegt,  so  wird  q  eine  Funktion  der  Koordinaten 
X,  y  des  Punktes  Q  sein.  Die  über  alle  Teilbereiche  erstreckte 
Summe  UqzJE  hat,  falls  die  Ausdehnungen  aller  Teilbereiche 
nach  Null  streben,  nach  Nr.  577  einen  von  der  Art  der  Zerlegung 
unabhängigen  Grenzwert,  nämlich  den  Wert  eines  gewissen 
Doppeliutegrals. 

Wenn  die  gegebene  Gerade  g  in  der  Normalform  die 
Gleichung  hat: 

(1)  a:  cos  oj  +  7/ sin  a — i^  =  0; 

so  ist  ihre  linke  Seite  der  Wert  des  Abstandes  q  des  Punktes  Q 
oder  (x,  y)  von  g  und  zwar  positiv  oder  negativ  gerechnet,  je 
nachdem  Q  vom  Anfangspunkte  0  durch  die  Gerade  g  getrennt 
wird  oder  nicht.     Das  erwähnte  Doppelintegral  ist  also  dieses 

(2)  Mg  =   I   I  (x  cos  u  -{-  y  sin  a  —  p)dx  dy. 

*■  E 

Man  nennt  es  das  statische  Moment  der  Fläche  E  in  bezug 
auf  die  Gerade  g.  Insbesondere,  wenn  g  die  a;-Achse  oder 
2/-Achse  ist,  so  ergeben  sich  die  statischen  Momente 

(3)  il4  =JJydx  dy,         My  -fß-'^''  ^y- 

E  e' 
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Nach  (2)  ist  mm: 

My  =  cos  u  3Iy  +  siu  a  M^  —  p  \  \  d^  dy. 

E 

Das  letzte  Doppelintegral  aber  ist  die  Fläche  E  selbst.  Also  folgt: 
(4)  My  =  cos  u  My  +  sin  a  M^  —  pE. 

Es  gibt  nun,  behaupten  wir,  einen  Punkt  (i",  tj)  in  der 
Ebene,  der  so  liegt,  daß  in  bezug  auf  jede  beliebige  Gerade  g 
der  Ebene  das  Produkt  des  Abstandes  des  Punktes  (j,  t))  von  g 
mit  der  Fläche  E  gerade  gleich  dem  statischen  Momente  der 
Fläche  E  in  bezug  auf  die  gewählte  Gerade  g  ist.  In  der  Tat 
hat  der  Punkt  mit  den  Koordinaten: 

diese  Eigenschaft.     Denn  sein  Abstand  von  der  Geraden  g  ist 
nach  (1)  gleich  j:cos«  +  t)  sin  a  —  ^5  oder  also  nach  (5)  gleich: 

-~  cos  a  +  ^  sin  a  —  p 

und  gibt,  mit  der  Fläche  E  multipliziert,  nach  (4)  das  statische 
Moment  M^. 

Dieser  Punkt  (5)  heißt  der  Scliwerpiinli  der  Fläche  E. 
Seine  Koordinaten  sind  nach  (3)  und  (5): 

^^^  1  =  eJ  J^dxdy,        t)==^J  J  ydxdy. 

K  E 

Ist  insbesondere  E  die  Fläche  zwischen  der  Kurve  y  =  f(x), 
zu  iCp  ui 

X 

=  1  ydx 

I   I  xdxdy  =  j  xydx,  j   1  ydxdy  =-  ^  1  y^dx, 

so  daß  kommt:  x  x 

Jxydx  fy^dx 

fydx  ifydx 

Xo  Xo 
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der  Abszissenachse  und  den  zu  iCp  und  X  gehörigen  Ordinaten, 
so  wird:  x 

E 

Xo 

und: 

X 
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Den  Wert  von  t)  hatten  wir  iu  der  Tat  in  Nr.  567  unter 
(1)  benutzt. 

Wir    wenden    uns    nun    zum    Begi'ifife    des    Sclnverpmiktes 
einer  ebenen  Kurve.    Die  Koordinaten  x  und  y  der  Punkte  der 
Kurve  seien   als  Funktionen    der  Bogenlänge  s  gegeben   (vgl. 
Nr.  194): 
(8)  X  =  (p{s),         y  =  xl^(s). 

Wenn  wir  die  Gesamtlänge  S  der  Kurve  in  beliebige  Teile  ^s 
zerlegen  und  jedesmal  die  zugehörige  Sehne  z/§  nennen,  so 
können  wir  in  bezug  auf  eine  beliebige  gegebene  Gerade  g 
der  Ebene  die  Summe  I^q/J^  bilden,  worin  q  der  Abstand  des 
Anfangspunktes  der  Sehne  z/§  von  (j  sein  soll.  Wenn  wir  die 
Zerlegung  der  Gesamtlänge  S  in  Teile  z/s  so  weit  treiben,  daß 
alle  Teile  ^s  nach  Null  streben,  so  strebt  diese  Summe,  weil 
lim  z/§  :  z/s  nach  Satz  4,  Nr.  544,  gleich  Eins  ist,  nach  dem 
Werte 


^. 


=  /  qds, 


und  dieser  Wert  heißt  das  statische  Moment  der  Kurve  (8)  iu 
bezug  auf  die  Gerade  g. 

Hat  die  Gerade  ^^/  wieder  in  der  Normalform  die  Gleichung  (1), 
so  ist  ^. 

Mg  =  I  {x  cos  a  +  y  sin  a  —  ^j)  ds. 


(9) 

Q 

j{xi 

Insbesondere 

sind 

^1 

(10) 

M^. 

4 

ü 

xds 


die  statischen  Momente  der  Kurve  in  bezug  auf  die  x-  und 
?/-Achse.  Es  gibt  nun  wieder  einen  Punkt  (y,  tj)  in  der  Ebene 
derart,  daß  das  Produkt  seines  Abstandes  von  einer  jeden  be- 
liebigen Geraden  g  mit  der  Gesamtlänge  S  der  Kurve  gleich 
dem  statischen  Momente  M  ist.  In  der  Tat  hat  der  Punkt 
mit  den  Koordinaten: 

(")  ^  =  "'.     ^  =  f 
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diese  Eigenschaft;  da  er  von  g  den  Abstand  j:  cos  o^  -f- 1)  sin a—p 
hat  und  also  das  Produkt  dieses  Abstandes  mit  S  nach  (11) 
und  (10)  gleich 


X  j  xds  +  sin  K  /  yds  —  pS, 


cos  a 

Q  0 

d.  h.  nach  (9)  gleich  M,  ist.  Dieser  ausgezeichnete  Punkt  (11) 
heißt  der  Schwerpunkt  der  Kurve  (8).  Seiue  Koordinaten  sind 
nach  (11)  und  (10)  diese: 

s  s 

(12)  i"  =  i"  /  ^^^^   ^^  =  \j  ^'  '^•'' 

6  0 

Die  Abszisse  i  haben  wir  in  der  Tat  in  Nr.  589  benutzt. 

§  6.   Drei-  iiud  mehrfache  Integrale. 

603.  Begriff  des  dreifachen  Integrals.  In  diesem 
Paragraphen  wollen  wir,  jedoch  ohne  alle  Einzelheiten  gründ- 
lich zu  besprechen,  auch  die  drei-  und  mehrfachen  Integrale 
in  den  Bereich  unserer  Betrachtaugen  ziehen.  Wir  verzichten 
dabei  auf  die  Existenzbeweise-,  sie  sind  analog  den  Existenz- 
beweisen für  Doppelintegrale,  für  Volumina-  und  Flächen- 
stücke, die  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  ausführlich 
gegeben  wurden. 

Ein  Raumteil  V  sei  durch  eine  stetige  Fläche  von  dem 
übrigen  Räume  abgeschlossen;  ferner  sei  eine  Funktion  f(cc,  y,  z) 
gegeben,  die  für  jeden  Punkt  [x,  y,  2)  des  Raumteiles  V  stetig 
sei.  Wir  können  das  Volumen  V  in  Teile  z/  V  zerlegen  und 
in  jedem  Teile  einen  Punkt  P  wählen.  Ist  alsdann  f^  der 
Wert  von  f  für  den  Punkt  P,  so  bilden  wir  die  Summe 
UfpZJ  V,  erstreckt  über  alle  Teile  zJ  V.  Diese  Summe  hat 
einen  von  der  Art  der  angewandten  Teilung  unabhängigen 
bestimmten  endlichen  Grenzwert,  falls  die  Ausdehnungen  aller 
Teile  z/F  nach  Null  streben,  wobei  die  Anzahl  aller  Teile 
über  jede  Zahl  wächst  (vgl.  Nr.  577).  Dieser  Grenzwert  wird 
als  das  dreifache  Integral  bezeichnet: 

(1)  J=j  j   \  f{x,y,  z)dxdydz. 

V 
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Der  Index  V  gibt  den  Bereich  an,  über  den  das  Integral  zu 
erstrecken  ist.  Insbesondere  kann  man  die  Teilung  dadurch 
bewirken,  daß  man  Teilungsebenen  x  =  konst.,  y  =  konst.  und 
2  =  konst.  anwendet.  Sind  z/rr,  z/t/,  zJz  die  Abstände  je  zweier 
benachbarter  Ebenen  der  ersten,  zweiten  oder  dritten  Art,  so 
i.st  z/.-r  zJy  Az  das  Volumen  eines  Raumteiles  z/  F,  nämlich  eines 
Rechtflaehs.  Die  Summe  Efj,/lxAy/iz  ist  eine  dreifache 
Summe,  erstreckt  über  alle  z/ic,  alle  /iy  und  alle  Az,  und 
aus  dieser  dreifachen  Summe  geht  in  naturgemäßer  Weise  die 
Bezeichnung  des  Grenzwertes  durch  das  dreifache  Integral  (1) 
hervor  (vgl.  Nr. 573).  Bei  der  Bildung  der  Summe  ZfpAxAyAz 
darf  man  ohne  Beeinträchtigung  des  Grenzwertes  J  von  den 
unvollständigen  Rechtflachen  absehen,  die  längs  der  äußeren 
Begrenzung  von    V  gelegen  sind  (vgl.  Nr.  575). 

Die  Auswertung  des  dreifachen  Integrals  J  geschieht 
durch  drei  aufeinanderfolgende  einfache  Integrationen,  z.  B. 
zuerst  hinsichtlich  ^,  dann  hinsichtlich  y  und  schließlich  hin- 
sichtlich X.  Dabei  sind  die  Grenzen  für  die  Integration  hin- 
sichtlich z  Funktionen  von  x  und  y,  die  Grenzen  für  die  Inte- 
gration hinsichtlich  y  Funktionen  von  x  und  die  Grenzen  für 
die  Integration  hinsichtlich  x  Konstanten  (vgl.  Nr.  576). 
Außerdem  sind  die  oberen  Grenzen  stets  größer  als  die  unteren. 

604.  Das  Volumen  als  dreifaches  Integral.  Ins- 
besondere stellt  das  vorhin  betrachtete  Integral  -/das  Volumen  V 
selbst  dar,  wenn  die  Funktion  f  gleich  Eins  gewählt  wird: 

(1)  V=J  ffdxdydz. 

V 

Sind  x',  y',  z'  schiefwinklige  Koordinaten  im  Räume  und 
a,  /3,  y  die  Winkel  zwischen  der  y'-  und  ^ '-Achse,  der  z'-  und 
ic'- Achse  sowie  der  x'-  und  y '-Achse,  so  werden  wir  Teil- 
ebenen parallel  den  Koordinatenebenen  anwenden,  so  daß  die 
Teile  z/  V  Parallelepipede  werden.  Das  Volumen  eines  Parallel- 
epipeds,  dessen  Kanten  Ax' ,  Ay',  Az'  den  Achsen  parallel  sind, 
ist  nun  aber  gleich  li  Ax  Ay  Az,  wobei  die  positive  Konstante 

li  =  yi  —  cos  ^a  —  cos  ^ß  —  cos  y  -\-  2  cos  a  cos  ß  cos  y 
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ist.     Somit  ergibt  sich: 


V=l- 1  I  idx'dy'  ds'. 


Es  seien  nun  n,  v,  iv  allgemeine  krummlinige  Koordinaten 
im  Räume.  Von  derartigen  Koordinaten  sprachen  wir  schon 
in  Nr.  327.     Sie  sind  definiert  durch  drei  Gleichungen: 

(2)      x  =  (p{u,v,u-),         ij  =  i{n,v,w),         z  =  ip{\i,v,iv). 

Dabei  setzen  wir  voraus  (vgl.  Nr.  593),  daß  (p,  x^  4,'  nebst  ihren 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  in  dem  betrachteten 
Bereiche  stetig  seien,  daß  zweitens  die  Funktionaldeterminante 
von  q^,  Xf  ^'7  nämlich 

7    A/  ^  \  Y      Y      y 

AfU    A/V    AfU 


(3)  2)      ^ 


ebenda  von  Null  verschieden,  also  auch  stets  von  einerlei  Vor- 
zeichen sei,  und  daß  drittens  zu  jedem  Wertsysteme  u,  y,  ?f 
nur  ein  Wertsystem  x,  y,  z  und  umgekehrt  zu  jedem  Wert- 
systeme X,  y,  z  nur  ein  Wertsystem  u,  v,  w  gehöre  —  natürlich 
innerhalb  der  zu  benutzendeii  Variabilitätsbereiche.  Durch  diese 
Annahmen  wird  nämlich  auch  für  die  Systeme  u,  v,  iv  ein 
Variabilitätsbereich  vorgeschrieben. 

Den  Raumteil  V  können  wir  nun  dadurch  definieren,  daß  wir 
die  Gleichung  der  stetigen  Fläche,  die  ihn  umschließt,  durch 
Einführung  der  Werte  (2)  in  der  Form 

F(n,  V,  /(•)  =  0 

schreiben,  so  daß  hierdurch  alle  Wertsysteme  u,  v,  w,  die  zu 
Punkten  {x,  y,  z)  auf  der  Obei'fläche  des  Volumens  V  gehören, 
definiert  sind.  Es  handelt  sich  alsdann  darum,  die  neuen  Ver- 
änderlichen u,  r,  w  in  die  Volumenformel  (1)  einzuführen. 

Dabei  schicken  wir  voraus,  daß  die  beiden  ersten  Glei- 
chungen (2)  gewiß  nach  zweien  der  drei  Veränderlichen  u,  v, 
IV  auflösbar  sind.  Denn  sonst  wären  die  drei  Funktional- 
determinanten 
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gleich  Xull,  also  auch  2),  was  der  Voraussetzung  widerspricht. 
Nehmen  wir  daher  an,  die  beiden  ersten  Gleichungen  (2)  seien 
gerade  nach  u  und  v  auflösbar,  d.  h.  es  sei 

(4)  <PuXr-Xu9^r  +  ^- 

Femer  ist  die  erste  Gleichung  (2)  gewiß  nach  u  oder  nach  v 
auflösbar,  weil  sonst  qn^^  =  0  und  <p^  =  0  wäre,  was  der  An- 
nahme (4)  widerspricht.  Wir  nehmen  deshalb  an,  die  erste 
Gleichung  (2)  sei  gerade  nach  u  auflösbar,  also: 

(5)  V.^0. 

Nun  können  wir  das  dreifache  Integral  (1)  dui'ch  drei 
aufeinanderfolgende  einfache  Integrationen  auswerten;  zunächst 
betrachten  wir  die  Integration  hinsichtlich  z,  bei  der  x  und  ij 
die  Mollen  von  Konsfankn  spielen.  Fassen  wir  x  und  y  so 
auf,  so  definieren  die  beiden  ersten  Gleichungen  (2)  die 
Größen  u  und  v  als  FnnJdionen  von  ir,  weil  diese  Gleichungen 
nach  u  und  v  auflösbar  sind.     Dabei  ist: 

Denken  wir  uns  die  Funktionen  u  und  v  von  iv  in  die  dritte 
Gleichung  (2)  eingesetzt,  so  ist  dies  eine  Gleichung  zwischen 
2  und  tv,  so  daß  z  eine  FunJction  von  iv  wird  mit  der  Ableitung: 

dw        ^"dw    '    ^''du-  ~'~  ^«•" 

Elimination  von  du:  die  und  dv.dw  aus  den  drei  letzten 
Gleichungen  gibt: 

I    Xu      y.r  7.W  =   0, 

I      TU        T  r        Vit;  ^  ^j, 

also  mit  Rücksicht  auf  (3): 

dz  = diu. 

Wir  substituieren  nun  in  dem  auf  z  bezüglichen  einfachen 
Integrale  die  neue  Veränderliche  iv ,  da  wir  ja  z  nach  dem 
Vorhergehenden  als  Funktion  von  ic  auffassen  können.  Weil 
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das  Differential  ds  alsdann  den  soeben  berechneten  Wert  bat, 
so  geht  das  dreifache  Integral  (1)  über  in: 

CG)  ^=11  f dxdtjdir. 

Der  Bereich  von  Wertsystemen  x,  y,  w,  auf  den  es  sich 
bezieht,  ist  so  festzustellen:  Gegeben  ist  der  Bereich  der  Wert- 
systeme X,  y,  z  des  ursprünglichen  Integrals  V.  Lösen  wir 
nun  die  drei  Gleichungen  (2)  nach  «,  v,  iv  auf,  so  wird  ^^' 
eine  gewisse  Funktion  von  x,  y,  z.  Also  ist  dann  der  Bereich 
der  Wertsysteme  x,  y,  w  aus  dem  der  Wertsysteme  x,  y,  z 
sofort  zu  erschließen. 

Es  steht  aber  in  unserem  Belieben,  die  Reihenfolge  der 
drei  einfachen  Integrationen  nach  x,  y,  ir,  wodurch  das 
Integral  (6)  ausgewertet  wird,  zu  ändern.  Wir  können  z.  B. 
zuerst  hinsichtlich  //,  dann  hinsichtlich  iv  und  schließlich  hiu- 
sichtlich  X  integrieren.  Bei  der  auf  y  bezüglichen  einfachen 
Integration  sind  alsdann  x  und  iv  ivie  tviUTiürliche  Konstanten 
zu  heliandeln.  Wegen  (5)  definiert  jetzt  die  erste  Gleichung  (2) 
die  Größe  u  als  FunMion  von  v,  für  die 

ist.  Einsetzung  dieser  Funktion  u  von  v  in  die  zweite  Glei- 
chung   (2)    gibt    eine    Gleichung,    die    y    als   Funktion    von    v 

definiert,  für  die 

dy  du 

dv~  ^"d^-       ^^ 

ist,  so  daß  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  durch  Elimination 
von  dir.dv  folgt: 

cht  =  ^A:iM_w. 

Wenn  wir  nun  in  dem  einfachen  Integrale  hinsichtlich  y  statt 
y  die  neue  Veränderliche  v  einführen,  so  folgt  aus  (6),  da  sich 
das   Differential   dy   in   der   soeben    gefundenen  Art   ausdrückt: 


^-fJ'R 


dxdvdiv. 


Jetzt  liegt  ein  dreifaches  Integral  vor,  das  sich  auf  einen 
Bereich    von   Wertsystemen   x,   v,  iv    bezieht,    der    wieder  aus 
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dem  Bereiche  der  Wertsysteme  x,  y,  z  gewonnen  werden  kann, 
da  V  und  w  infolge  von  (2)  Funktionen  von  x,  y,  z  sind. 

Wieder  steht  es  in  unserem  Belieben,  die  Reihenfolge  der 
drei  einfachen  Integrationen,  die  den  Wert  (7)  von  V  liefern, 
abzuändern.  Z.  B.  können  wir  zuerst  hinsichtlich  x,  dann  hin- 
sichtlich V  und  schließlich  hinsichtlich  iv  integrieren.  Bei  der 
ersten  dieser  drei  Integrationen  spielen  v  und  w  die  Holle  von 
Konstanten,  so  daß  die  erste  Gleichung  (2)  sofort  x  cds  FunJction 
von  u  definiert,  für  die 

dx  =  q)jJu 

ist,    so    daß     die    Einführung    dieser    neuen    Veränderlichen    a 
statt  X  in  dem  Integi-ale  (7)  liefert: 


(8)  ^  ^J i  f'^^^^' 


dvdiv. 


Der  Wertebereich  u,  v,  iv,  auf  den  sich  das  neue  Integral 
bezieht,  ist  aus  dem  Wertebereich  x,  y,  z  des  ursprünglichen 
Integrals  (1)  zu  gewinnen,  da  ja  u,  v,  iv  infolge  von  (2)  gewisse 
Funktionen  von  x,  y,  z  sind. 

Wenn    wi]'    nun    aber    vorschreiben    wollen,    daß    u,  v,  iv 
während  der  Integrationen  stets  wachsen  sollen  (vgl.  Nr.  598),  so 
müssen  wir  2)  in  (8)   durch   den   absoluten   Betrag  von  2)  er- 
setzen.    Also  ist 
(9)  ^^11  i''\'^\cludvdiü 

die    Volumenformel    für    allgemeine    Tirummlinige    Koordinaten 
im  Räume. 

Die  besonderen  Ausnahmen  (4)  und  (5),  die  wir  bei  der 
Ableitung  der  Formel  machten,  brauchen  nun  nicht  im  ganzen 
Bereiche  erfüllt  zu  sein.  In  einem  Teile  des  Bereiches  z.  B. 
kann  es  sein,  daß  die  beiden  ersten  Gleichungen  (2)  nicht  nach 
u  und  V  auflösbar  sind,  sondern  etwa  nach  u  und  w.  Dann 
wird  man  in  diesem  Teile  die  Rollen,  die  v  und  iv  vorhin 
spielten,  vertauschen.  Aber  auf  das  Endergebnis  (0)  ist  dies 
ohne  jeden  Einfluß  (ebenso  wie  in  Xr.  598). 

Beispiel:  Benutzen  wir  in.sbesondere  als  krummlinige 
Koordinaten  u,  v,  tv  die  räumlichen  Polarkoordinaten  r,  6,  tp, 
vgl.  Nr.  97,  d.  h.  setzen  wir: 

X  =  r  sin  Öcost^',         i/ =  r  sin  ö  sin  i^',         z  =  rc,os6, 
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SO  ist  die  Funktionaldeterminante: 

sin  6  cos  T^     cos  d  cos  z^  —  sin  6  sin  ^ 

I  =  ,  sin  ö  sin  V     cos  6  sin  il)  sin  6  cos  t^ 

cos  ö             —  sin  ö  ü 

leicht  zu  berechnen,  indem  man  sie  nach  dem  Multiplikations- 
gesetze der  Determinanten  mit  der  Determinante 

j       sinö     cosö     0 
—  cos  d     sin  6     0 

I         0  Ol 

multipliziert,  die  den  Wert  Eins  hat.     Es  kommt: 

®  =  r^  sin  d. 

Folglich  ist  nach  (9)  das  Volumen: 

(10)  ^^^11  A'   ^"'  ^  I  ^^'* ^^ ^'^ ' 

ausgedrückt  in  räumlichen  Polarkoordinaten. 

605.  Räume  von  n  Dimensionen.  Wir  beabsichtigen, 
den  Begriff  eines  w-fachen  Integrals  einzuführen.  Dabei  legen 
wir  der  Betrachtung  das  Vorhandensein  von  «  unabhängigen 
Veränderlichen  x^,  x^,  ...  a;„  zugrunde.  Diesen  ?i  Veränder- 
lichen haben  wir  alsdann  einen  gewissen  Variabilitätsbereich 
vorzuschreiben.  Am  bequemsten  ist  es,  die  n  Veränderlichen 
als  Koordinaten  der  Punkte  in  einem  Raunte  von  n  Dimensionen 
zu  deuten.  Da  uns  jedoch  für  «  >  3  in  der  Wirklichkeit  der 
Dinge  kein  solcher  Raum  zur  Verfügung  steht,  so  wäre  der 
Einwand  berechtigt,  daß  wir  dabei  eine  Veranschaulichung  be- 
nutzen, der  jede  Berechtigung  abzusprechen  ist.  Deshalb  wollen 
wir  zeigen,  daß  es  bei  anderer  Deutung  in  der  Tat  Räume  von 
w  Dimensionen  gibt.  Der  Unterschied  ist  nur  der,  daß  wir 
nicht  die  Punkte,  sondern  andere  Gebilde  als  die  Elemente  des 
Raumes  auffassen. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  Gesamtheit  aller  Kreise  in  der 
a;?/- Ebene.  Ein  Kreis  ist  gegeben,  wenn  wir  die  Koordinaten 
a  und  h  seines  Mittelpunktes  und  seinen  Radius  r  kennen.  Dabei 
können  a  und  h  beliebige  positive  oder  negative  Werte  haben. 
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Auch  der  Radius  r  darf  positiv  oder  negativ  angenommen 
werden,  wenn  wir  festsetzen,  daß  wir  unter  einem  Kreise  mit 
positivem  bzw.  negativem  Radius  einen  solchen  verstehen  wollen, 
der  in  positivem  bzw.  negativem  Sinne,  also  im  Sinne  der 
Drehung  von  der  positiven  Jc-Achse  zur  positiven  i/-Achse  oder 
im  anderen  Sinne  durchlaufen  werden  soll.  Wir  verwenden 
also  sogenannte  orientierte.  Kreise.  Wenn  wir  nun  die  Mittel- 
punktskoordinaten mit  Xj  \j  und  den  Radius  mit  z  bezeichnen, 
so  gehört  zu  jedem  reellen  Wertsysteme  x,  y,  z  ein  orientierter 
Kreis.  Umgekehrt  versinnlicht  jeder  orientierte  Kreis  ein 
Wertsystem  x,  y,  z.  Die  Gesamtheit  aller  Wertsysteme  x,  y,  z 
wird  daher  durch  die  Gesamtheit  aller  orientierter  Kreise  in 
der   Ebene   dargestellt. 

Um  alle  Wertsysteme  x,  y,  s  zu  veranschaulichen,  braucht 
man  also  den  Raum  von  drei  Dimensionen,  in  dem  x,  y,  z  recht- 
winklige Punktkoordinaten  bedeuten,  gar  nicht.  Man  kann 
sich  auf  die  ^'«■e/dimensionale  Ebene  beschränken,  wenn  man 
nur  nicht  ihre  Punkte,  sondern  ihre  Kreise  als  die  Träger 
der  Wertsysteme  x,  y,  z  auffaßt.  Im  Räume  mit  den  drei 
rechtwinkligen  Punktkoordinaten  x,  y,  z  würden  wir  einen  Varia- 
bilitätsbereich V  dadurch  festlegen,  daß  wir  z.  B.  ein  Volumen, 
eingeschlossen  durch  eine  Fläche,  betrachten.  Wir  können  aber 
auch  bei  der  neuen  Auffassung  in  der  zweidimensionalen  Ebene 
einen  Variabilitätsbereich  für  Wertsysteme  x,  y,  z  definieren, 
indem  wir  nämlich  aus  der  Gesamtheit  aller  orientierter  Kreise 
eine  Schar  herausgreifen.  Wenn  wir  z.  B.  alle  Kreise  be- 
trachten, deren  Mittelpunktskoordinaten  x,  y  den  Ungleichungen: 

Xq^x^X,        Vo^y^Y 
unterworfen  sind,   während  ihre  Radien  z  den  Ungleichungen: 

Zq^z  ^  Z 

genügen  sollen,  so  haben  wir  einen  gewissen  Variabilitätsbereich 
der  Wertsysteme  x,  y,  z  festgelegt.  Wenn  wir  dagegen  x,  y,  z  als 
rechtwinklige  Punktkoordinaten  im  Räume  auffassen,  so  wäre 
dieser  selbe  Variabüitätsbereich  durch  das  Volumen  eines  ge- 
wissen Rechtflachs  dargestellt. 

Wir  können  die  Ebene  auch  als  ein  r/erdimensionales 
Gebilde  auffassen.  Z.  B.  mögen  x^,  x^  und  x^,  x^  die  Ab- 
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schnitte  sein,  die  zwei  Geraden  r/  und  h  auf  den  Koordinaten- 
achsen bestimmen.  Zu  jedem  Wertsysteme  x^,  x^,  x^,  x^  ge- 
hört alsdann  ein  Geradenpaar  g,  h  und  umgekehrt  zu  jedem 
Geradenpaar  g,  h  ein  Wei-tsystem  x^,  x^,  x^,  x^.  Dabei  ist 
das  Geradenpaar  g,  h  ein  anderes  als  das  Paar  h,  g.  Wir 
können  auch  so  sagen:  Zu  jedem  Winkel  (g,  Ji)  in  der 
xy-Ehene  gehört  ein  Wertsystem  x^,  Xc,,  x^,  x^,  und  umgekehrt. 
Einen  Variabilitätsbereich  für  die  Wertsysteme  x^,  x^,  x^,  x^ 
können  wir  hier  dadurch  festlegen,  daß  wir  aus  der  Gesamtheit 
aller  Winkel  (</,  li)  der  Ebene  eine  Schar  herausgreifen,  die 
durch  Ungleichungen  bestimmt  ist,  7.  B.  alle  Winkel,  die  zwischen 
0  und  ^7C  liegen,  oder  alle  Winkel,  deren  Scheitel  innerhalb 
eines  gegebenen  Teiles  der  Ebene  liegen,  usw. 

Auch  den  Raum,  der  nur  drei  Dimensionen  hat,  können 
wir  zur  Veranschaulichung  der  Systeme  von  vier  unabhängigen 
Veränderlichen  Xy^,  x^,  x^,  x^  benutzen,  indem  wir  z.  B.  x^, 
x^,  x^  als  die  rechtwinkligen  Koordinaten  der  Mitte  einer  Kugel 
und  x^  als  ihren  Radius  auffassen,  wobei  wir  x^  positiv  oder 
negativ  wählen,  je  nachdem  wir  die  Normalen  der  Kugel  nach 
außen  oder  nach  innen  positiv  rechnen.  Wir  benutzen  also 
orientierte  Kngehi.  Alle  Kugeln  z.  B.,  deren  Mitten  in  einem 
gegebenen  Körper  liegen,  versinnlichen  uns  einen  gewissen 
Variabilitätsbereich  der  Systeme  von  vier  Veränderlichen  x^, 
X2 ,  A3 ,  x^ . 

Ebenso  können  wir  Systeme  von  n  unabhängigen  Veränder- 
lichen x^,X2,.--X^^  in  der  Ebene  oder  im  dreidimensionalen  Räume 
in  realer  Weise  veranschaulichen,  also  die  Ebene  oder  unseren 
Raum  als  ein  Gebilde  von  n  Dimensionen  betrachten.  Z.  B.  wenn 
n  gerade  ist,  können  wir  in  der  Ebene  ein  Vieleck  P^P^  .  .  .  P\_^ 
von  \n  Punkten  betrachten.  Hat  P^  die  Koordinaten  x^,  x^, 
P2  die  Koordinaten  x^,  x^  usw.,  schließlich  Pi„  die  Koordinaten 
X  .,  X  ,  BO  stellt  das  Vieleck  P.P^...Pi„  ein  System  von 
n  unabhängigen  Veränderlichen  x^,  x^,  ...  x^  dar.  Ist  n  un- 
gerade, also  w  =  2Z:  -f  1,  so  erreicht  man  dasselbe,  wenn  man 
z.  B.  an  ein  Vieleck  von  h  Punkten  noch  eine  unbegrenzte 
Gerade  anschließt  und  etwa  den  Tangens  ihres  Winkels  mit 
der    positiven  a;- Achse   als    die  w*®  Veränderliche  x^   einführt. 
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Es  sind  dies  alles  nur  sehr  spezielle  Arten  der  Yer- 
anschaulichung;  es  ist  ein  leichtes,  beliebig  viele  andere  Ver- 
anschaulichungen von  Systemen  von  n  Veränderlichen  in  der 
Ebene  oder  im  Räume  herzustellen. 

Hiernach  dürfen  wir  sagen,  daß  es  Bäume  von  n  Dimen- 
sionen gibt.  Dabei  ist  aber  nicht  der  Punlf,  sondern  ein  ge- 
wisses zweckmäßig  gewähltes  und  geometrisch  wohldefiniertes 
Gebilde  in  der  Ebene  oder  in  unserem  realen  Räume  das  Ele- 
ment oder  der  Träger  des  WeHsystems  x^,  x^,  ■  ■  ■  x^^.  Wenn 
man  trotzdem  von  Räumen  von  n  Dimensionen  spricht,  in  denen 
x^,  x^,  •  •  •  x^  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Ptmltes  bedeuten 
sollen,  so  ist  hierbei  das  Wort  Fioili  nur  eine  bequeme  Be- 
zeichnung des  Trägers  des  Wertsystems  x^,  x^,  ■  •  ■  x^.  Es  ist 
nämlich  zu  beachten,  daß  man  ein  und  dasselbe  Wertsystem 
Xi,  x^,  .  '  ■  Xj^  auf  sehr  viele  verschiedene  Arten  in  der  Ebene 
oder  im  gewöhnlichen  Räume  durch  ein  geometrisches  Gebilde 
veranschaulichen  kann.  Es  wäre  daher  eine  Bevormundung, 
wollten  wir  eine  bestimmte  Art  der  Veranschaulichung  wie 
z.  B,  oben  durch  Kreise,  Winkel,  Kugeln  oder  Vielecke  wählen. 
Um  jedermann  die  Freiheit  zu  lassen,  welche  Art  der  Ver- 
anschaulichunff  er  wählen  wiU,  benutzt  man  als  symbolische 
Bezeichnung  das  Wort  Funld. 

Diese  Erläuterungen  geben  uns  das  Recht,  von  Bäumen 
von  n  Dimensionen  zu  sprechen,  wobei  wir  unter  einem  Teile 
des  Baumes  nichts  anders  verstehen,  als  einen  durch  Unglei- 
chungen zu  definierenden  Variabilitätsbereich  der  n  Veränder- 
lichen  X^,  X.2,  ■  '  •  X^. 

606.  Begriff  und  Transformation  des  )^- fachen 
Integrals.  Es  seien  x^,  x^,  •  -  -  x^  insgesamt  n  voneinander 
unabhängige  Veränderliche,  die  wir  als  die  Koordinaten  in 
einem  Räume  von  n  Dimensionen  bezeichnen.  Ferner  sei  ein 
Teil  des  Raumes  ausgewählt,  also  ein  Variabilitätsbereich  V 
für  die  Wertsysteme  x^,  x.^,  •  •  •  x^^  vorgeschrieben.  Endlich 
bedeute  f{Xi,  x^  •  ■  •  x^)  eine  solche  Funktion  der  n  Veränder- 
lichen, die  in  dem  Variabilitätsbereiche   V  stetig  ist. 

W^enn  wir  nun  V  in  Teile  z/  F  in  beliebiger  Ai-t  zerlegen, 
in  jedem  Teile  einen  Punkt  P  wählen,  d.  h.  ein  Wertsystem 
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x^,  x.->,  •  •  •  x^  auswählen,  das  dem  Teile  angehört,  und  darauf 
den  Wert  f^  bilden,  den  die  Funktion  f  für  dieses  Wertsystem 
hat,  so  können  wir  die  Summe  2r/'^z/ F  betrachten,  erstreckt 
über  alle  Teilbereiche  z/  F.  Es  läßt  sich  beweisen  (vgl.  Nr.  ö77), 
daß  diese  Summe  einen  von  der  Art  der  Teilung  unabhängigen 
bestimmten  endlichen  Grenzwert  hat,  sobald  alle  Teile  z/  V 
nach  Null  streben  und  dementsprechend  ihre  Anzahl  über  jede 
Grenze  wächst.  Hierbei  meinen  wir  mit  lim  z/F=  0,  daß  die 
Intervalle,  innerhalb  derer  die  Größen  x^,  x^,  •  ■  •  x^  in  jedem 
einzelnen  Teilbereiche  z/F  noch  veränderlich  sind,  sämtlich 
nach  Null  streben  sollen. 

Den    Grenzwert  bezeichnet  man  als  ein  vfaches  Integral: 

(1)  J  =  j   I .  .  -J  fi^v  ^2.  •  •  •  ^J  ^^\  ^^2  •  •  •  <^-%y 

r 

und  die  Auswertung  des  Integrals  kann  durch  n  aufeinander- 
folgende einfache  Integrationen  geleistet  werden  (vgl.  Nr.  576), 
wobei  die  oberen  Grenzen  der  Integrale  stets  gTÖßer  als  die 
unteren  sind. 

Es   seien  nun  m^,  «g»  '  •  '  ^'n  neue  Veränderliche,    die   mit 
rCp  x^,  •  •  •  Xj^  durch  n  Gleichungen  verknüpft  sind: 

(2)  X,  =  (jp^Wi,  %,  •  ■  •  «„)  (/  =  1,  2  •  .  •  n). 

Wir  setzen  dabei  voraus  (vgl.  Nr.  593),  daß  alle  n  Funktionen 
(p.  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  in  dem 
Bereiche  F  stetig  seien,  ferner  die  Funktionaldeterminante 

(3)  s^C'.'^--'"» 

ebenda  von  Null  verschieden,  also  überall  in  F  von  einerlei 
Vorzeichen  sei  und  endlich  zu  jedem  Wertsysteme  u^,  u.^,  •  •  ■  «„ 
infolge  von  (2)  nur  ein  Wertsystem  x^,  x^,  ■  ■  ■  x„  und  um- 
gekehrt zu  jedem  Wertsysteme  x^,  x^,  ■  ■  ■  x^  infolge  von  (2) 
nur  ein  Wertsystem  m^,  u^,  •  •  •  m„  gehöre.  Es  soll  also  durch 
die  wegen  ®  =4=  ^  nach  n^,  u^,  ■  •  •  m„  auflösbaren  Gleichungen  (2j 
auch  für  die  Wertsysteme  u^,  u^,  •  ■  ■  m„  ein  Variabilitäts- 
bereich U  so  definiert  sein,  daß  die  Bereiche  V  und  U  gegen- 
.seitig  eindeutig  aufeinander  bezogen  sind. 
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Wir  können  alsdann  genau  so  wie  in  Nr.  604  nacheinander 
statt  Ä-j,  3^2,  ••  •  x^  die  Wertsysteme 

•Tj,   X^,   •  •  •   X^_^,   M„,  X^,  X2,   ■  ■  •   ä;„_2,  W^_i,  i^n       USW. 

und  schließlich  das  Wertsystem  u^,  ii^,  ■  ■  •  u^  einführen.  Die 
Betrachtungen  sind  so  einfach,  daß  wir  sie  hier  nicht  zu  wieder- 
holen brauchen.  Man  kann  das  Endergebnis  auch  durch  den 
Schluß  von  n  —  1  auf  n  völlig  korrekt  ableiten.  Wir  be- 
gnügen uns  mit  der  Angabe  des  schließlichen  Wertes  des 
Integrals  (1): 

(4)         J==J  J...J    '^   f{(p^,  (f,, .  .  .  (p^)du,  du^  ■  ■  •  du^. 
u 

607.  Eine  Formel  von  Dirichlet  für  gewisse  be- 
stimmte Integrale.  Als  Beispiel  betrachten  wir  mit  Diriddet 
das  Integral: 

J    =  /   C ..  fx^^-\l^--'...x''--\l-x-x, X  f-\lx,dx,--dx 

n.p         I      I  I        1  2  «V  12  «/  12  Uf 

worin  p^,  P2,  ■  •  ■  i>„,  p  positive  Konstanten  sind  und  das  Inte- 
gral über  denjenigen  Variabilitätsbereich  V  erstreckt  werden 
soll,  in  dem  x^,  x^,  •  ■  ■  x„  sämtlich  positiv  sind  und  ihre 
Summe  ^r^  -\-  x^  -]-■•■  -\-  x^^  nicht  größer  als  Eins  ist.  Das 
Integral  J„  „  kann  durch  n  aufeinanderfolgende  einfache  Inte- 
grationen  ausgewertet  werden.  Die  erste  möge  sich  auf  a„  be- 
ziehen. Bei  ihr  sind  x-^,  ^2»  "  '  "  ^n-i  ^^^  Konstanten  zu  behandeln. 
Die  Grenzen  dieses  einfachen  Integrals  hinsichtlich  x^  sind  0 
und  1  —  x^  —  X2  —  •  •  •  —  ^„-v  Wir  wollen  nun  eine  neue  Ver- 
änderliche t  statt  x^  vermöge  der  Substitution 

X„=(l  —  Xj^—X2 ^n-l)^}  dx^  =  {l—x^—X2 x^_^)dt 

einführen.     Dabei  geht  t  von  0  bis  1.     Also  kommt: 

wobei  das  auf  t  bezügliche  einfache  Integral  dieses  ist: 

1 

0 
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Dach  (1)  in  Nr.  496.  Das  «-fache  Integral  «/„  reduziert  sich 
demnach  auf  ein  [n  —  l)-faches,  nämlich  auf  das  Produkt 
von  B(jp^p)  und: 

Dies  Integral  hat  wieder  die  Form  des  Integrals  J^  .  An  die 
Stelle  von  n  ist  aber  n  —  1  getreten,  an  die  von  p  die  Zahl 
p -^ 2h,-  ^^^s  den  Bereich  betrifft,  über  den  sich  das  (w— 1)- 
fache  Integral  erstreckt,  so  ist  zu  bemerken,  daß  a\,  ^2>  *  '  "  ^n-i 
positiv  sein  müssen  und  ihre  Summe  Xj,  x^,  •  •  ■  x^_^  nicht 
größer  als  Eins  sein  darf.  Wir  haben  also  bei  den  n  —  1  Ver- 
änderlichen x^,  X.2,  •  ■  ■  x„_^  genau  denjenigen  Bereich  zu  wählen, 
der  dem  bei  den  n  Veränderlichen  x^,  x^,  •  •  •  x^  sinngemäß  ent- 
spricht, so  daß  wir  das  neue  Integral  mit  J  ,,  ^  zu  be- 
zeichn^i-n  berechtigt  sind. 

Demnach  hat  sich  die  Bekursionsformel  ergeben: 

Jn,p  =  B{jPn,p)Jn-\,p+p„, 

die  auch  für  die  niederen  Werte  der  Zahl  n  entsprechend  gilt. 
Gehen  Avir  bis  n  =  2,  so  ergibt  sich  durch  Multiplikation  aUer 
Formeln : 

Jn,p  =  ^{Pn,  P)^iPn-l,  P  +  Pn)^{Pn-2,  P  +  P„  +  P„-l}  ■  •  ■ 
■  ■  B{pf>,p+Pn   +2}n-l   -\ \-P3)Jl,p+p„  +  .-+p,. 

Hierin  ist  nach  (1),  Nr.  496: 

1 

Jup+p„  +  ..+p,=JxP^-^{i-X^)P+Pn  +  -+P^-idx, 
0 

=  ^(j>l,P-^Pn  +  ----\-P2)- 

Also  folgt: 

oder  nach  (5)  in  Nr.  497: 

n  ^  r     =  np)r(p,)r(p,)...r{p„) 

Da    r(l)  =  1    ist    (vgl.    Nr.   498),    so    geht    insbesondere    für 
p  =  1  hervor: 


^^)//  •  -h-'^^-'  ■  ■  ■  ^'-'^^'^^ '  ■  ■  ^^-«  =  tM^^T^ 


)_, 

Pn) 
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Setzen  wir  hierin  allgemein 

^i  =  (ij  (^  =  1;  2,  .  .  .  n), 

indem  wir  unter  a^,  a^,  ■  •  ■  ein  und  a^,  cc.,,  ...  a^  positive 
Konstante  verstehen,  so  besteht  der  Yariabilitätsbereich  der 
Wertsysteme  2^,  z^,  ■ ..  z^  aus  allen  denjenigen  positiven  Werten 
von  z^,  z^j  ...  ^„,  für  die 

(3i        ©"■+(-::)"■+■■ -+©""^1 

ist.  Da  die  Funktionaldeterminante  von  z^,  z.^,  •  •  ■  z^  hinsicht- 
lich x^,  ^2)  ■  ■  ■  ^\?  ^®^  positiven  Wert 


® 


~  «1  «ä  ■  •  ■  «„   \«l/  Vf'i/  \"n  ^ 


hat,  so  folgt  aus   (2)   durch  Einführung  der  neuen  Veränder- 
lichen z^,  ^2>  ■  ■  ■  ^n  iiach   der  Formel  (4)  der  vorigen  Nummer: 

«^i»^»---".    f  f...  f('-A"''''~'(^Y'''~\..('^Y"''"~\i2  dz   ■■■dz 


r{i+p,-\-p,-{----+Pn) 

Setzen  wir  jetzt 

TT 

^fPi  =  ^i,  d.  h.  p,  =  -'  (2'  =  1,  2  ■  •  •  w), 
so  daß  ;r^,  nr^  ...  :r„  wieder  positive  Zahlen  sind,  so  kommt: 
(4)  ff  ■  -fz-^-'zp-'^^.zln-^dz.dz,  ■■■dz^ 

n     n  n        H^)  W^)  -  .  .  Fl  !!=) 


(X,  a,  .  .  .  a 


»   r(i  +  '^  +  '^  +  . ..+  '!!?) 


Die  Ungleichung  (3)  bestimmt,  falls  n  =  3  und  «^  =  «, 
=  «3  =  2  ist,  alle  Punkte  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten 
^i>  ^2>  -^3?  d^®  ^^  Innern  des  Ellipsoids 
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liegen  und  positive  Koordinaten  haben.  Alsdann  ist  für  diesen 
Variabilitätsbereieh  nach  (4): 

Diese  Formel  gibt  für  jr^  =  ;r2  =  ^Tg  =  1  das  Volumen  des 
betrachteten  Oktanten  des  Ellipsoids  (5),  nach  (1)  in  Nr.  604. 
Setzt  man  dagegen  zwei  der  Exponenten  n-j,  :t^,  n^  gleich  1 
und  den  dritten  gleich  2,  so  kann  man  hieraus  die  Koordinaten 
des  ScJiwerjninlfcs  des  Ellipsoid-Oktanten  berechnen.  Der  Schwer- 
punkt nämlich  ist  analog  wie  der  eines  ebenen  Flächenstückes 
in  Nr.  602  auch  für  Körper  definierbar,  indem  man  die  statischen 
3fomente 

M^=  j  j  j  xdxdydz,         ^^y=  \  1   iydxdydz, 
M.=  I  I  jzdxdydz 

des  Körpers  hinsichtlich  der  «/^r-Ebene,  der  5; a:- Ebene  und  der 
rcy-Ebene  bildet  und  alsdann  unter  dem  Schwerpunkte  den 
Punkt  mit  den  Koordinaten: 

versteht,  wobei   V  das  Volumen  des  Körpers  sein  soll. 
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Siebentes  Kapitel. 

Integration  vollständiger  Differentiale  und  Integration 
längs  Kurven. 


§  1.    Integration  vollständiger  Differentiale. 

608.  Bedingung  für  ein  vollständiges  Differential 
in  zwei  Veränderlichen.     Nach  Nr.  74  heißt 

(1)  df=fjx+f^dy 

das  vollständige  Differential  einer  Funktion  f  von  zwei  un- 
abhängigen Veränderlichen.  Dabei  wird  vorausgesetzt,  daß  die 
Funktion  in  einem  gewissen  Variabilitätsbereiche  von  x,  y  stetig 
sei  und  ebenda  stetige  partielle  Ableitungen  erster  Ordnung 
f^  und  f  habe.  Wenn  ferner  auch  die  partiellen  Ableitungen 
zweiter  Ordnung  f^  und  f  ebenda  stetig  sind,  so  besteht 
nach  Satz  3,  Nr.  65,  die  Beziehung: 

(2)  f..-f„     oder    1^'-'/^. 

Umgekehrt  nehmen  wir  jetzt   an:   Es   sei  ein  Differential- 
ausdruck von  der  Form 

(3)  U{x,  y)dx  -\-  V{x,  y)dy 

vorgelegt;  dabei  sollen  CT"  und  F  in  einem  gewissen  Variabilitäts- 
bereiche stetige  Funktionen  von  x  und  y  sein,  und  außerdem 
soll  ebenda  U  eine  stetige  partielle  Ableitung  nach  y  sowie  V 
eine  stetige  partielle  Ableitung  nach  x  haben.  Alsdann  er- 
hebt sich  die  Fracke,  ob  der  vorgelegte  Ausdruck  das  voll- 
ständige  Differential  einer  noch  zu  bestimmenden  Funktion  f 
von  X  und  y  ist. 
608] 
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Weil  für  das  vollständicre  Differential  (1)  die  Bedinijunff 
(2)  gilt,  so  lehrt  die  Vergleichung  von  (1)  und  (3),  daß  die 
Frage  gewiß  zu  verneinen  ist,  sobald  nicht  überall  im  Bereiche 

(4)  «/-IT 

ist.  Wenn  aber  diese  Bedingung  überall  im  Bereiche  erfüllt 
ist,  so  werden  wir  eine  Funktion  bilden,  die  (3)  zum  voll- 
ständigen Differential  hat,  und  so  in  der  nächsten  Nummer 
erkennen,  daß  die  Bedingung  (4)  zwar  notwendig,  aber  auch 
Jiinreichend  ist. 

609.  Integration  eines  vollständigen  Differentials 
in  zwei  Veränderlichen.  Unter  den  soeben  gremachten 
Voraussetzungen,  wonach  also  insbesondere  überall  im  Bereiche 

(U  c_U_dr 

^   ^  dy~dx 

sein  soll,  bilden  wir  durch  eine  einfache  Integration  die  Funktion : 

X 

(2)  F  =  fu{x,y)dx. 

a 

Dabei  sollen  alle  Wertepaare  von  a,  y  bis  x,  y  dem  Bereiche 
angehören.  Nach  Satz  IH,  Nr.  487,  ist  F  alsdann  im  Bereiche 
eine  stetige  Funktion  von  x  und  y.  Ihre  Ableitung  nach  x 
ist  gleich  V{x,  y),  dagegen  ergibt  sich  ihre  Ableitung  nach 
y  infolge  des  Satzes  19,  Nr.  488,  durch  Differentiation  nach  y 
unterhalb  des  Integralzeichens: 


X 

cF  ^  CoU 


dx. 
Hierfür  können  wir  aber  nach  (1)  schreiben: 

X 

Ty  =/lr^^  =  [n:  =  yi^,  y)  -  rc«,  y). 


Es  ist  somit 


oF       -f.,        ■  oF        j^.  j. 
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d.  h.  die  Funktion  F  hat  das  vollständige  Differential: 

(3)  dF  =  U{x,  y)dx  +  lV{x,  y)  -  V{a,  y)\dy. 

Es  ist  dies  der  gegebene  Diffei'entialausdnick  Udx  +  Vdy,  aber 
vermindert  um  V{a,  y)dy.  Nua  aber  ist  V{n,y)  der  Differential- 
quotient einer  Funktion   O  von  y  allein,  nämlich  von: 

y 

(4)  0^jV{a,y)dy, 

b 

wobei  wir  annehmen,  daß  alle  Wertepaare  von  a,  h  bis  a,  y 
dem  Bereiche  angehören.     Da  also 

(5)  (7  O  =  V(n,  y)  dy 
ist,  so  folgt  aus  (3)  und  (5): 

d(F+  ^)  =  ü(x,  y)dx  +  V{x,  y)dy. 

Also  hat  F  -\-  ^  das  vorgelegte  vollständige  Differential,  d.  h.: 

Satz  1:  Sind  ü  und  V  innerhalb  eines  endliclien  Varia- 
hilitätshereiches  stetige  FunJctionen  von  x  und  y  mit  stetigen 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  U  und  V^,  so  ist  der 
Differentialausdruck 

U{x,  y)dx  +  V(x,  y)dy 

dann  und  nur  dann  ein  vollständiges  Differential,  wenn  überall 
im  Bereiche 

dy        ex 
ist.     Insbesondere  ist  dann 


X  y 

Jü{x,y)dx+Jv{a,y)dy 


eine  im  Bereiche  stetige  Funktion  von  x  und  y,  deren  voll- 
ständiges Differential  das  vorgelegte  ist,  vorausgesetzt,  daß  die 
Integrationsintervalle  dem  Bereiche  angehören. 

Beispiel:    Hiernach  ist 


-^dx -idy, 

—  y.r         vK^  —  yj    ^' 
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wobei  X  ^  y  sei,  ein  vollständiges  Differential,  und  es  kommt: 

X  X 

fü(x,  y)dx  =  r''%  =  In^^  _  -.^y^  +  _^, 


—  y)  a  a 


/Via,  y)dx  =  1  —. 4*  =  In 4 »>^  i  j. ? 

h  b 

so  daß  die  Summe 

In ^ m  —T ^r 

y  X  —  y  0  a  —  o 

eine  Funktion  ist,  deren  vollständiges  Differential  das  vor- 
gelegte ist.  Die  beiden  letzten  Glieder  sind  konstant.  All- 
gemein ist  also  auch 

/'  =  In  "^^^  ^ ^  +  konst. 

'  y  x  —  y 

eine  solche  Funktion. 

Nach  Satz  10,  Nr.   74,  könnten  wir  zu  Satz  1  hinzufügen. 


daß 


f=j  ü(x,  y)dx  +J  r{a,  y)dy  -f  konst. 


die  allgemeinste  Funktion  ist,  die  unter  der  Voraussetzung  (1) 
das  vollständige  Differential   üdx  ■\-  Vdy  hat. 

610.  Verallgemeinerung  auf  den  Fall  von  w  Ver- 
änderlichen. Es  seien  U^,  U^,  ■  ■  ■  U^^  solche  Funktionen 
von  72  Veränderlichen  x^,  x^,  ...  x^,  die  innerhalb  eines  ge- 
wissen Bereiches  stetig  sind  und  stetige  partielle  Ableitungen 
erster  Ordnung  haben.     Soll  alsdann 

(1)  ü^dx^  +  U^dx^-i H  U„dx„ 

das  vollständige  Differential  einer  Funktion  f  sein: 


so  muß 


df=  ^dx,  -f  ^dx.  -\-  •  ■  ■  -\-  ^dx„, 
'        cx^      ^       cx^      '■  dx^      "' 

U  =^      ü  =-^     •••    ü  =-^ 
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sein.     Es  ist  aber  nach  Satz  4,  Nr.  65: 

Cx,  ox  ox.cx,  -  '  '     '  ' 

kl  i         k 

Deshalb  müssen   Ui,   ü^,  ■  .  ■    U„   die  jn{n  —  1)   Bedingungen 

erfüllen :  o  rr  q  rr 

(2)  ^  =  j^  (i,lc-l,%...n). 

k  1 

Umgekehrt  wollen  wir  jetzt  zeigen,  daß  es,  falls  diese 
Bedingungen  erfüllt  sind,  auch  stets  Funktionen  f  gibt,  die 
den  gegebenen  DiflFerentialausdruck  (1)  zum  vollständigen 
Differential  haben,  und  zwar  behaupten  wir,  daß 

x^  x^ 

(3)  f  =  j  L\{x^,  x^,  .  .  .  xjdx^  +  /  L\(ai,  x^,  .  .  .  xjdx.^^ 

X,  Xn 

eine  solche  Funktion  ist.  Dabei  wird  vorausgesetzt,  daß  die 
unteren  Grenzen  a^,  a^,  ...  a^,  von  denen  die  n  —  1  ersten 
nach  und  nach,  wie  man  bemerken  wird,  in  den  Integranden 
statt  x^,  x^,  ...  a;„_i  eingesetzt  worden  sind,  so  als  Konstanten 
gewählt  seien,  daß  alle  Integrationsintervalle  dem  Bereiche  an- 
gehören. 

Jedes  der  n  Integrale  in  (3)  ist  eine  stetige  Funktion 
seiner  oberen  Grenze  und  nach  "Satz  18,  Nr.  487,  auch  eine 
stetige  Funktion  jeder  einzelnen  sonst  noch  in  seinem  Inte- 
granden auftretenden  Veränderlichen  und  kann  nach  Satz  19, 
Nr.  488,  nach  diesen  letzteren  Größen  unterhalb  des  Integral- 
zeichens differenziert  werden.  Also  ist  die  partielle  Ableitimg 
von  f  nach  a;  diese: 

df        rdU^(Xi,Xi,  ...xj  rdU.ya^,x^,...x^ 

^  ==  f  — ö dx.  +  / 5 dx^  +  •  ■  ■ 

cx      J  dx  1    V  dx 

+J- j^ dXi.r+TJi{a^,a,,...ai_^,x,,...x„). 

^•— 1 
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Weil   die   Bedingungen  (2)   erfüllt    sein    sollen,    sind    hier  die 
Integranden 

^    ^*    ...^JIlzI      durch      ^'    ^'  ^^' 

ersetzbar,  und  deshalb  lassen  sich  alle  Integrale  auswerten.    Es 
kommt: 

+  Uiiüi,  Ä-o,  •  •  •  rrj  -  LV«i,  «2,  ^3.  •  •  •  ^J 


d.  h.  einfacher: 

ax,- 

was  zu  beweisen  war. 

611.  Nachweis  der  Stetigfkeit  des  Integrals  eines 
vollständigen  Differentials.  Die  in  voriger  Nummer  auf- 
gestellte Funktion  f,  die  wir  als  ein  Intef/ral  des  vorgelegten 
vollständigen  Differentials  bezeichnen,  ist  gewiß  hinsichtlich 
jeder  einzelnen  der  n  Veränderlichen  stetig.  Es  steht  aber 
noch  der  Beweis  dafür  aus,  daß  sie  eine  stetige  Funktion  von 
allen  n  Veränderlichen  ist,  und  wir  führen  ihn  durch  Schluß 
von  n  —  1  auf  n,  da  er  schon  für  «  =  1  und  n  =  2  geliefert 
worden  ist.  Wir  nehmen  also  an,  daß  die  Integration  eines 
{n  —  1)  gliedrigen  vollständigen  Differentials  in  w  —  1  Ver- 
änderlichen eine  stetige  Funktion  der  n  —  1  Veränderlichen 
liefert. 

Nun  hat  die  unter  (.3)  in  voriger  Nummer  aufgestellte 
Funktion  f,  wenn  man  darin  die  Summe  der  n  —  1  ersten  Inte- 
grale mit  (p  bezeichnet,  die  Form: 

Das  letzte  Integral  enthält  nur  die  eine  Veränderliche  x^.    Es 
genügt  daher  nachzuweisen,  daß  die  Funktion  cp  von  x^,  x^,  •  ■  •  x^ 
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stetig  ist.  Wenn  wir  aber  den  nur  {n  —  1)  gliedrigen  Diffe- 
rentialausdruck b  etrachten : 

(1)  U^dx^  +  Ü2dx.y  H \-  U^_^dx„_^, 

in  dem  außer  den  n — 1  Veränderlichen  x^,  x^,  •  ■  •  x^_.^^  und 
ihren  Differentialen  noch  die  n^^  Veränderliche  x^  ohne  ihr  Diffe- 
rential vorkommt,  und  bedenken,  daß  unter  den  ^«(w — 1)  Be- 
dingungen (2)  der  letzten  Nummer  insbesondere  die  .^(«— 1)(«  —  2) 
Bedingungen  für  /  <^n  —  \  und  h  -^n  —  \  enthalten  sind,  so 
sehen  wir,  daß  der  Differentialausdruck  (1)  ein  vollständiges 
Differential  in  den  n—\  Veränderlichen  x^,  x^,  ■  ■  ■  x^_.^  ist, 
wobei  x^  die  Rolle  eines  Parameters  spielt,  und  daß  die  mit 
(f  bezeichnete  Funktion  von  x^,  x^,  •  •  •  x^,  wenn  man  auch 
in  ihr  a;„  als  einen  Parameter  betrachtet,  ein  Integral  dieses 
vollständigen  Differentials  ist.  Nach  der  vorausgeschickten 
Annahme  steht  also  fest,  daß  (p  eine  stetige  Funktion  der 
w  —  1  Veränderlichen  x^,  x.^,  ■  •  ■  x^^^  ist.  Es  erübrigt,  zu  zeigen, 
daß  qp  auch  eine  stetige  Funktion  aller  n  Veränderlichen  x^, 
x^,  ■  ■  ■  x^  sein  muß. 

Wir  lassen  alle  Veränderlichen   ic,-  um  Größen  zJx^  inner- 
halb des  Variabilitätsbereiches  wachsen,  so  daß  qp  die  Zunahme 
erfährt : 
J  (p  =  (p(x^-^  J  x^,---x^_^-^  ^x^_^,x^+  yJ  x^-(p{x^,-  ■  •  x^_^,x^, 

wofür  wir  auch  schreiben  können: 

J(p  =  (p{x^  +  Jx^,---x^_^  +  ^x„_^,x^  +  ^x;) 

-(p{x„-'-x„-^,x„-\-Jx„)  +  cp{Xi,-x„-^,x„-j-zlxJ 
-(p{x^,-x„.^,x„). 

Drücken  wir  die  Zunahme,  die  eine  Funktion  erfährt,  wenn 
nur  x^,  X2,  •  •  •  x^_i  um  Größen  zJx^,  z/iCg,  •  •  •  ^ic„_j  geändert 
werden,  durch  das  vorgesetzte  Zeichen  ^^  aus,  dagegen  die  Zu- 
nahme, die  sie  erfährt,  wenn  nur  x^  um  z/:r„  geändert  wird, 
durch  das  vorgesetzte  Zeichen  z/g,  so  ist  also: 

Ebenso  wie  eine  stetige  Funktion  von  zicei  Veränderlichen 
innerhalb  ihres  Variabilitätsbereiches  gleichmäßig  stetig  ist,  vgl. 
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Nr.  486,  ist  es  auch  eine  stetige  Funktion  von  mehr  als  zwei 
Veränderlichen,  da  sich  dies  gerade  so  wie  in  Nr.  486  zeigen 
läßt.  Also  folgt,  weil  (p  eine  stetige  Funktion  von  x^,  x^,  •  •  •  ^„_i 
ist:  Wenn  x„  bestimmt  gewählt  wird  und  6  eine  vorgegebene 
beliebig  kleine  positive  Zahl  bedeutet,  so  gibt  es  eine  positive 
Zahl  Ji  derart,  daß  infolgre  von 


(3) 


z/j?!    <h,  I  ^x^  I  <  /^  •  •  •  I  ^-^„-i  I  <^' 


auch  z/j  9)  I  <  0  ist.  Für  verschiedene  Werte  von  x^  kann  //  ver- 
schieden ausfallen,  und  in  (2)  tritt  bei  z/jg?  ja  überdies  x^-\-zix^^ 
statt  x^  auf.  Wir  wählen  deshalb  eine  positive  Zahl,  die 
kleiner  ist  als  alle  Zahlen  h,  die  zu  den  verschiedenen  Werten 
von  x^  im  Bereiche  gehören,  und  benutzen  nun  diese  als  die 
Zahl  Jt,  so  daß  die  Ungleichung  |  z/^  ^  ]  <  ö  unter  den  An- 
nahmen (3)  im  ganzen  Variabilitätsbereiche  gilt. 

Da  z/g^p  der  Zuwachs  ist,  den  cp  erfährt,  wenn  sich  nur 
x^  um  zix^  ändert,  und  da  q)  die  Summe  der  v.  —  1  ersten 
Integrale  in  der  Formel  (3)  der  vorigen  Nummer  bedeutet,  so 
ergibt  sich: 

z/2 9?  =  /  z/g  L\ {Xi, X.,,--- x^)dx\  +  j  z/2  ü-^ia^, x^,  ■  ■  ■  x,^) dx.,  + 

•••+J  ^2U„_,{a„a.2,---a^_.2,x^_^,x^)dx^_,. 

Weil  nun  ü^,  U^,  •  •  •  ü'„_i  nach  Voraussetzung  stetig  sind, 
so  gibt  es  eine  positive  Zahl  Je  derart,  daß  infolge  von 

(4)  M^„!<^- 

auch  !^2^il>  ^2  f^2 1>  •  ■  ■  I  ^2  ^n-i  I  sämtlich  kleiner  als  a 
werden,  so  daß  sich  nach  Satz  2,  Nr.  4,  Satz  16,  Nr.  414,  und 
Satz  14,  Nr.  413,  ergibt: 

l^29'l<    I  <^dxA  +  \  I  ödx^   +•••+[  /^^^„-i 


oder: 


^29^^<<?(:^i-»il  +  i^2  —  «2lH h|^„_i  — «„-iD- 
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Nach  (2)  ist  demnach  unter  den  Voraussetzungen  (3j 
und  (4)  auch: 

(5)  \^(p\<6(l-^\x,-a,\-{-\x,-a^\  +  ---+  ^,_i-o„_il). 

Bezeichnen  wir  von  jetzt  an   die  kleinere  der  beiden  Zahlen  Jt 
und  Ä"  mit  h,  so  gilt  also  (5)  unter  den  Voraussetzungen: 

(6)  \JXi\<h,     ■■■   zJx.^_,\<h,      Jx„<h. 

Wenn  wir  nun  annehmen,  daß  alle  Integrationsintervalle  x^  —  (t^, 
rCg  —  «2?  ■  ■  '  ^»-1 — ^n-i  endlich  seien,  so  können  wir,  sobald 
eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  t  vorgegeben  ist,  6  so  klein 
wählen,  daß  die  rechte  Seite  von  (5)  kleiner  als  t  wird,  so  daß 
^  9;  I  <  T  wird  infolge  der  Voraussetzungen  ( 6 j.  Folglich  ist 
qp  eine  stetige  Funktion  aller  n  Veränderlichen  x^^x^,---  x^, 
und  dasselbe  gilt  nach  dem  Früheren  von  der  Funktion  /". 

Ehe  wir  die  Ergebnisse  der  vorigen  und  dieser  Nummer 
als  Satz  formulieren,  weisen  wir  noch  auf  Satz  10  von  Nr.  74 
hin,  woraus  folgt,  daß  das  allgemeinste  Integral  des  vorge- 
legten vollständigen  Differentials  gleich  f  -\-  C  ist,  wobei  C 
eine  willkürliche  Konstante  bedeutet.  Außerdem  heben  wir 
hervor,  daß  die  aufgestellte  Funktion  /'  für  x^  =  a^,  x^  =  a^, 
•■■Xj^  =  a^  verschwindet,  siehe  (3)  in  Nr.  610.  Daraus  folgt, 
daß  f  gerade  dasjenige  Integral  ist,  das  an  der  Stelle  (a^,  «2? " " '  ^n) 
den  Wert  Null  hat. 

Nunmehr  können  wir  die  Ergebnisse  zusammenfassen 
in  dem 

Satz  2:  Sind  U^,  U^,  -  ■  ■  ?7„  innerhalb  eines  endlichen  Be- 
reiches stetige  Fmiktionen  von  x^,  X2,  •  •  ■  x^  mit  stetigen  partiellen 
Ableitungen  erster  Ordnung,  so  ist  der  DifferentialausdrucJc : 

U^dx^  +  ü^dx^-i H  U„äx„ 

dann    imd   nur    dann   ein    vollständiges   Differential,    wenn   die 
-\n{n  —  V)  Bedingungen  erfidlt  sind: 


du.       cU, 
»  _ 

dx, 

k 


{i,  k=l,2,...  n). 


Werden  sie  erfüllt,  so   ist   dasjenige  Integral  des  Differentials, 
das  an  einer  Stelle  {a^,  a.2,  •  •  •  aj   des  Bereiches  verschwindet, 
darstellbar  in  der  Form: 
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Xx  a-j  a-, 

J  Ui{Xi,X2,---x„)dx^-\-J  U^{a„x^,---xyix^+j  U^(ay,o^,x^,---x^dx^ 

Ui  a^  Of 

+  •  •  •  +J  U„(a„a2,  •  •  .  a„_^,  x„)dx„, 

vorausgesetzt,   daß   alle   Integrationsintervalle  dem  Bereiche  an- 
gehören.    Das  allgemeinste  Integral  des  Differentials   geht   aus 
diesem  einen  durch  Addition  einer  willkürlichen  Konstanten  hervor. 
Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedinsrungen 

dU.      dU^ 

ex,         ex  ^  '  '     '  ^ 

heißen  die    Integrdbilitätsbedingungen   des   Differentialausdrucks 
Uidxi  +  ü^dx^-] h  U„dx^. 

Anstatt  nämlich  zu  sagen,  dieser  Ausdruck  sei  ein  vollständiges 
Integral,  sagt  man  auch  zuweilen,  er  sei  integrabel. 

Beispiel:  Als  Beispiel  betrachten  wir  den  Ausdruck 

{y  +  z)dx  +  (^  +  x)dy  +  (a;  +  y)dz, 

der  integrabel  ist,  denn  die  drei  Koeffizienten  Z7,  V,  W  genügen 
hier  den  Bedingungen 

Es  kommt  nun: 

X  X 

J  ü{x,  y,  z)dx  =J  {y  +  z)dx  =  {y  ■\-  z){x  —  a), 

a  a 

J  ^K  ?/;  z)dy=j{z  +  a)dy  =  (z  +  a){y  -  h), 

b  b 

z  z 

j  W{a,  h,  z)dz  =  I  {a-^h)dz^{a-\-h){z-  c). 

c  c 

Daher  ist  die  Summe 

yz  -{-  zx  -}-  xy  —  hc  —  ca  —  ab 
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das    an   der   Stelle   (a,  ?>,  c)   verschwindende   Integi'al,  während 

yz-{-zx-^xy-\-  koust. 
das  alloremeinste  Integral  vorstellt. 

§  2.    Multiplikatoren  eines  Differentialausdrneks  in  zwei 
Yeräuderlielien. 

612.  Bedingung  für  den  Multiplikator  oder  Inte- 
grabilitätsfaktor.  Wenn  ein  Differentialausdruck  in  zicei 
Veränderlichen  x  und  y: 

(1)  U(x,  y)dx  +  V{x,  ij)dy 

die  Integrabilitätsbedingung  U^  =  V^  des  Satzes  1,  Nr.  609, 
nicht  erfüllt,  so  kann  es  doch  eine  Funktion  M  von  x  und  y 
geben,  die,  als  Faktor  angebracht,  den  vorgelegten  Differential- 
ausdruck zu  einem  vollständigen  Differentiale 

(2)  MUdx^MVdii 

macht.  Eine  solche  Funktion  M  heißt  ein  Eidersclier  Midti- 
pliJiator  oder  InteyrahilitätsfaJdor. 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  M  läßt 
sich  sofort  aufstellen.  Denn  der  Ausdruck  (2)  ist  nach  dem 
erwähnten  Satze  dann  und  nur  dann  integrabel,  wenn 

.g.  dJIU  _  dMV 

^    *  dy  dx 

ist.  Weil  31 V  und  J/F  partielle  Ableitungen  erster  Ordnung 
hinsichtlich  y  bzw.  x  haben  sollen,  so  setzen  wir  voraus,  daß 
M  ebenso  wie  U  und  V  im  Variabilitätsbereiche  stetig  sei 
und  daß  die  Ableitungen  M^,  M^,  U^,  V^  ebenda  stetig  seien. 
Alsdann  läßt  sich  die  Bedingung  (3)  so  schreiben: 

oder  nach  Division  mit  31,  die  erlaubt  ist,  da  der  Wert  M  =  0 
ausgeschlossen  werden  muß: 

^  ^  cy  ox  ^         y 

Dies  ist  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  ersteh'  Ordnung 
für   die  noch   unbekannte   Funktion   In  31  von  x  und  y,    vgl. 
Nr.  89.     Wir  sagen  also: 
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Satz  3:  Damit  31  ein  MuJtiplikator  oder  Integrahilitäts- 
fdktor  des  Differentialausdrucks  Udx  +  Vdy  sei,  d.  h.  damit 
M(Udx  +  Vdy)  ein  vollständiges  Differential  sei,  ist  notwendig 
und  Jdnreichend ,  daß  In  M  dei'  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  genügt: 

Vorausgesetzt  ist  dabei,  daß  U  und  V  nehst  iJiren  Ableitungen 
Uy  und  V^  innerhalb  eines  Variabilitätsbereiches  stetig  seien, 
in  dem  auch  In  M  nebst  den  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  stetig  sein  soll. 

Beispiel:  Der  Ausdruck  ydx  -f  dy  ist  kein  vollstäudiges 
Differential.  Multiplizieren  wir  ihn  aber  mit  71/  =  1 :  //,  so 
geht  das  vollständige  Differential  dx -\- dy.y  der  P'unktion 
X  -\-\n.y  heiTor.  Hier  ist  U  =  y,  F  =  1 ,  und  die  partielle 
Differentialgleichung  wird  in  der  Tat  durch  die  Annahme 
In  iW"  =  —  In  y  erfüllt. 

613.    G-eometrische    Deutung    des    Multiplikators. 

Sobald  M  ein  Multiplikator  von  Udx  +  Vdy  ist  und  f  ein 
Integral  des  vollständigen  Differentials  M{Udx  +  Vdy^  be- 
deutet, also 

(1)  L-MU,        fy^MV 

ist,  können  wir  die  Gleichung  f{x^  y)  =  konst.  als  die  Gleichung 
einer  Schar  von  Kurven  in  der  Ebene  mit  den  rechtwinkligen 
Koordinaten  x  und  y  deuten.  Wir  fassen  einen  bestimmten 
Punkt  P  und  die  durch  ihn  gehende  Kurve  der  Schar  ins 
Auge.  Hat  f  für  die  Koordinaten  des  Punktes  P  den  Wert  a, 
ßo  ist  fix,  y)  =  a  die  Gleichung  dieser  Kurve.  Da  längs  der 
Kurve  f^dx  -f  ///y  ==  0  ist,  so  gelten  für  den  Winkel  v,  den 
die  Kurvennormale  mit  der  positiven  a^-Achse  bildet,  nach  (2) 
in  Nr.   169  die  Formeln: 

f  f 

(2)  cos  V  =         1^^ ,         sin  V  =         ^ 


Vn-^n  yn+n 

Geben    wir    der    Quadratwurzel  das    Pluszeichen,    so    bedeutet 

dies,   daß   wir   die  Normale   in  der   Richtung  nach  denjenigen 
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Punkten    seitlich    von    der    Kurve  t=  u   positiv    rechnen,    für 
deren    Koordinaten   f{x,  y)    größer    als    a    ist.      Es  folgt   dies 
genau   so   wie   in   dem   allgemeineren  Falle 
einer  Fläche  Fix,  y,  z)  =  0  in  Nr.  253. 

Auf  der  Nonnalen   von  P  wählen  wir 
einen    Punkt    P^    im    Abstände    h    von   P, 
wobei  wir  h  positiv  im  Sinne  der  positiven 
***^a  /  /  Normalen  rechnen.    (Siehe  Fig.  72.)    Hat  P 

Pig  72.  die  Koordinaten  x,  y,  so  hat  P^  die  Koordi- 

naten X  -\-h  cos  V,  y  -\-  h  sin  v.  Durch  P^ 
geht  eine  Kurve  f{x,  y)  =  konst.,  bei  der  die  Konstante  einen 
anderen  Wert   als  a  hat,   etwa   den  Wert  u  -\-  ^a.     Dann  ist: 

Ja f(x  -\-  h  cos  V,  y  -\-h  sin  v)  —  f{x,  y) 

Nach  Satz  25,  Nr.  129,  folgt  hieraus  für  \vaxh  =  0  der  Grenz- 
wert: 

lim   ,     =  /V  cos  V  +  /'  sin  v 

oder  nach  (1)  und  (2) 

wobei  die  Wurzel  positiv  ist,  also  auch 

Ja 


(3)  Jf=lim     , 

Wenn  wir  auf  der  Tangente  der  Kurve  /"  =  «  im  Punkte  P 
die  Strecke  yjj^  +  V^  abtragen,  so  ist  der  in  (3)  rechts 
stehende  Nenner  der  Flächeninhalt  zJP  des  Rechtecks,  das 
diese  Strecke  zur  Grundlinie  und  h  zur  Höhe  hat.  Mithin  er- 
gibt sich  die  folgende  von  Lie  herrührende  geometrische 
Deutung  des  Multiplikators: 

Satz  4:  Ist  M  ein  Multiplikator  des  DifferentialatisdrucJcs 
Udx  -\-  Vdy,  so  daß  M{Udx  -f  Vdy)  das  vollständige  Diffe- 
rential einer  FunMion  f(x,  y)  ist,  so  ist  der  Wert  von  M  für 
eitlen  Punkt  P  oder  {x,  y)  der  Ebene  mit  den  rechtwinkligen 
Koordinaten  x,  y  gleich  dem  Grenziverte: 

Aa 


Jf  =  lim  ■    ^ 
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Darin  bedeutet  zia  die  Zunahme,  die  der  Wert  von  f(x,  y)  an 
der  Stelle  P  erfährt,  ivenn  ein  Punkt  von  P  aus  um  die  Streclce  h 
auf  der  Normalen  der  durch  P  gehenden  Kurve  f  =  Jconst. 
iveitenvandert ,  während  zlR  der  Flächeninhalt  des  Rechtecks 
mit  der  Grundlinie  Yü^  -\-  V^  und  der  Höhe  h  ist. 

614.  Die  verschiedenen  Multiplikatoren  desselben 
Diflferentialausdrucks.  Sind  31  und  N  beides  Multiplika- 
toren von  Udx  +  Vdy,  d.  h.  sind  M(JJdx  +  Vdy)  und 
N{Udx-\-  Vdy)  die  vollständigen  Differentiale  zweier  Funktionen 
f  und  qp,  so  ist: 

(1)       f^-MU,    f^  =  MV:         (f^-NÜ,     <p,^^NV. 
Daher  wird  die  Funktionaldeterminante 

f     f 

d.  h.  (f  hängt  von  /"  ab,  nach  Satz  4,  Nr.  80,  ist  also  eine 
Funktion  F  von  f  allein: 

(p{x,  y)  ^  F{f{x,  y)). 
Alsdann  aber  folgt: 

wenn  F'  die  Ableitung  von  F  nach  /'  bedeutet.  Weiterhin 
gibt  (1): 

.Y=^  =  ^*il/=JP'(/')iJ/. 

Umgekehrt:  Es  sei  wie  vorher  M  ein  Multiplikator  von 
Udx  +  Vdy  und  f{x,  y)  ein  zugehöriges  Integral.  Dagegen 
sei  y  eine  solche  Funktion,  die  aus  M  durch  Multiplikation 
mit  irgend  einer  Funktion  5i  von  /'  allein  hervorgeht: 

X=^{f)  ■  M. 

Unter  dieser  Annahme  ergibt  sich: 

NiUdx  -f  Vdy)  =  Si{f)M{Udx  +  Vdy)  =  Si{f)df, 

d.  h.  y(  Udx  -f  Vdy)  ist  ein  vollständiges  Differential,  nämlich 
das  von  fil{f)df.  Daher  muß  N  ebenfalls  ein  Multiplikator 
von   Udx  -\-  Vdy  sein. 
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Beide   Betrachtungen   zusammen   liefern   die  beiden  Sätze: 
Satz  5:  Sind  M  und  N  Midtiplihatoren  ein  und  desselben 
DifferentialausdrucJis    TJdx  -f-  Vdy,   so   sind   die   Integrale   von 
M(Udx -\-  Vdy)    und    von    N{Udx -\-  Vdy)    voneinander    ab- 
hängig. 

Satz  6:  Ist  M  ein  Multiplikator  des  Differentidlausdrucks 
Udx -{-  Vdy,  so  daß  M(Jjdx -\-  Vdy)  das  vollständige  Diffe- 
rential einer  Funktion  f(x,  y)  uird.  so  ist  jede  Funliioti  von 
der  Form  ^(/)  •  M  ein  MidtipWcator  desselben  Differential- 
atisdrucks. Dabei  bedeutet  Sl(f)  eine  beliebige  Funktion  von  f. 
Ferner  hat  überhaupt  jeder  Multiplikator  von  Udx  +  Vdy  diese 
Form  Sl{f)  ■  M. 

Schließlich  können  wir  den  Satz  5  auch  noch  so  aussprechen: 

Sats  7:   Wenn  der  Differentialausdruck  Udx  +  Vdy  durch 

Multiplikation  mit  verschiedenen  Funktionen  integrabel  gemacht 

wird,    so    sind    doch    alle    zugehörigen    Integrale    voneinander 

abhängig. 

Wir  werden  die  Sätze  über  Multiplikatoren  im  dritten 
Bande  anwenden. 

§  3.    Kurveninte^rale. 

615.  Das  Kurveuiutegral  als  Greuzwert  einer 
Summe.  Wenn  ein  Dilferentialausdruck  in  zwei  Veränder- 
lichen X  und  y  vorliegt: 

Udx  +  Vdy, 

der  kein  vollständiges  Differential  ist,  so  können  wii-  zunächst 
auch  nicht  von  Integralen  dieses  Ausdrucks  sprechen.  Aber 
indem  wir  den  Begriff  des  Kurvenintegrals  einführen,  gelingt 
es  doch,  an  diesen  Ausdruck  ein  Integi'ations verfahren  an- 
zuknüpfen. Wir  werden  es  wie  den  Begriff  des  einfachen 
Integrals  in  §  2  des  1.  Kap.  durch  einen  Grenzprozeß  gewinnen. 
Es  sei  nämlich  eine  Kurve  k  in  der  xy-^hene  gegeben, 
etwa  vom  Punkte  (xq,  y^)  bis  zum  Punkte  (X,  Y),  wobei  wir 
rechtwinklige  Koordinaten  benutzen.  Wir  zerlegen  alsdann 
die  Kurve  durch  eingeschaltete  Punkte 

(^i,yi),   i^2,y2),    ■■■    (x„-i,yn-i) 
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in  etwa  n  Stücke,  siehe  Fig.  73.  Wenn  U  und  F  an  jeder  Stelle 
der  Kurve  vom  Punkte  {Xq,  Pq)  bis  zum  Punkte  (X,  Y),  d.  h. 
also  für  jedes  Wertepaar  x,  y,  das  zu  einem  dazwischen  liegen- 
den Punkte  der  Kurve  gehört,  bestimmte  endliche  Werte  haben, 
so  können  wir  die  Summe  bilden: 

J=VU^{X,  -  X^)  +    Fo(^,-yo)]  +  [f^l(^2--2'l)+  >\(^2-yi)]  + 

•  .  •  +  [U„_,{X  -  x„_,)  +  V„_,{Y-  y„_,)\ 

Hierin  sollen  Uq,  V^  die  Werte  von  ZJund  F  an  der  Stelle  {Xq,  y^ 

bedeuten,  allgemein  U^,  V^  die  Werte  von  ü 

und  F  an  der  Stelle  {x^,y^.  Die  Summe  J 

ist  die  natürliche  Verallgemeinerung  der 

Summe  J  in  Nr.  404,  wo  an  Stelle  der 

Kurve  eine  geradlinige  Strecke,  nämlich 

ein   Stück   der  a:- Achse   von  x^  bis   X, 

"  '  Fjg.  7:!. 

auftrat,   so   daß   die  Punkte  der  Strecke 

durch  nur  eine  Koordinate  x  bestimmt  waren,  während  hier  für 
die  Punkte  der  Kurve  k  beide  Koordinaten  x  und  y  nötig  sind. 
Stellen  wir  uns  nun  vor,  daß  längs  der  Kurve  l'  immer 
mehr  Punkte  {x^,  /yj  zwischen  dem  Anfangspunkte  (^Cq,  y^  und 
dem  Endpunkte  (X,  Y)  derartig  eingeschaltet  werden,  daß 
alle  Differenzen  zivischen  entsprechenden  Koordinaten  aufeinander- 
folgender PunJde  nach  Null  streben,  wobei  die  Anzahl  n  aller 
Teilstücke  der  Kurve  über  jede  Zahl  wächst,  so  wollen  wir 
unter  gewissen  Voraussetzungen  beweisen,  daß  die  Summe  J 
bei  diesem  Grenzübergange  nach  einem  bestimmten  endlichen 
Werte  strebt,  den  wir  alsdann  das  längs  der  Kurve  k  von 
(Xq,  yo)  bis  (X,  Y)  erstreckte  Kurveninteyral 


k 

nennen. 


/' 


{Udx-\-  Vdy) 


Die  Summe  J,  um  deren  Grenzwert  es  sich  handelt,  läßt 
sich  etwas  übersichtlicher  schreiben:  Verstehen  wir  unter  x,  y 
irgend  eines  der  eingeschalteten  Wertepaare  x^,  y^  und  unter 
Jx,  zly  die  Differenzen  x-,^^  —  x-,  y-_^^  —  y.,  so  können  wir 
die  Summe  so  darstellen: 

(0  J=^[U{x,  y)zlx  +  Vix,  y)Ay\ 

k 
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wobei  der  Index  k  andeuten  soll,  daß  sich  die  Summe  auf  alle 
Differenzen  zJx  und  ^y  der  Koordinaten  längs  der  Kurve  k 
beziehen  soll. 

616.    Nachweis    der    Existenz    des    Grenzwertes. 

In  bezug  auf  die  Kurve  A:  machen  vrir  nunmehr  die  folgenden 
Voraussetzungen:  Sie  sei  mittels  einer  Hilfsveränderlichen  t  in 
der  Form  dargestellt: 

(1)  x  =  (p(t),         lf  =  Hi)- 

Zu  t  =  tQ  soUen  die  Werte  x  =  Xq,  y  =  Vq  und  zu  t  =  T  die 
Werte  x  =  X,  y  ==  Y  gehören.  Im  Intervalle  von  f(j  bis  T 
sollen  (p  und  ^  stetige  Funktionen  von  t  mit  stetigen  Ab- 
leitungen ^'(0  ^^^  ^'(0  ^^^^-  -^  bezug  auf  die  Funktionen 
Ü  und  V  machen  wir  ferner  die  Voraussetzung,  daß  sie  länys 
der  Kurve  k  stetig  seien.  Dies  soll  bedeuten:  Ist  (x^,  y^)  irgend 
ein  Punkt  der  Kurve  k,  so  sollen  einerseits  U  und  V  daselbst 
bestimmte  Werte  U^  und  F^  haben  und  andererseits  diese 
Werte  übereinstimmen  mit  denjenigen  Grenzwerten  von  U  und 
V,  die  hervorgehen,  wenn  x  und  y  länys  der  Kurve  nach  x^ 
und  y^  streben.  Vgl.  die  Definition  in  Nr.  20.  Dies  läßt  sich 
so  ausdrücken:  Ist  6  eine  vorgegebene  beliebig  kleine  positive 
Zahl,  so  soll  es  eine  positive  Zahl  Ji  derart  geben,  daß  für 
jede  Stelle  (x,  y)  der  Kurve,  die  den  Bedingungen 

\x  —  Xj^  <li,        y  —  t/i  </< 

genügt,  auch 

\u-  u,\<6,       r-  V,  <6 

ist.  Alsdann  werden  U  und  V  vermöge  der  Substitution  (1) 
auch  stetige  Funktionen   U{q),  ii)  und   V((p,  ^)  von  t. 

Nun  läßt  sich  die  Summe  J  der  vorigen  Nummer,  aus- 
gedrückt in  t,  nach  (1)  so  schreiben: 

T 

(2)  J==^[U{cp,  ^l^)zJcp  +  F(qp,  xl.)zit], 

wobei 

j(p  =  (p(t  +  ^t)  —  (p{t),         zl^  =  iij(t  -f  Zit)  -tit) 

ist  und  die  Summe  über  alle  Differenzen  zlt  von  t^  bis  T  zu 
erstrecken  ist.  Da  q)  und  ^  stetige  Funktionen  von  t  mit 
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stetigen  ersten  Ableitungen  sind,  so  ist  nach  dem  Mittelwert- 
satze 3  von  Nr.  28: 

(3)     zl(p  =  Jt  •tp'{t+  BzJt),         zft  ^  ^t-ilj'{t  +  ^zJt), 

wobei  6  und  ^  positive  echte  Brüche  sind.  Da  femer  (p'{t) 
und  tl^'{t)  stetig  sind,  so  gibt  es,  falls  6  eine  vorgegebene  be- 
liebig kleine  positive  Zahl  bedeutet,  eine  positive  Zahl  h  derart, 
daß  für  \^t\<h 

(p'it  -\-  d^t)  —  (p'{t)\  <6,      >'(^  +  ^^i)  —  ^'(01  <^ 

ist,  so  daß  z/qp  und  z/^  von  zJt-  q)' (f)  bzw.  ^t-  il;'(t)  um  weniger 
als  özJt  abweichen.  Für  verschiedene  Werte  von  t  im  Inter- 
valle von  ^0  bis  T  kann  It  verschieden  ausfallen.  Wir-  ver- 
stehen deshalb  in  der  Folge  unter  h  die  kleinste  aller  dieser 
Zahlen.     Alsdann  ergibt  sich  nach  ^2),  daß  die  Summe  J  von 

T 

um  weniger  als 

r 

K  =  6^['  Uicp,  !^)  i  +  i  F((p,  i^)\]\Jt  I 

abweicht.  Ist  nun  g  der  größte  Wert,  den  |  ü{(p,  ^)  |  +  '  Ffqp,  tp)  \ 
im  Intervalle  von  t^  bis  T  erreicht,  so  ist  K  nicht  größer  als 


<7^ 


T  I 


Für  lim  6  =  0  strebt  dieser  Ausdruck  nach  Null.  Also  ist 
auch  limK  =  0,  d.  h.  lim  «7=  lim  J'. 

Wir  betrachten  deshalb  von  jetzt  an  die  Summe  J'.  Darin 
ist  der  Inhalt  der  eckigen  Klammer  eine  gewisse  stetige 
Funktion  f(t),  so  daß 

T 

wird.  Diese  Summe  hat  aber,  abgesehen  davon,  daß  t  statt  x 
steht,  genau  die  Form  der  Summe  (2)  in  Nr.  404,  von  der 
wir  wissen,  daß  ihr  Grenzwert,  falls  alle  ^t  nach  Null  streben, 
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gleich  dem  Integrale  von  f[t),  er.streckt  von  t^  bis  T,  ist,  nach 
Satz  6,  Nr.  410.     Demnach  kommt: 

Satz  8:    Ist  eine  Kurve   k   vom   Punkte  (x^^,  y^)   bis  zum 
Punkte  {X,  Y)  durch  die  Gleichungen 

x  =  (p{t),       y  =  i!.'(t) 

definiert,  indem  zu  t  =  t^  die  Werte  Xq,  y,,  imd  zu  t  =  T  die 
WeHe  X,  Y  gehören,  und  sind  cp  und  t/^  nebst  ihren  Ableitungen 
(p'  und  t/^'  im  Intervalle  von  t^  bis  T  stetig,  sind  ferner  U(x,  y) 
und  V(x,  y)  längs  der  Kurve  k  stetige  Funktionen  von  x  und  y 
und  teilt  man  nun  die  Kurve  durch  eingeschaltete  Punkte  (x^,  t/J 
in  Intervalle,  so  hat  die  Summe: 

erstreckt  über  alle  Teilintervalle,  einen  bestimmten  endlichen  Grenz- 
wert, falls  alle  Differenzen  x^^^  —  ^t  ^^^d  t/^^^  —  t/,.  nach  Null 
streben  und  dementsprecliend  die  Anzahl  aller  Teilintervalle  über 
jede  Zahl  icächst.  Der  Grenzirert  ist  gleich  dem  bestimmten 
Integrale: 

T 

Jiüdx  +  Vdy)  =J[l\(f,  M^)  (f'it)  +  V{cp,  t)t'{t)]  dt. 

k  /„ 

617.    Verallgemeinerung    des    Integrationsweges. 

Die  Kurve  k  heißt  der  Integrationsueg  des  betrachteten  Kurven- 
integrals  ' 

j(JJdx+  Vdy). 

k 

Wir  haben  in  dem  letzten  Satze  über  diesen  Weg  beschränkende 
Annahmen  gemacht,  die  wir  jetzt  erweitern  wollen. 

Es  seien  zivei  Kurven  k^  und  k^  gegeben,  die  erste  gehe 
von  Pq  nach  P^,  die  zweite  von  P^  nach  P^.  Auf  jeder  von 
ihnen  sollen  die  Voraussetzungen  des  Satzes  gelten,  d.  h.  die 
Kurve  /r^  soll  mittels  einer  Hilfsveränderlichen  durch  zwei 
stetige  Funktionen  mit  stetigen  Ableitungen  dargestellt  sein, 
und  ebenso  die  Kurve  k^.  Dagegen  brauchen  7.\  und  k^  in  P^ 
nicht  dieselbe  Tangente  zu  haben,  siehe  Fig.  74.  Ferner  sollen 
U  und  V  längs  beider  Kurven  k^  und  k^  stetige  Funktionen 
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von  X  und  y  sein.     Alsdann   versteht  man  unter  dem  Kurven- 
integral ^ 

J{üdx+Vdy), 

hinerstreckt  über  den  ganzen  Weg,  der  aus  Ä\  und  l'^  besteht, 
die  Summe  der  beiden  einzelnen  Kurvenintegrale: 

J{Udx  +  Vdy)  +J{Udx  +  Vdy), 

die  nach  dem  letzten  Satze  wohldefiniert  sind.    Dies  läßt  sich 
noch  weiter  verallgemeinern: 

Der  Integrationsweg  darf  nicht  nur  eine  Stelle  haben,  an 
der  sich  die  Tangente  unstetig  ändert,  vielmehr  eine  beliebige, 
aber  endliche  Anzahl  von  solchen  Stellen  auf- 
weisen, so  daß  das  Kurvenstück  zwischen  je 
zwei  solchen  Punkten  den  Voraussetzungen 
des  Satzes  8  der  vorigen  Nummer  genügt. 
Wir  definieren  dann  das  Kurvenintegral  als 
die  Summe  der  einzelnen  Kurvenintegrale, 
von  denen  sich  jedes  auf  eine  der  Teilkurven  bezieht.  Es  ist 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Sprungstellen  der  Tangente  statt- 
haft, weil  sonst  das  Gesamtintegral  in  eine  Summe  von  un- 
endlich vielen  Gliedern  zerfiele,  so  daß  die  Konvergenz  noch 
zu  untersuchen  wäre. 

Im  folgenden  verstehen  wir  unter  einem  Integrationsweye 
stets  eine  solche  Kurve,  die  aus  einer  endlichen  Anzahl  von 
Kurvenstücken  zusammengesetzt  ist,  von  denen  jedes  einzelne  in 

der  Form 

x=cp{i),      y  =  -4}{t) 

darstellbar  ist,  ivo  cp  und  ip  stetige  Funliionen  mit  stetigen  Ab- 
leitungen (p'  und  xl>'  bedeiden  sollen. 

Es  erhellt  nun  ohne  weiteres  daraus,  daß  das  Kurven- 
integral der  Grenzwert  einer  Summe  ist,  daß  die  Sätze  gelten: 

Satz  9:  Das  längs  eines  Integratiotisweges  Je  von  Pq  bis  P^ 
erstreckte  Kurvenintegral 

f{Udx  +  Vdy) 

k 
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ist  entgegengesetzt  gleich  dem  Werte  desjenigen  Kurvenintegrals, 
das  längs  desselben  Weges  im  umgelcehrien  Sinne,  nämlich  von 
Pi  nach  Pq  hin,  erstreckt  wird. 

Satz  10:  Besteht  der  Integrationsueg  k  aus  mehreren  Teile^i 
A\,  li^,  •••  K>  ^^  ^^^  ^^^  längs  Je  ersirecUe  Kurvenintegtal  gleich  der 
Summe  der  längs  der  Teile  l\,  l-^,  ■  ■  ■  /.„  erstreckten  Kurvenintegrale. 

618.  Das§Eurveuiutegral  längs  eines  geschlossenen 
Integrationsweges  dargestellt  als  Flächenintegral.    Es 

seien  U  und  V  innerhalb  eines  Bereiches  der  xy-Ehene  stetige 
Funktionen  von  x  und  y,  und  es  bedeute  k 
einen  in  diesem  Bereiche  verlaufenden, 
sich  selbst  jedoch  nicht  schneidenden, 
aber  geschlosseneu  Integrationsweg.  Es 
seien  Xq  und  X'>Xq  die  äußersten  Werte, 
die  X  auf  k  eiTeicht,  und  y^  und  Y>  y^ 
die  äußersten  Werte,  die  y  auf  k  erreicht. 
Wir  wollen  ferner  zunächst  noch  an- 
nehmen, daß  eine  zur  t/- Achse  parallele 
Gerade  mit  irgend  einer  Abszisse  x  aus  dem  Intervalle  von  Xq 
bis  X  die  Kurve  k  nur  in  zwei  Punkten  (x,  y^)  und  (x,  y^) 
treffe,  wobei  y^  >  y^  sei,  siehe  Fig.  75.  Ebenso  soU  eine  zur 
ar-Achse  parallele  Gerade  mit  irgend  einer  Ordinate  y  aus  dem 
Intervalle  von  y^  bis  Y  die  Kurve  k  nur  in  zwei  Punkten 
{Xj^,  y)  und  (x.2,  y)  treffen,  wobei  x^  >  x^  sei. 

Der  Integrationsweg  k  werde  im  positiven  Sinne  durch- 
laufen, d.  h.  so,  daß  die  von  /.'  eingeschlossene  Fläche  E  linker 
Hand  liegt  (wie  die  positive  ^-Achse  gegenüber  der  positiven 
a;-Achse,  vgl.  auch  Nr.  530).  Bei  der  Berechnung  des  Km-ven- 
integrals  ^ 

(1)  JiUdx-^Vchj) 

k 

ist  es  übrigens  einerlei,  wo  wir  den  Anfang  von  k  annehmen, 
da  der  Integrationsweg  geschlossen  ist.  Nach  der  Definition 
ist  das  Kurvenintegral  der  Grenzwert  einer  Summe  von  zwei 
Gliedern,  nämlich  der  Summe 

J"  =  V  ü{x,  y)  z/  j;  +  V  V(x,  y)  zl  y , 


Fig.  75. 


k 


k 
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vgl.  (1)  in  Nr.  615.  Den  ersten  Summanden  dürfen  wir  auf 
eine  solche  Teilung  des  Integrationsweges  beziehen,  die  durch 
Parallelen  zur  y- Achse  bewii-kt  wird,  siehe  Fig.  76,  und  den 
zweiten  auf  eine  solche  Teilung,  die  durch  Parallelen  zur 
a;-Achse  bewirkt  wird,  siehe  Fig.  77.  Denn  wir  wissen,  daß 
beide  Summanden  bestimmte  endliche  Grenzwerte  haben,  wie 
auch   die  Teilung   des  Integrationsweges  vorgenommen  werden 


möge. 


Dem  Intervalle  zwischen  zwei  Teilgeraden  (x)  und  (x  -\-  ^x) 
in  Fig.  76   gehören   zwei  Teilstücke   der   Kurve  k  an.     Wegen 


^ 


E 


K 


Fig.  76. 


Fig. 


des  festgesetzten  Umlaufssinnes  wird  z/ic  bei  der  Stelle  {x^y^ 
in  positivem  Sinne,  bei  der  Stelle  {x,ij^  jedoch  in  negativem 
genommen.     Daher  ist: 


lim  2' ^{^j  y)^x  =  1™  // [ ü'{x,  y^  —  U{x,  y^)\  J x 
k 


'^^ 


=/i 


[.'U{x,y,) 


ü(x,y.2)]dx. 


Dem  Intervalle  zwischen  zwei  Teilgeradeu  (y)  und  [y  +  zly) 
in  Fig.  77  gehören  ebenfalls  zwei  Teilstücke  der  Kurve  k  an. 
Jedoch  wird  hier  z/y  bei  der  Stelle  {Xi,y)  in  negativem  Sinne 
und  bei  der  Stelle  (x^,  y)  in  positivem  Sinne  genommen.  Da- 
her kommt: 

7 

lim ^ V(x, y) zly  =  lim  ^[ V(x,, y)  —  V{x^, y)]^y 


'jLi^ 


-ß 


[V(x.,,y)—V{x^,y)]dij. 
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Das  Kurvenintegral  (1)  ist  somit  gleich: 

X  7 

(2)  J[ü{x,  y,)  -  U(x,  y,)]dx  +J[V(x„y)  -  V{x„y)]dy. 

Nehmen  wir  nun  an ,  daß  ü(x,  y)  im  betrachteten  Be. 
reiche  eine  stetige  partielle  Ableitung  U^  und  V{x,  y)  ebenda 
eine  stetige  partielle  Ableitung  V^  habe,  so  können  wir 
andererseits  das  Doppel  integral  betrachten: 

(3)  ffiV^-U^)dxdy, 

E 

erstreckt    über    die    von   h   eingeschlossene    Fläche    E.      Nach 
Nr.  576  werten  wir  den  Teil 

1    1  V^dxdy     bzw.      /   1  L\dxdy 

K  E 

des  Doppelintegi'als  aus,  indem  wir  zuerst  hinsichtlich  x  bzw. 
y  integrieren.     Es  kommt  dann: 

y 
JJvjxdy  =f[V{x„  y)  -  V{x„  y)]dy, 

E  i/o 

X 

JJ  IJydxdy  =J[U{x,  y,)  -  U{x,  y,)'\dx. 

E  Xo 

Daher  ist  das  Doppelintegral  (3)  gerade  gleich  dem  Werte  (2). 
Somit  hat  sich  ergeben: 

(4)  A  Vdx  +  Vdy)  =JJi  V,  -  U^ dx  dy. 

k  E 

Es  ist  also  das  längs  der  Kurve  Ji  erstreckte  Integral 
über  TJdx  +  Vdy  als  Flächenintegral  darstellbar,  erstreckt 
über  den  von  1;  umschlossenen  Bereich  E. 

Dabei  ist  jedoch  vorausgesetzt,  daß  der  Rand  Je  von  einer 
Parallelen  zur  x-  oder  </-Achse  höchstens  zweimal  getroffen 
werde.  Um  zu  zeigen,  daß  diese  Voraussetzung  unnötig  ist, 
beweisen  wir,  daß  das  Ergebnis  auch  für  die  Summe  zweier 
618] 
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aneinander  gi-enzender  Bereiche  E^   und  Eo   gilt,   falls   es  für 
E^  und  E.2  einzeln  richtig  ist.     Nach   (4)   haben  wir  nämlich: 


(5) 


ffö^.  -  l\)dxdy  =JiUdx  +  Vdy), 


wobei  die  Ränder  l\  und  A^  von  E^  und  E,  positiv,  also  so  durch- 
laufen werden,  daß  die  Fläche  E^  bzw.  Eo  links  liegt.  Nach 
Satz  10  der  letzten  Nummer  können  wir  die  rechtsstehenden 
Kurvenintegrale  in  Summen  zerlegen.  Ist  x  der  gemeinsame 
Teil  von  l\  und  /ü,,  sind  dagegen  Ai  und  A-2  die  übrigen  Teile 
von  A'i  bzw.  Ag,  so  ist  das  erste  Kurvenintegral  gleich  der  Summe 
der  beiden  längs  A'i  und  x  erstreckten  und  das  zweite  gleich 
der  Summe,  der  beiden  längs  A"2  und  x  er- 
streckten Integrale.  Man  bemerkt  aber  in 
Fig.  78,  daß  bei  den  beiden  auf  x  bezüglichen 
Intesrralen  der  Weg  in  verschiedenen  Sinnen 
durchlaufen  wird,  so  daß  diese  beiden  Integrale 

'  '^  Fig.  78. 

nach  Satz  9  der  letzten  Nummer  entgegen- 
gesetzt gleich  sind  und  die  Addition  der  beiden  Formeln  (5) 
ergibt:  Das  Flächenintegral  über  den  von  E^  und  E^  gebildeten 
Gesamtbereich  ist  gleich  dem  KurvenintegTal,  erstreckt  längs 
des  von  Ai'  und  A'o  gebildeten  Randes  dieses  Bereiches, 
vorausgesetzt,  daß  das  Entsprechende  für  die  Teilbereiche  Ej^ 
und  E^  gilt. 

Liegt  nun  ein  beliebiges  ebenes  Flächenstück  E  innerhalb 
des  erlaubten  Variabilitätsbereiches  vor,  so  können  wir  es 
immer  so  zerlegen,  daß  der  Rand  eines  jedes  Teiles  von  einer 
Parallelen  zur  x-  oder  y-Achse  höchstens  zweimal  getroffen 
wird.  Aus  der  Gültigkeit  des  Satzes  für  die  Teile  folgt  als- 
dann die  Gültigkeit  für  das  ganze  Flächenstück  E. 

Satz  11:  Ist  E  ein  solches  Flächenstück  in  der  xy-Ebene, 
dessen  Rand  A'  aus  Teilen  hesteht,  die  in  der  Form  x  =  (p{t), 
y  =  ilj(t)  darstellbar  sind,  ivohei  q),  t,  cp'  und  t'  stetige  Funktionen 
von  t  bedeuten,  sind  ferner  TJ{x,  y)  und  V{x,  y)  innerhalb  E 
und  auf  dem  Bande  k  von  E  stetige  Funktionen  von  x  und  y 
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mit  stetigen  partiellen  Ableitungen  U^  und  V^,  so  ist  das  längs 
des  Randes  h  erstreckte  Kurvenintegral  über  Udx  4-  Vdy  mittels 
der  Formel 

fiUdx  +  Vdy)  =JJ(y.  -  U^)dxdy 

'.  F. 

darstellbar  als  ein  auf  die  ganze  Fläche  E  bezüglichem  Doppel- 
integral. Bei  der  Bildung  des  Kurvenintegrals  sind  dabei  alle 
Teile  von  Je  in  positivem  Sinne  zu  durchlaufen,  d.  h.  so,  daß 
die  Fläche  E  gegenüber  der  Richtung  des  Durchlaufens  gerade 
so  gelegen  ist  tvie  die  positive  y-Achse  gegenüber  der  positiven 
X-Achse. 

Dies  Ergebnis  gilt  z.  B.  auch  im  Falle  einer  Fläche  E, 
wie  sie  in  Fig.  79  dargestellt  ist.  Hier  besteht  der  Rand  k 
aus  zwei  getrennten  Stücken,  und  es  zerfällt 
das  Kurvenintegral  in  eine  Summe  von 
zweien,  von  denen  sich  jedes  auf  eine  der 
beiden  Randlinien  bezieht.  Dabei  ist  der 
Umlaufungssinu  so  wie  in  der  Figur  zu 
nehmen,  weil  die  Fläche  E  stets  links  liegen 
soll.  Daß  der  Satz  auch  für  derartige  Fälle 
gilt,  erkennt  man  sofort,  wenn  man  noch  eine  Linie  von  dem 
äußeren  nach  dem  inneren  Rande  hin  zieht  und  den  Satz  auf 
die  jetzt  einfach  umrandete  Fläche  E  anwendet. 

619.    Das  Kurveuintegral  über   ein   vollständiges 

Differential.     Wieder  sollen  die  Funktionen  U  und    V  von  x 

imd  y    nebst    ihren   partiellen   Ableitungen 

U  und  V^  in  einem  Bereiche  der  a;?/-Ebene 

stetig  sein.   Wir  wählen  irgend  zwei  Stellen 

(^'o>  ^0*    ^^^    (-^7  ^    i^    diesem   Bereiche, 

siehe  Fig.  80,   und  ziehen  von  der  ersten 

^.    „„  zur  zweiten  zwei  verschiedene  Integrations- 

wege    Ä-j    und   k^,    von    denen    wir   vorerst 

annehmen  wollen,  daß  sie  einander  nicht  schneiden.    Die  Kurven 

\  und  /,'2  schließen  ein  Flächenstück  E  ein.    Wenn  dies  Flächen- 

stück  E   vollständig   zu  jenem   BereicJie  gehört,    in    dem    ü,  V, 

U,j  und  V^  stetig  sind,   so   können  wir  den  letzten  Satz  auf  E 
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anwenden.  Sobald  wir  dabei  A',  und  h.^  im  Sinne  der  Bewegungr 
von  der  Stelle  (x^,  y^)  zur  Stelle  {X,  Y)  durchlaufen,  ergibt 
sich,  weil  JE  in  Fig.  80  alsdann  links  von  Äj ,  aber  rechts 
von  Ä-g  liegt,  die  Formel: 

(1)  J{Udx  +  Vdy)  -j{Udx  +  Vdy)  =  ffiV^  -  U,)dxdy. 

Ist  nun  insbesondere  üdx  +  Vdy  ein  vollständiges  Diffe- 
rential, so  verschwindet  die  Differenz  F^  —  U  nach  Satz  1, 
Nr.  609,  so  daß  die  rechte  Seite  gleich  Null  wird.    Dann  kommt: 

(2)  J{Udx  +  Vdy)  =^J{Udx  +  Vdy), 

wobei  /.-^  und  Av,  im  Sinne  von  der  Stelle  {Xq,  y^  zur  Stelle 
(X,  y)  zu  durchlaufen  sind. 

Dasselbe  Ergebnis  gilt,  wenn  \  und  Ti^  einander  durch- 
setzen. Denn  z.  B.  im  Falle  der  Fig.  81,  wo  Ä\  und  h^  ein- 
ander im  Punkte  (x^,  y^)  begegnen,  zer- 
legen wir  Ä-j  und  Ic^  in  die  Teile  l\^ ,  k^^ 
und  /.'gl,  ^22,  die  durch  diesen  Teilpunkt 
bestimmt  werden.  Alsdann  ist  das 
längs  Ä;ij  erstreckte  Integral  gleich  dem 
längs  ^"21  erstreckten  —  im  Sinne  der 

BeAvegung  von  {xq,  y^)  nach  {x^,y^).  Ebenso  ist  das  längs  l\^ 
erstreckte  Integral  gleich  dem  längs  /.'gg  erstreckten  —  im  Sinne 
der  Bewegung  von  (x^^,  yj  nach  (X,  Y).  Addition  ergibt,  daß 
die  Formel  (2)  auch  jetzt  besteht,  nach  Satz  10,  Nr.  617. 

Satz  13:  Sind  Uund  V innerhalb  eines  BereicJies  der  xy-Ebene 
stetige  Funktionen  von  x  und  y  mit  stetigen  partiellen  Ableitungen 
Uy  und  V^  und  ist  Udx  -f  Vdy  ein  vollständiges  Differential, 
so  ist  der  Wert  des  von  einer  Stelle  {xq,  y^  des  Bereiehes  bis 
zu  einer  Stelle  (X,  Y)  des  Bereiches  längs  eines  Weges  \  er- 
streckten Kurvenintegrcds  über  Udx  +  Vdy  gleich  dem  Werte  des 
längs  eines  andern  Weges  k^  von  demselben  Anfangspunkte  bis 
zu  demselben  Endpunkte  erstreckten  Kurvenintegrals  über 
Udx  -f  Vdy,  vorausgesetzt,  daß  nicht  nur  k^  und  k.2  vollständig 
dem  Bereiche  angehören,  sondern  auch  ziviscJien  \  und  k^  keine 
Stelle  liegt,  die  nicht  auch  dem  Bereiche  angehört. 
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Daß  diese  letzte  Voraussetzung  für  den  Beweis  durchaus 
wesentlich  ist,  soll  noch  die  Fig.  82  erläutern,  worin  der  Bereich 
das  schraffierte  ringförmige  Stück  sei.  Das 
Flächenstück  zwischen  /.'^  und  k^  ist  hier 
ein  Gebiet,  das  nicht  als  Bereich  E  für 
ein  i^/äc/<ewintegral  dienen  kann,  wie  es 
die  Anwendbarkeit  des  Satzes  11  der 
vorigen  Nummer  erfordert.  Dagegen  ge- 
hört hier  zu  Ji^  und  zu  dem  Wege  x  der- 
Fig.  82.  selbe  Integralwert. 


620.  Umkehrung  der  Betrachtung.  Wir  machen 
dieselben  Voraussetzungen  wie  vorher  über  die  Stetigkeit  hin- 
sichtlich der  Funktionen  ü  und  V,  wollen  aber  nicht  annehmen, 
daß  Udx  +  Vdy  gerade  ein  vollständiges  Differential  sei. 
Fragen  wir  uns  dann,  unter  welchen  Umständen  das  von 
(Xq,  Po)  bis  (X,  Y)  erstreckte  Kurvenintegral  über  Udx  +  Vdy 
einen  yom  Wege  /.•  unabhängigen  Betrag  haben  kann,  voraus- 
gesetzt, daß  alle  statthaften  Wege  dem  Bereiche  angehören 
und   keine   zwei   von   ihnen   eine   Stelle   einschließen,  die  nicht 

dem   Bereiche    angehört.      Nach   (1)    in    der 

letzten  Nummer  müßte 


(1) 


i> 


\Xo 


J'ß-'- 


Uy]  dx  dy 


Fig.  83. 


s-  sein  für  jedes  Stück  E  der  Ebene,  das  dem 
Bereiche  augehört.  Dies  gilt  z.  B.  für  irgend 
ein  Bechteck,  dessen  Seiten  den  Achsen  parallel 
sind,  siehe  Fig.  83,  vorausgesetzt,  daß  die  Ecken  (x^,  yj  und 
(X,  Y)  so  nahe  beieinander  gewählt  werden,  daß  das  ganze 
Rechteck  im  Variabilitätsbereiche  enthalten  ist.  Für  dieses 
Rechteck  besagt  die  Formel  (1)  nach  Nr.  573: 


Aß 


{V^-U,)dy\dx  =  0. 


Da   X  innerhalb  gewisser   Grenzen   veränderlich   ist,    so   steht 
links  eine  Funktion  von   X,  die  gleich   Null   ist,  so  daß  auch 
ihre  Ableitung  verschwindet: 
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/< 


{y.-U,)dy  =  0, 


woraus  ebenso  folgt:  V^  —  U^  =  0,  d.  h.   Udx  -\-  Vdy  ist  doch 
ein  vollständiges  Differential,  nach  Satz  1,  Nr.  609. 

Satz  13:  Sind  U  und  V  innerhalb  eines  BereicJies  der 
xy-Ehene  stetige  FunJctionen  von  x  und  y  mit  stetigen  partiellen 
Ableitungen  U^  und  V^,  so  ist  der  Bifferentialausdruch  Udx  -\-  Vdy 
dann  und  nur  dann  ein  vollständiges  Differential,  wenn  das 
Kurvenintegral 

J{Udx+  Vdy), 

k 


MnerstrecTxt  von  einer  Stelle  {x^,  y^)  des  Bereiches  bis  zu  irgend 
einer  andern  Stelle  {X,  Y)  des  Bereiches,  einen  Wert  hat,  der 
stets  derselbe  bleibt,  falls  der  Integrationsweg  k  durch  irgend  einen 
anderen  Integrationsweg  von  der  ersten  Stelle  bis  zw  zweiten 
ersetzt  wird,  vorausgesetzt,  daß  zwischen  beiden  Integrationswegen 
keine  Stelle  gelegen  ist,  die  nicht  dem  Variabilitätsbereiche  angehört. 
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Achtes  Kapitel. 
Fuiiktioiieu  einer  komplexen  Veränderlichen. 


§  1.    Definition  der  monogenen  Funktionen. 

621.  Vortaemerkung.  Wir  knüpfen  jetzt,  namentlich 
um  den  Integral begi-iff  auch  auf  den  komplexen  Bereich  aus- 
dehnen zu  können,  an  das  elfte  Kapitel  des  ersten  Bandes  an. 
Dort,  in  Nr.  365,  definierten  wir  w  =  u  -\-  iv  als  eine  FiinJcfiotz 
von  s  =  X  -\-  iy,  wenn  eine  Vorschrift  vorhanden  war,  nach 
der  jedem  Werte  der  komplexen  Veränderlichen  z  innerhalb 
eines  Variabilitätsbereiches  der  komplexen  Zahlenebeue  ein 
Wert  der  komplexen  Veränderlichen  ic  zugeordnet  wird.  Es 
ist  also  ein  Variabilitätsbereich  für  ein  reelles  Wertepaar  x,  y 
anzunehmen.  Sind  alsdann  u(x,  y)  und  v(x,  y)  reelle  Funktionen 
von  X  und  y  in  diesem  Variabilitätsbereiche,  so  ist 

('!)  IV  =  u{x,  y)  +  iv{x,  y) 

der  allgemeine  Ausdruck  einer  Funktion  der  komplexen  Ver- 
änderlichen z  =  X  -{-  iy.  Diesen  Funldionsbegrijf'  iverden  wir 
nun  ziveckmäßig  einschränlen.  Diejenigen  Funktionen  nämlich^ 
die  wir  im  11.  Kapitel  des  1.  Bandes  genauer  untersuchten, 
z.  B.  die  Potenzreihen,  die  goniometri sehen  und  Exponential- 
funktionen, der  Logarithmus  sowie  die  rationalen  ganzen  oder 
gebrochenen  Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen,  haben 
ausnahmslos  Ableitungen  du-  :  dz.  Wir  wollen  deshalb  fest- 
stellen, unter  welchen  Bedingungen  die  Funktion  (1)  eine  Ab- 
leitung die  :  dz  hat,  und  uns  alsdann  auf  Funktionen  be- 
schränken, denen  Ableitungen  zukommen. 
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Die  Ableitung  ist  nach  Nr.  27  zu  definieren  als  der  Grenz- 
wert des  Bruches: 

^w       J{%i  -\-  iv)       Ju-{-  iziv 


(2) 
worin 


Jz        J{x-\-iy)        Jx  -\-  iJy' 


z/m  =  u{x  +  ^x,  y  +  zJy)  —  u{x,  y), 
Jv  =  v{x  +  Jx,  y  +  ^y)  —  v{x,  y) 

ist,  und  zwar  als  derjenige  Grenzwert,  der  hervorgeht,  falls 
Ax  und  ziy  beide  unabhängig  voneinander  nach  Nidl  streben. 
Im  allgemeinen  kann  eine  von  zlx  und  Ay  abhängige 
Größe  verschiedenen  Grenzwerten  zustreben  je  nach  der 
Art,  wie  man  z/.r  und  Jy  sich  der  Null  nähern  läßt,  da  hier 
ein  doppelter  Grenzübergang  zu  machen  ist.  Z.  B.  der  sehr 
einfache  Ausdruck  zJy  :  zix  kann  für  lim  zJx  =  0,  lim  zJy  =  0 
alle  möglichen  Werte  annehmen.  Mau  setze  nämlich,  indem 
man  unter  Tc  irgend  eine  bestimmte  Zahl  versteht,  zly  =  kzfx. 
Für  lim  zJx  =  0  ist  dann  auch  lim  z/y  =  0,  während  der  Grenz- 
wert des  Bruches  Ay  :  zJx  gleich  k  wird.  Die  Zahl  Je  aber 
konnte  ganz  beliebig  gewählt  werden.  Der  Bruch  z/«/ :  zJx 
also  hat  für  lim  zJx  =  0,  lim  zly  ==  0  keinen  bestimmten  Grenz- 
wert. Daher  wird  auch  der  Bruch  (2)  für  lim  Ax  =  0,  lim  z/i/  =  0 
nur  unter  gewissen  Bedingungen  einen  bestimmten  Grenzwert 
haben. 

622.  Bedingungen  für  die  Existenz  einer  Ableitung. 

Unter  der  A'oraussetzung,  daß  u(x,  y)  und  v{x,  y)  nebst  ihren 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  stetige  reelle  Funktionen 
von  X,  y  innerhalb  des  Variabilitätsbereiches  seien,  ist  es  leicht, 
die  Bedingungen  für  das  Vorhandensein  eines  solchen  Grenz- 
wertes aufzustellen. 

Wir  schreiben  zunächst  vor,  daß  zJx  und  Ay  so  nach 
Null  streben  sollen,  daß  dabei  stets  ziy  =  kzlx  bleibt,  wobei  Je 
eine  beliebig  gewählte  Zahl  bedeute.     Alsdann  ist: 

z/((  =  ii{x  +  Ax,  y  +  JczJx)  —  u(x,  y), 

z/v  =  v{x  -\-  Ax,  y  +  Jczix)  —  v(x,  y) 
und: 

r  *  — 

Jw       /ix        Ax 

Az  \-\-ilc 

2y*    [621,  ea» 
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Die  Brüche  zlu  :  ^x  und  z/v  :  ^x  sind  jetzt  so  beschaffen, 
daß  ihre  Zähler  und  Nenner  für  Jx  =  0  verschwinden,  so  daß 
wir  ihre  Grenzwerte  nach  Satz  25,  Nr.  129.  bilden,  indem  wir 
Zähler  und  Nenner  für  sich  nach  z/a;  differenzieren  und  alsdann 
^x  =  0  setzen.     Es  kommt  so: 

,.      du       du(x,y)    ,    T  du(x,  y)  ,.     dv       cv(x,y)    .    j  dv(x,  y) 

lim  --  =  — X-^-  +  l-  — ^^-^  ,         lim  -,    =  — ;:r-^^  +  k  — ~-—  , 
Jx  ox  cy      ^  dx  ex  oy 

mithin: 

(1)  lim 


dW  _  "x  +  ^"^y  +  ^"^^:,  +  ^-V 

~Jz  ^  1  +  il- 


Dieser  Grenzwert  ist  nur  dann  von  der  willkürlich  gewählten 
Zahl  h  unabhänmcr  wenn  sich  auch  vom  Zähler  der  Faktor 
1  +  ik  absondern  läßt,  d.  h.  wenn  der  Zähler  für  Ä-  =  i  ver- 
schwindet.    Also  ist  zu  fordern: 

oder: 

«X  -  "v  +  «'(«5,  +  ^x)  =  ^• 

Da  u  und  v  reelle  Funktionen  sind,  zerfällt  diese  Bedingung 
in  die  beiden: 

(2)  u,  =  V,,,         u,j  =  -  r,. 

Sind  diese  Bedingungen  erfüUt,  so  gibt  (Ij  für  jeden  Wert 
von  h'. 

(3)  lim  J^^=u^-iUy. 

Aber  die  Vorschrift,  daß  /ly  -.  Ax  eine  Konstante  k  sei, 
haben  wir  willkürlich  in  die  Betrachtung  hineingebracht.  Es 
handelt  sich  darum,  zu  untersuchen,  ob  Au: :  Az  einen  bestimmten 
endlichen  Grenzwert  hat,  wie  auch  immer  Ax  und  Ay  nach 
Null  streben  mögen.  Wir  wissen  daher  bis  jetzt  nur,  daß  die 
Bedingungen  (2)  notuendig  sind,  und  wollen  nun  zeigen,  daß 
sie  auch  hinreichen. 

Nunmehr  also  nehmen  wir  an,  daß  die  Bedingungen 
(2)  erfüllt  seien,  und  lassen  Ax  und  Ay  in  beliebiger  Weise 
nach  Null  streben.  Da  wir  voraussetzen,  daß  u  und  v  stetig 
seien,  so  ist  nach  Satz  28,  Nr.   137: 

Au=u(x-\-Ax,y-\-Ay)—u{x,y)  =  [Ax-u^-\-Ay-Uy]:,  +  eJx.y  +  ejy, 
Av  =  v(xi-Ar,y-\-Ay)  —  v{x,y)  =  {Ax-v^-\-Ay'Vy}^+c^jx,y-i-&jy, 
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wobei  6  und  ^  positive  echte  Brüclie  bedeuten  und  die  Indizes 
andeuten  sollen,  daß  x  und  y  in  den  geschweiften  Klammem 
durch  diese  Indizes  zu  ersetzen  sind.  Es  wird  jedoch  be- 
quemer sein,  das  Wertepaar  x  +  6 zlx,  y  +  OzJy  mit  x^^,  y^ 
und  das  Wertepaar  x  -\-  %■  zl  x,  y  -\-  %■  zl  y  mit  x^,  y^  zu  bezeichnen 
und  dementsprechend  u{x^,  y^)  mit  ii^  und  v{x^,  y.^)  mit  v^, 
so  daß 

wird.     Infolge  der  Annahme  (2)  ist  nun: 

wenn  u{x2,  y^)  mit  ?<2  bezeichnet  wird  Demnach  lassen  sich 
die  Zunahmen  (4)  so  ausdrücken: 

z/h  =  TT-^  zix  +  TT-^  zly,         Av  =  —  -^  /ix  +  5-^  Ay, 
cx^  dyi     ^'  dy^  dx^     ^' 

so  daß  sich  der  Bruch 

Ju  ,  ./iv 
^w  Ju-\-  i^v  Ax  Ax 
Jz        Jx-\-iJy  ,    .Ay 

Jx 

auf  die  Form  bringen  läßt: 

du^       .du. 

±  ^  i 

.dx^        dyi    Ay 


l+i 


du^       .du^    Jx 


^'  ^  Az        \dx^         dyj 


Jtv       (du^        du^X  dx^        dy. 


dx 


Wenn  nun   u   und  v,   wie  wir  annehmen,  stetige  partielle 
Ableitungen  erster  Ordnung  haben,  so  streben 

cu,       du^     1  du,        du, 

i         _-      bzw      — -       — ^ 

dx^ '     dx^  '      dyi  '     dy^ 

für  lim  Ax  =  0,  lim  Ay  =  0  nach 

dli     ^  du 

^r-   bzw.  ^5— , 
ex  dy ' 

weil  a^i,  «/j   und    ebenso    x^,  y^   von    a;,  y   nur  um   BAx,  SAy 
bzw.  Q-Ax,  &Ay  abweichen.     Folglich   ist   der   Grenzwert   des 
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in  (5)  rechts  im  Zähler  auftretenden  Bruches,  nämlich  des  Faktors 

von  izly  :  ^x,  gleich  Eins,  so  daß  wie  in  (3)  hervorgeht: 

,„.  -..      ^w       du       .du 

(6)  lim  -r-  =  ^j i  ^-^ 

^  '  z/2       ox         oy 

Also  gilt  der 

Satz  1:   Sind  u(x,y)  und  v(x,y)  nehst  ihren  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  reelle  stetige  Funktionen  von  x  und  y 
innerhalb  eines  Variahilitätsbereiches,  so  daß 
w  =  u{x,  ij)  +  iv{x,  y) 

eine  Funliion  der  komplexen  Veränderlich e>i  z  =  x  -\-  iy  inner- 
halb des  entsprechenden  Bereiches  der  komplexen  Zahlenebene  ist, 
so  hat  der  Differenzenquotient 

Jz        Jx-\-iJy 

für  lim  zix  =  0,  lim  z/i/  =  0  dann  und  nur  dann  einen  be- 
stimmten endlichen  Grenzivert,  der  von  der  Art,  wie  ^x  und  Ay 
nach  Nidl  streben,  unabhängig  ist,  wenn  innerhalb  des  Bereiches 

die  Bedingungen: 

du       dv  du dv 

dx       dy'        dy  dx 

erfüllt  sind. 

623.  Monogene  Funktionen.    Es  soll  von  nun  an 

(1)  w  =  u{x,  y)  +  iv  {x,  y) 

eine  monogene  Funktion  der  komplexen  Veränderlichen  z  =  x-{-iy 
innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  der  komplexen  Zahlenebene 
heißen,  wenn  u  und  v  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  innerhalb  des  zugehörigen  Bereiches  der  reellen 
Wertepaare  x,  y  reelle  stetige  Funktionen  von  x  und  y  sind, 
die  den  Bedinooingen 

.^~.  du cv  c  u  dv_ 

^  ■^  dx       dy'        dy  dx 

genügen.  Man  nennt  diese  Bedingungen  die  Cauchy-Riemann- 
schen  Gleichungen. 

Jede  monogene  Funktion  hat  nach  den  Ergebnissen  der 
letzten  Nummer  innerhalb  des  Bereiches  überall  eine  Ab- 
leitung: 


div       T      ^w 
-j-  =  lim  — - , 
dz  ^z ' 


tfää,  6^3] 
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die  wir  auch  ihren  Diff'erentialquotienten  nennen  und  die  nach 
der  Formel  (6)  der  letzten  Nummer  den  Wert 

/q\  div du        .du 

^  ■'  dz        dx  dy 

hat,  wofür  wir  auch  nach  (2)  schreiben  können: 

/.\  div eil    .     ■  c V  d{ii  +  iv)       dw 

^  ^  dz       ex    '      ex  dx  ex 

Wenn    wir    künftig    eine   monogene   Funktion   von   z   mit 
/'(^)  bezeichnen,  so  soll  natürlich  f'(z)  ihre  Ableitung  bedeuten. 
Wir  behaupten  nun  umgekehrt: 

Satz  2:  Ist  innerhalb  eines  Bereiches  der  Txomplexen  Zahlen- 
ebene  die  Größe  iv  ===  u  -\-  iv  als  eine  Funktion  der  Größe 
s  =  X  +  iy  definiert  und  zwar  derart,  daß  der  Differenzen- 
quotient 

Jw       du  -\-  idv 
dz        dx  ■\-  idy 

für  lim  z/ic  =  0,  lim  zJij  =  0  einen  bestimmten  endlichen  Grenz- 
ivert  (p  -{-  iif;  hat,  so  ist  iv  eine  monogene  Fimldion  von  z,  so- 
bald u,  V,  (p  und  ip  innerhalb  des  Bereiches  stetige  reelle  Funlc- 
tionen  von  x  und  y  sind. 

Ist  nämlich  6  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl,  so  gibt  es 
nach  den  Annahmen  des  Satzes  eine  positive  Zahl  h  derart,  daß  für 

(5)  zJx\<h,       \Jy\<h 
auch  stets 

(6)  \dxXidy-^^^'^'^^    <^ 


ist.     Wählen  wir  insbesondere  zJy  =  0,  so  kommt: 

9'  +  '"(£-^):<^ 


du 

d  X 


oder  nach  einer  Bemerkung  in  Nr.  357: 

du  _,  I  dv        ,  !    ^ 

d.  h.  u   und  v   haben    stetige   partielle  Ableitungen    (p   und  j^ 
nach  x: 

n\  ^"  dv 

[633 


456       Kap.  VIII.     Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen. 
Ebenso  liefert  (6)  bei  der  Annahme  /ix  =  0: 


Av  .  /J  u   .     ,\     ^ 


d.  L 


Jy 


A  y  '  \  ^  y 


so  daß  11  und  v  die  stetigen  partiellen  Ableitungen  nach  y 
haben: 

(8)  .=—  =  —   T/^,  :—   =   OP. 

Die  Ableitungen  (7)  und  (8)  erfüllen  offenbar  die  Cauchy- 
Riemannschen  Gleichungen  (2);  folglich  ist  unser  Satz  2  be- 
wiesen.    Wir  können  ihn  etwas  knapper  so  formulieren: 

Satz  3:  Ist  innerhalb  eines  Bereiches  der  komplexen  Zahlen- 
ebene f{z)  eine  solche  stetige  Funktion  von  z  =  x  -\-  iy,  die  eben- 
da eine  stetige  Ableitung  f'{z)  hat,  so  ist  f(z)  in  dem  Bereiche 
eine  monogene  Funktion. 

In  Nr.  365  definierten  wir  die  analytischen  Funktionen, 
nämlich  die  Potenzreihen: 

/■(^)  =  ^0  +  <^i(^  -  ^o)  +  f"2(^  -  ^o)^  H +  c„(z  -  z^y  H 

Sie  sind  nach  Satz  16,  Nr.  367,  innerhalb  ihrer  Konvergenz- 
kreise stetig  und  haben  dort  nach  Satz  19,  Nr.  370,  die  eben- 
falls stetigen  Ableitungen: 

f'{z)=C,  +  2C2  (^  -  ^o)  +  •  •  •  +  «^n(^  -  ^o)"~'+  •  •  •• 

Hieraus  folgt  nach  unserem  Satze:  Die  analytischen  Funk- 
tionen sind  monogene  Funktionen.  Nach  Nr.  366,  Nr.  373  und 
Nr.  374  gehören  die  ganzen  rationalen  Funktionen  und  die 
Funktionen  e%  sin  z,  cos  z,  (1  +  z)'"  zu  den  analytischen  und 
demnach  auch  zu  den  monogenen  Funktionen.  Dasselbe  gilt 
nach  Nr.  376  für  den  Hauptuert  des  Loga/rithmus,  wenn  dabei 
von  den  Stellen  der  negativen  reellen  Achse  abge.sehen  wird. 
Daß  auch  die  andern,  im  11.  Kap.  des  1.  Bandes  vorkommenden 
besonderen  Funktionen  monogen  sind,  wird  sich  in  den  nächsten 
Nummern  zeigen. 

Wir  werden  später  sogar  erkennen  (in  Nr.  643),  daß  sich 
jede    monogene    Funktion    in    der    Umgebung    einer    Stelle  Zq 
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ihres  Bereiches  als  Potenzreihe  nach  steigenden  ganzen  posi- 
tiven Potenzen  von  z  —  z^  entwickeln  läßt,  d.  h.  in  jener  Um- 
gebung eine  analytische  Funktion  ist. 

624.  Summen,  Differenzen,  Produkte  und  Quotien- 
ten von  monogenen  Funktionen.  Sind  u^  +  i  i\  und  %  +  i  v^ 
in  einem  gemeinsamen  Bereiche  monogene  Funktionen  w^  und 
n\  von  z  oder  x  +  iy,  so  ist: 

^  ■^  dx      dy'    dy  ex''         ex      dy '    cy  dx 

Im  gemeinsamen  Bereiche  genügen  nun  auch  die  vier  Funk- 
tionen 

den  Cauchy-Riemannschen  Gleichungen,  wenn  nur  bei  der  letzten 
Funktion  von  denjenigen  Stellen  abgesehen  wird,  wo  u\  ver- 
schwindet. Es  wird  genügen,  den  Beweis  etwa  für  das  Produkt 
iVyW^  anzudeuten.     Bringen   wir  es  auf  die   Form   u  -\-  iv,    so 

kommt: 

u  =  u^  u^  —  v^  i-g,       V  =  Hl  ^2  +  v^  »2- 

Differentiation  dieser  Funktionen  gibt  nach  (1): 

du      du,       .       ctii     cv,  cv^     du.       ,       du^  ,  du,       ,       du. 

cy      dy   -        ^  cy      cy    ^       ^  dy      cy    ^  ^     ^  dx   ^  dx    ^  ^    ^  cy  ' 

d.  h. 

du       cv 

dx       dy 

Ebenso  ergibt  sich  die  zweite  Cauchy-Riemannsehe  Gleichung. 
Da  Entsprechendes  in  den  andern  Fällen  gilt,  so  können  wir 
sagen: 

Satz  4:  Sind  iv\  und  ii\  in  einem  gemeinsamen  Bereiche 
monogene  FunMionen  von  z  =  x  -\-  iy,  so  gilt  dasselbe  ebenda 
von  ihrer  Summe,  ihrer  Differenz,  ihrem  Produkte  und  ihrem 
Quotienten.  Nur  muß  man  im  letzten  Falle  den  Bereich  soweit 
einschränken,  daß  die  Funktion  w^  darin  nirgends  verschivindet. 

Z.  B.  folgt  hieraus,  daß  tg^;  =  sin^  :  cos^,  die  in  Nr.  375 
eingeführte  Funktion,  monogen  in  einem  solchen  Bereiche  ist, 
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WO  COS  5  nicht  verschwindet.  Entsprechendes  gilt  von 
ctg ^  =  cos  ^  :  sin  0.  Auch  erhellt  jetzt,  daß  eine  gehrochene 
rntionale  Funldion  (Nr.  379)  monogen  in  einem  jeden  solchen 
Bereiche  ist,  in  dem  ihr  Nenner  nicht  verschwindet. 

625.  Funktionen  von  Funktionen.  Es  gilt  der 
Satz  5:  Ist  w  =  f{z)  innerhalb  eines  Bereiches  für  z  eine 
monogene  Funldion  von  z  und  ferner  W  =  F(iv)  innerhalb  eines 
Bereiches  für  w  eine  mmiogene  Funliion  von  ic.  so  ist  auch  W 
eine  monogene  Funktion  von  z  für  diejenigen  Werte  von  z  inner- 
halb des  ersten  Bereiches,  denen  vermöge  w  =  f(z)  solche  Werte 
IV  zugehören,  die  im  ziveiten  Bereiche  liegen. 

Es  sei  nämlich  z  =  x  -{-  itj  und 
u  =  f{z)  =  u {x,  y)  -f  /  V ix,  y) ,      W  =  Fiic)  =  U{u,  v)  +  i  V{u,  v). 

Nach  Voraussetzung  sind  «  und  v  im  ersten  Bereiche  reelle 
stetige  Funktionen  von  x  und  y  mit  stetigen  partiellen  Ab- 
leitungen    erster     Ordnung,     die     den     Cauchy  -  Riemannschen 

Gleichungen 

,^.  du dv  du cv 

^  ^  dx       dy^         cy  ex 

genügen.  Ebenso  sind  ü  und  V  im  zweiten  Bereiche  reelle 
stetige  Funktionen  von  u  und  v  mit  stetigen  partiellen  Ab- 
leitungen erster   Ordnung,    die   entsprechend  den  Gleichungen: 

xtjv  dU dV  dU dV 

^~'  du       8v '  cv  du 

genügen.  Beschränken  wir  uns  auf  solche  Wertepaare  x,  y 
des  ersten  Bereiches,  zu  denen  infolge  von  iv  =  f{z)  Werte- 
paare u,  V  gehören,  die  im  zweiten  Bereiche  liegen,  so  sind 
U  und  V  als  Funktionen  von  u  und  v  nach  Satz  8,  Nr.  22, 
stetige  Funktionen  von  x  und  y,  die  nach  Satz  21,  Nr.  41, 
die  stetigen  partiellen  Ableitungen  haben: 

Aus  (1)  und  (2)  ersehen  wir,  daß  U^=  F,^und  Uy=—  F^ist,  d.h.  V 
und  F,  als  Funktionen  von  x  und  //  aufgefaßt,  wiederum  den 
Cauchy-Riemanuschen  Gleichungen  genügen,  was  zu  beweisen  war. 
624,  635] 
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Nach  (4)  in  Nr.  623  hat  die  somit  monogene  Funktion  W 
Ton  z  die  Ableitung   t'^^  +  '  ^"j,  die  sich  nach  (3)  so  darstellt: 

d.  h.  mit  Rücksicht  auf  (1)  und  (2)  so: 

oder: 

^  -^  rfs         diu   d!0 

D/e  Begel  für  die  Differentiation  einer  FimJition  von  einer 

Funktion  (Nr.  38)  gilt  demnach  auch  für  7nonogene  Funktionen. 

Als  eine  Anwendung  des  Satzes  5  erwähnen  wir,  daß  mit 

,„       1  ,  1  +  iz 

W  =  „-.  In  2V,  ZV  =  r— ^T- 

2?  '  1  —  iz 

auch 

,„       1  ,    1  -f  iz 

d.  h.    nach    (1)    in   Nr.    377    der    Arkustangens    von    s    eine 
monogene  Funktion  von  2  ist. 
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626.     Die    durch    eine    monogene    Funktion    ver- 
mittelte Atabildung,     Wenn 

(1)  tv  =  II  (x,  y)  +  iv(x,  y) 

innerhalb  eines  Bereiches  eine  monogene  Funktion  von  z  =  x  -\-iy 
ist,  so  entspricht  jeder  Stelle  z  des  Bereiches  eine  komplexe 
Zahl  ic.  Wie  wir  z  durch  einen  Punkt  der  komplexen  Zahlen- 
ebene mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  x  und  y  veranschau- 
lichen, können  wir  die  komplexe  Zahl  ic  durch  einen  Punkt  einer 
zweiten  Zahlenebene  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  n 
und  V  darstellen.  Da  u  und  v  nach  (1)  Funktionen  von  x 
und  y  sind,  so  entspricht  jeder  Stelle  z  des  Bereiches  in  der 
iS'-Ebene  eine  Stelle  iv  der  ir-Ebene,  d.  h.  der  Bereich  der 
5f-Ebene  wird  in  der  //-Ebene  ahgebildd. 

In  §  5  des  sechsten  Kapitels  sprachen  wir  allgemein  über 
Abbildungen  einer  Ebene  auf  einer  anderen  Ebene.    Wenn  wir 
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die  dort  gebrauchten  Bezeichnungen  a,  y  und  u,  v  yertauschen, 
so  sind  die  beiden  ersten  in  Nr.  593  formulierten  Voraus- 
setzungen diese:  Erstens  sollen  n  und  v  und  ihre  partiellen 
Ableitungen  erster  Ordnung  stetige  Funktionen  von  x  und  tj 
sein,  was  auch  hier  der  Fall  ist,  sobald  wir  uns  auf  den 
Variabilitätsbereich  der  monogenen  Funktion  w  beschränken. 
Zweitens  soll  die  Funktionaldeterminante 
2)  =  u^Vy  -  vji,j  H=  0 
sein.  Auch  diese  Voraussetzung  können  wir  erfüllen,  denn 
wegen  der  Cauchy-Riemannschen  Gleichungen 

(2)  «.  =  %,         u,j  =  -  v^ 
ist 

(3)  ^  =  ul  +  «I, 

also  nur  dann  ^  =  C>,  wenn  h,,  und  ?t,,  beide  gleich  Null  sind. 
Im  ganzen  Bereiche  könnte  dies  nur  dann  der  Fall  sein,  wenn 
II  =  konst.  wäre,  und  aus  (2)  würde  sich  noch  v  =  konst., 
also  IV  =  konst.  ergeben,  ein  Fall,  von  dem  wir  natürlich  ab- 
sehen. Wohl  aber  ist  es  denkbar,  daß  u^  und  u^  und  nach 
(2)  folglich  auch  v^  und  v  an  einzelnen  Stellen  des  Bereiches 
oder  längs  einzelner  Kurven  im  Bereiche  der  ^-Ebene  zugleich 
verschwinden.  Alle  solche  Stellen  scJdießen  ivir  ausdrücklich 
vom  Bereiche  aus.  Die  dritte  in  Nr.  593  formulierte  Voraus- 
setzung bezieht  sich  nur  auf  die  JJynJiehrung  der  Abbildung, 
die  wir  hier  nicht  in  Betracht  ziehen  wollen. 

Nach  Satz  11,  Nr.  595,  entspricht  jeder  Richtung,  die 
von  einer  Stelle  z  der  ^;-Ebene  ausgeht  und  mit  der  positiven 
iC-Achse  den  Winkel  a  bilde,  eine  von  der  Bildstelle  iv  aus- 
gehende Richtung,  die  etwa  mit  der  positiven  ««-Achse  den 
Winkel  ß  einschließe.  Dabei  ist  nach  (3)  in  Nr.  595,  worin 
X,  y,  a  mit  u,  v,  ß  vertauscht  Averden  müssen  und  cp  und  j/> 
mit  u  und  .  v  zu  bezeichnen  sind : 

(A)  t2  ß  =  '-^+'^*^^  =  ~  ^±!iL*i"  . 

W  6  P         M_^  _j_  „^^  tg  ß  u^  -f  u^j  tg  a 

Der  letzte  Ausdruck  geht  durch  Anwendung  von  (2)  hervor. 
Es  kommt  also: 

(5)  tg(^-«)  =  -^"- 
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Die  Formel  (4)  von  Nr.  595  lautet  hier  so: 
dtgß  25 


<f  tgr  a 


{%  +  %  tg  oc)'' 


woraus  mit  Rücksicht  auf  (3)  und  (4)  folgt: 

dß  ^  ___®cos*^ ^<l  +  »I 

da        (ti^-{-ti^tga)^eos^oc 


{Uj.  eoscc  -j-  u^  sina)^  -|-  i^ — u  cosa-\-u^ain(xy 


oder  einfacher: 

(6) 


dß 

da 


=  1,     d.  h.     ß  =  a  -{-  konst. 


Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Formel  ist  diese: 
Fassen  wir  eine  bestimmte  Stelle  z  der  ^'-Ebene  und  ihr  Bild 
w  in  der  %"-Ebene  ins  Auge,  so  ist  für  zugeordnete  Richtungen 
/3  =  a  +  konst.,  wie  auch  die  Richtung  a  von  z  aus  gewählt  sein 
mag;  jedoch  für  einen  anderen  Punkt  z  wird  die  additive 
Konstante  eine  andere. 
Man  sieht  dies  auch  aus 
(5),  denn  danach  ist 


Fig.  84. 


ß  =  a  —  arc  tg 

das  letzte  Glied  also  von 
X  und  y,  d.  h.  von  der 
Wahl  der  Stelle  z  ab- 
hängig.     Wenn   wir   die 

^-Ebene  und  die  ?r- Ebene  nebeneinander  legen,  so  erhalten  wir 
die  den  Richtungen  a  (von  z  aus)  entsprechenden  Richtungen  ß 
(vom  Bildpunkte  iv  aus)  einfach  durch  Drehung  des  Büschels 
aller  Richtungen  a  um  einen  gewissen  Winkel,  der  allerdings 
von  Stelle  zu  Stelle  im  allgemeinen  ein  anderer  sein  wird, 
siehe  Fig.  84.  Es  ergibt  sich  also:  Zwei  Kurven,  die  von  der 
Stdle  z  ausgehen,  bilden  sicli  als  zivei  Kurven  ab,  die  von  der 
Bildstelle  w  ausgehen  und  dort  denselben  Winkel  miteinander 
einschließen  wie  jene  Kurven  an  der  Stelle  z.  und  zuar  stimmen 
auch  die  Drehsinne  beider  Winkel  überein.  Die  Abbildung  heißt 
daher  gleichsinnig  winkeltreu. 

Betrachten    wir    außer    einer    Stelle    z    eine    benachbarte 
Stelle  z  +  ziz  in  der  ^-Ebene.    Der  Bildpunkt  sei  mit  w  +  z/w 
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bezeichnet.  Die  Strecke  von  z  nach  z  +  Az  sei  gleich  As 
und  die  Strecke  von  iv  nach  u:  -\-  Aw  gleich  A6.  Alsdann 
ist,  wenn  die  Stelle  z  +  Az  die  rechtwinkligen  Koordinaten 
X  -\-  Ax,  y  -\-  Ay  und  die  Stelle  iv  +  Ate  die  rechtwinkligen 
Koordinaten  n  +  An,  v  +  Av  hat: 

{Asf  =  (Axf  +  (z/2/)^       (^(5)2  =  (Auf  +  (z/t;)2, 

d.  h. 

^  J  \Js/        Jx-\-i^y    Jx  —  iJy 

Nach  Nr.  622  aber  ist  für  lim  Acr  =  0,  lim  Ay  =  0  der  Grenz- 
wert des  ersten  Bruches  rechts,  der  ja  auch  mit  Aiv  :  Az  be- 
zeichnet werden  kann,  nichts  anderes  als  die  Ableitung  dtv :  dz 
oder  u^  —  iu^.  Wenn  wir  in  den  Schlußfolgerungen  von  Nr.  622 
überall  i  durch  —  /  ersetzen,  erkennen  wir,  daß  der  Grenzwert 
des  zweiten  Bruches  rechts  in  (7)  gleich  u^  -\-  iUy  ist.  Also 
folgt  mit  Rücksicht  auf  (3): 

(8)  lim  (^;)  =  u:  -f  11/  =  2). 

Allen  Stellen  der  ^-Ebene  in  der  Umgebung  einer  Stelle  z 
entsprechen  demnach  die  dem  Bildpunkte  tv  benachbarten  Stellen 
der  «-Ebene  derart,  daß  das  Verhältnis  aus  entsprechenden 
Strecken  einen  Grenzwert  hat,  der  zwar  von  der  Lage  des 
Pimktes  z,  jedoch  nicM  von  der  Richtung  abhängt,  in  der  man 
von  z  zu  einer  benachbarten  Stelle  gelangt.  Man  kann  also 
auch  sagen:  Je  kleiner  ein  Kreis  mit  der  Mitte  z  in  der 
5-Ebene  gewählt  wird,  um  so  mehr  nähert  sich  sein  Bild 
einem  Kreise  in  der  «f-Ebene,  dessen  Mitte  der  Bildpunkt  w 
von  z  ist.  Verbinden  wir  hiermit  die  Bemerkung  über  die 
Winkeltreue,  so  können  wir  sagen:  Eine  in  der  Umgebung 
der  Stelle  z  angenommene  Figur  hat  ein  Bild,  das  dem  Origi- 
nale ähnlich  wird,  wenn  die  Dimensionen  der  Figur  nach  Null 
streben.  Man  sagt  auch  nach  Gauß,  von  dem  diese  Betrach- 
tungen herrühren:  die  Ahbildimg  ist  in  den  kleinsten  Teilen 
ähnliclt.     Eine  solche  Abbildung  heißt  konform. 

Der  Ähnlichkeitsmaßstab  ist  allerdings  von  Stelle  zu  Stelle 
veränderlich,  wie  die  Formel  (8j  zeigt,  weil  X'  eine  Funktion 
von  X  und  y  ist. 
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Wir  fassen  die  Ergebnisse  zusammen  in  dem 

Sats  6:  Ist  iv  ==  u  -\-  iv  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches 
eine  monogene  Fimliion  von  z  =  x  -\-  iy,  so  vermittelt  sie  eine 
Ahhildung  dieses  Bereiches  der  s-Ebene  in  der  w-Ebene,  und 
zwar  ist  die  Abbildung  gleichsinnig  uinleltreu  oder  leonform. 
Abzusehen  ist  jedoch  von  allen  denjenigen  Stellen  des  Bereiches, 
an  denen  die  beiden  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  von 
u  und  demnach  auch  die  beiden  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  von  v  gleich  Null  sind. 

627.  Die  G-esamtheit  aller  konformen  Abbildungen. 

In  dem  letzten  Satze  heißt  es:  gleichsinnig  winkeltreu  oder 
konform.  Daß  in  der  Tat  die  gleichsinnige  Winkeltreue  ohne 
weiteres  nach  sich  zieht,  daß  die  Abbildung  konform  ist,  folgt 
daraus,  daß  es  keine  anderen  gleichsinnig  winkeltreuen  Abbil- 
dungen gibt  als  diejenigen,  die  durch  monogene  Funktionen 
vermittelt  werden.     Dies  wollen  wir  hier  beweisen. 

Wenn 
(1)  u  =  cp{x,y),       v  =  i^{x,y) 

die  Gleichungen  einer  Abbildung  der  :i'v-Ebene  in  der  av-Ebene 
sind,  wobei  wir  voraussetzen,  daß  ip  und  t^  nebst  ihren  par- 
tiellen Ableitungen  erster  Ordnung  in  einem  gewissen  Bereiche 
stetig  seien  und  daselbst  die  Funktionaldeterminante 

sei,  so  bestehen  zwischen  den  Winkeln  a.  ß  einander  zugeordneter 
Richtungen,  die  von  zusammengehörigen  Punkten  [x,  y)  und 
{u,  v)  beider  Ebenen  ausgehen,  nach  Nr.  595  die  Gleichungen 

°  ^        <?.•!  +  <3P</  tg  «  '       dtgcc        {cp^  +  (py  tg  a)*  ■ 

Wir  müssen  nämlich,  wie  die  Vergleichung  von  (1)  mit  den 
Formeln  (2)  in  Nr.  593  zeigt,  wieder  x,  y,  a  mit  u,  v,  ß  ver- 
tauschen.    Hieraus  folgt  nun  weiter: 

dß^ S 

da         {cp^  cos  a  -{-  (p   sin  <^)^-|-(i/'a;  cos  a  -\-  ipy  sin  or")* 

Die  Abbildung  ist  dann  und  nur  dann  gleichsirmig  winkeltreu^ 
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wenn  für  jede  Richtung  a  der  Bruch  dß  :  da  =  1  ist,  woraus 
einzeln  folgt,  daß 

sein  muß.  Aus  der  zweiten  Gleichung  (3)  und  aus  (2)  ergibt 
sich  nun  durch  Auflösung  nach  (p^  und  xl)^: 

d.  h.  wegen  der  ersten  Gleichung  (3): 

^y  =  -  ^x^        ^,J  =  9^x- 
Dies    aber    sind  die  Cauchy-Riemannschen  Gleichungen   für  qp 
und    t/;,    so    daß    also    cp  +  ^^'    eine    monogene   Funktion    von 
2  =  X  -\-  iy  sein  muß. 

Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen: 

Satz  7:  Jede  gleichsinnig  innkeltreue  Ahhildung  einer 
Ebene  ist  auch  Imifoi-m  und  wird  durch  eine  monogene  Funktion 
vermittelt. 

628.    Beispiel  einer  konformen   Abbildung.     Es  ist 

(1)  IV  =  U  -\-  IV  =  -  =  — r  .-  =     »    ,      g 
^   '  z        X  -\-ty       x^  -{-  y^ 

eine  monogene  Funktion,  bei  der 

^^^  "  ~  x^  +  y' '  ^  ~  x^  +  y^ 

ist.  Der  Variabilitätsbereich  der  Funktion  ist  die  ganze  ^-Ebene, 
abgesehen  vom  Nullpunkte  x  =  0,  y  =  0,  wo  u,  v,  u^,  u^,  v^ 
und  v^j  unstetig  werden.     Die  Funktionaldeterminante  ist  hier: 

^  =  Mi  +  uj,  =  (^r+^y* 

und  wird  nirgends  im  Bereiche  gleich  Null.     Die  Gleichungen 

(2)  vermitteln  also  eine  konforme  Abbildung  der  ganzen 
a' «/-Ebene,  abgesehen  vom  Nullpunkte,  auf  eine  Hf-Ebene,  und 
wir  wollen  diese  spezielle  konforme  Abbildung  etwas  genauer 
untersuchen. 

Sie  läßt  sich  leicht  mittels  der  sogenannten  Transformation 
durch  reziproke  Madien  lier stellen.     Ist   0  der  Anfangspunkt  der 
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xy-^hene  uud  P  ein  beliebiger  Punkt  dieser  Ebene,  so  be- 
steht die  Transformation  durch  reziproke  Radien  darin ^  daß 
man  auf  dem  Radiusvektor  OP  von  P  zu  demjenigen  Punkte  Q 
übergeht,  dessen  Radiusvektor  0  Q  gleich  dem  reziproken 
Werte  des  Radiusvektors   OP  von  P  ist,  so  daß  stets 

OP-  0Q  =  1 

ist.  Man  findet  Q,  indem  man  die  Polare  p  von  P  hinsicht- 
lich des  Eiuheitskreises  um  0  konstruiert  (siehe  Figur  85  und 
Fig.  86,  je   nachdem  P  außerhalb   oder   innerhalb  des  Kreises 


Fig.  85. 


Fig.  86. 


liegt)    und   in    Q   mit   der   Geraden    OP    zum   Schnitte   bringt. 
Hat  P  die  Koordinaten  x,  y,  so  hat  Q  die  Koordinaten 


y 


X-  +  y'- 


x^  -\-  t/^ 


Wenn  wir  nun  Q  an  der  a;-Achse  spiegeln,  d.  h.  P'  so  be- 
stimmen, daß  die  .r-Achse  die  Mittelsenkrechte  zu  QP'  wird, 
so  hat  P'  gerade  die  in  (2)  angegebenen  Koordinaten  u,  v. 

Sobald  wir  also  die  iir-Ebene  mit  entsprechenden  Achsen 
auf  die  xy-Woene  legen,  ergibt  sich  der  Bildpunkt  P'  oder 
(ii,  v)  eines  Punktes  P  oder  {Xy  y),  indem  man  zunächst  auf  P 
die  Transformation  durch  reziproke  Radien  und  auf  den  so 
gewonnenen  Punkt  Q  die  Spiegelung  an  der  a;-Achse  ausführt. 
Wir  wollen  aber  im  folgenden  die  beiden  Ebenen  wieder  von- 
einander trennen. 

Es  ist  bekannt,  daß  die  Transformation  durch  reziproke 
Radien  jeden  Kreis  in  einen  Kreis,  insbesondere  jeden  Kreis 
durch  0  in  eine  Gerade  und  jede  Gerade  in  einen  Kreis 
durch  0  verwandelt.  Da  die  Spiegelung  hieran  nichts  ändert, 
so    gilt    dasselbe    von    der    zu    betrachtenden    konformen    Ab- 
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bildung.     Es  ist  leicht,  dies  direkt  zu  zeigen.    Denn  nach  (2) 
haben  wir: 

(3)  X  =  ^s-:p^ ,         y  =  ^s_^  ^j  • 

Nun  ist  allgemein: 

A(x^  +  y^)  -h  Bx  +  Cy  -}-  D  =  0 
die  Gleichung  eines  Kreises  in  der  xy-Woene.   Vermöge  der  kon- 
formen Abbildung    entspricht    dem    Kreise   eine  Kurve   in   der 
HW-Ebene,    deren    Gleichung    durch    Einsetzen    der   Werte   (3) 
hervorgeht  und  daher  lautet: 

Ä-\-  Bu-  Cv  +  D{u^  +  v')  =  0, 
also    in    der    Tat    die    Gleichung    eines    Kreises    in    der    uv- 
Ebene    ist.      Ist    ^  =  0,    so    sehen    wir:    Jeder    Geraden    der 
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Fig.  87. 


j  ?/-Ebene  entspricht  ein  Kreis  durch  den  Anfangspunkt  der 
MV-Ebene.  Ist.  dagegen  D  =  0,  so  sehen  wir:  Jedem  Kreise 
durch  den  Anfangspunkt  der  a:?/-Ebene  entspricht  eine  Gerade 
der  Mt"-Ebene.  Insbesondere  entsprechen  der  Geraden  x  =  konst. 
und  y  =  konst.  bei  der  konformen  Abbildung  die  Kreise 
u^  -\-  v^  =  konst.  M     und     u^  -f  v^  =  konst.  v 

der  Mf-Ebene,   d.  h.   diejenigen  Kreise,  die  von  der  v-  bzw.  u- 
Achse  im  Anfangspunkte  berührt  werden. 

In    Fig.    87    sind    zwei    einander    entsprechende    Gebiete 
beider  Ebenen  veranschaulicht.      Verfolgt    man    in   der  linken 
Figur  irgend  eine  Kurve  /r,  so  kann  man  leicht  in  der  rechten  Figur 
ihr  Bild  A''  Punkt  für  Punkt  ermitteln. 
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§  3.    Integration  im  komplexen  Bereiche. 

629.  Definition  des  Integrals.  Es  sei  f{2)  eine 
Funktion  der  komplexen  Veränderlichen  2  =  x  -}-  iy.  Vorläufig 
bedürfen  wir  noch  nicht  der  besonderen  Voraussetzung,  daß 
f(2)  eine  monogene  Funktion  sei.  Es  genügt  vielmehr,  an- 
zunehmen, daß  f\2)  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  der 
^f-Ebene  eine  stetige  Funktion  von  z  sei,  vgl.  Nr.  365  und 
Nr.  367.  Ferner  sei  k  ein  von  Zq  bis  Z  erstreckter  Inteyrations- 
weg,  der  innerhalb  des  Bereiches  verläuft 
und  denjenigen  Anforderungen  genügt,  die 
wir  in  Nr.  617  an  einen  solchen  Weg  stellten. 

Wir  schalten  längs  Je  zwischen  z^  und  Z 
beliebig  viele  Stellen  2^,  z^,  ...  z^_^  ein, 
siehe  Fig.  88.  Für  jede  dieser  Stellen  hat 
f{z)  einen  bestimmten  Wert.  Alsdann  bilden 
wir  gerade   so  wie   in  Nr.  404   die  Summe: 

(1)  J  =  f{z,)  {z,  -  z,)  +  f{z,){z,  -  ^J  +  . . .  +  f{z,^_,){Z- ^„_0 

und  fragen,  ob  sie  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert  hat, 
falls  die  Anzahl  der  eingeschalteten  Punkte  längs  der  Kurve  h 
ohne  Ende  so  vermehrt  wird,  daß  alle  Differenzen  z^  —  z^, 
z^  —  Zi,  ...  Z  —  ^„  _  j  nach  Null  streben  und  demgemäß  die 
Anzahl  n  dieser  Differenzen  über  jede  Zahl  wächst. 

Aber  im  Unterschiede  von  den  Betrachtungen  in  §  2  des 
1.  Kap.  ist  hier  zu  beachten,  daß  f{z)  ebenso  wie  z  eine 
komplexe  Größe  ist.     Es  sei: 

f{z)  =  f{x  +  iy)  =  u{x,  y)  -\- iv{x,  y) 
und 

h==^o  +  iyo,  ^i  =  ^i  +  ?"!/i;  •••  ^„-i=a;„_i  +  iy„_i,  z=x+ir. 

Der  (l  +  1)^^  Summand  von  J"  hat  nun  den  Wert 

f(ßi)  i^i+i  -  ^i)  =  b^i^i,  yi)  +  ^'^K  ViWi^i+i  -  ^i)  +  Kvi+i  -  Vi)l 

Multiplizieren  wir  dies  aus  und  trennen  wir  dadurch  das 
Reelle  ab,  so  ergibt  sich,  wenn  wir  noch  zur  Vereinfachung 
u(Xi,  y^  und  v{Xi,  y^  mit  n^  und  v^  bezeichnen:  Die  Summe  J 
läßt  sich  auf  die  Form 

(2)  J^pj^iQ 

30*  r6»9 


468       Kap.  VUI.     Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen, 
bringen,  wo  P  und  Q  die  reellen  Summen  sind: 

n-l 


0 


Q  -^Mvi+i  -  yi)  +  ^iC^j+i  -  Xi)l 

u 

Natürlich  sind  dabei  unter  a;„  und  y^  die  Endwerte  X,  F  zu 
verstehen.     Wenn  wir  nun 

U  =  u(x,  y),  F  =  —  vfic,  1/) 

setzen,  so  hat  die  Summe  P  genau  die  Form  der  Summe  J 
in  Nr.  615,  und  dasselbe  gilt  von  der  Summe   Q,  wenn  wir 

ü=v{x,y),         V=^u{x,y) 

setzen.  Nach  Satz  8,  Nr.  616,  der  hinsichtlich  der  Natur  des 
Integrationsweges  in  Nr.  617  verallgemeinert  wurde,  folgt  also, 
daß  die  Grenzwerte  von  P  und  Q  die  reellen  Kurveninte- 
grale sind: 

lim P  =  I  (udx  —  vdy),         lim  Q  =  f  [vdx  +  udy). 

k  k 

Mit  Rücksicht  auf  (2)  ergibt  sich  folglich 

Satz  8:  Ist  Je  vin  von  der  Stelle  z^  nach  der  Stelle  Z 
gehender  Integrationsweg  innerhalb  des  Variahilitätsbereiches  einer 
stetigen  Funktion  f{z)  einer  komplexen  Veränderlichen  s  =  x-\-iy 
und  iverden  längs  k  zwischen  z^  und  Z  der  Reihe  nach  beliebig 
viele  Stellen  z^,  z^y  ...  z^_^  eingeschaltet,  so  hat  die  Summe 

f\z,){z,  -  z,)  +  f{z,){z,  -  ^J  +  .  .  .  +  f{z„_,){Z  -  ^„_J, 

falls  alle  Differenzen  z^  —  Zq,  z^  —  z^,  ...  Z  —  z^_^  nach  NuU 
streben  und  demnach  ihre  Anzahl  n  üher  jede  Zahl  tvächst,  den 
Grenzwert 

f  (udx  —  vdy)  -{-  i  I  (vdx  +  udy). 

■k  k" 

Hierin  bedeuten  u  und  v  diejenigen  stetigen  Funktionen  von  x 
und  y,  die  durch  die  Zerlegung 

f{z)  =  u{x,  y)  +  iv(x,  y) 
hervorgehen. 
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Wie  wir  schon  erwähnten,  ist  die  betrachtete  Summe  J 
und  die  sich  daran  anknüpfende  Untersuchung  die  naturgemäße 
Verallgemeinerung  der  in  Nr.  404  eingeführten  Summe  J  und 
der  damals  angestellten  Untersuchung,  so  daß  es  nahe  liegt, 
den  gefundenen  Grenzwert  als  das  'bestimmte  Integral  von  f{z) 
längs  h  zu  bezeichnen.     Dann  haben  wir: 

(3)  /  f{z)ds  =  I  {udx  —  vdy)  +  i  1  (vdx  +  udy). 

k  k  k 

Die  Bezeichnung  mit  ff{z)dz  ist  erlaubt,  weil  wir  bisher  noch 
gar  nicht  Integrale  im  komplexen  Bereiche  definiert  haben 
und  weil  sich  das  neue  Symbol  im  reellen  Falle  auf  das  alte 
Symbol  ffix)dj  reduziert. 

Übrigens  läßt  sich  die  Zerlegung  des  Integrals  in  der 
Form  (3)  sofort  gewinnen,  wenn  man  die  Multiplikation  aus- 
führt: 

f{z)ds  =  (ii  +  iv){dx  +  idy)  =  udx  —  vdy  -{-  i{ydx  +  udy) 
und  alsdann  die  Integralzeichen  einsetzt. 

Aus  der  Definition  des  Integrals  als  Grenzwertes  einer 
Summe  ergeben  sieh  sofort  die  folgenden  Sätze  entsprechend 
den  Sätzen  9  und  10  von  Nr.  617: 

Satz  9:  Das  längs  eines  Integral ionsivegcs  h  von  Zq  bis  Z 
erstreckte  Integral  einer  stetigen  Funktion  f{z)  ist  entgegengesetzt 
gleich  dem  längs  desselben  Weges  k,  jedoch  im  umgekehrten  Sinne, 
nämlich  von  Z  bis  z^,  erstreckten  Integral  derselben  Funktion. 

Satz  10:  Besieht  der  Integrationsweg  k  des  Integrals  einer 
stetigen  Funktion  f{z)  aus  mehreren  Teilen  k\,  k^,  ■  ■  ■ ,  so  ist 
das  Integral  gleich  der  Summe  der  auf  die  einzelnen  Teile 
Aj,  k^,  ■  ■  •  bezüglichen  Integrale  derselben  Funktion. 

630.  Mittelwertsatz.  Es  sei  G  der  größte  und  K  der 
kleinste  Wert,  den  der  absolute  Betrag  Ton  fiz)  längs  des 
Integrationsweges  k  erreicht.  Aus  Satz  2,  Nr.  4,  folgt  alsdann, 
daß  der  absolute  Betrag  der  in  voriger  Nummer  betrachteten 
Summe  J  zwischen 

n— 1  n—l 

^^\^i+i-^i\     und     G^z,^,-Zi\ 

0  0 
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liegt.  Nach  Nr.  356  aber  ist  ^,  +  i  — ^j  die  positiv  gemessene 
Länge  ^j^j  der  Strecke  von  der  Stelle  Zi  nach  der  Stelle  ^^^i- 
Also  kommt: 

K{p^  +  ö,  +  ■  •  •  +  ^„)  ^   e/  ^  G((?i  4-  ^2  +  •  •  •  +  6J. 

Nach  Nr.  543  ist  der  Grenzwert  der  Summe  aller  6  gleich  der 
positiv  gemessenen  Länge  s  der  Kurve  k  von  Zq  bis  Z,  weil 
der  Integrationsweg  A'  nach  Nr.  617  aus  lauter  Teilen  besteht, 
die  den  Voraussetzungen  in  Nr.  543  genügen.     Also  folgt: 

Satz  11:  Ist  k  ein  Integrationsiveg  im  Bereiche  der  stetigen 
Funktion  f{z)  und  s  seine  positiv  gemessene  Bogenlänge,  ist 
ferner  K  bzw.  G  der  kleinste  bzw.  größte  Wert,  den  der  ab- 
solute Betrag  von  f(z)  längs  der  Kurve  k  erreicht,  so  ist 


Ks£  ff{z)ds\£Gi 


An  einer  gewissen  Stelle  z^  von  /.•  hat  also  f{z)  gerade  einen 
solchen  absoluten  Betrag,  für  den 


(1)  \ff{^)dz\- 


/•(^i),« 


ist.     Wenn  nun  ferner  fiz^)  als  komplexe  Zahl  die  Amplitude 
03  hat,  so  ist 

(2)  f(Zi)  =  I  f(Zi) ;  (cos  Gj  +  i  sin  cj), 

nach  Nr.  355.     Ferner  hat  auch   das  Litegral 

ff{z)dz 
* 

als  komplexe  Größe  eine  gewisse  Amplitude  cp,  d.  h.  es  ist 
/  f(8)dz  =  i  /  f(z)dz  (cos  (p  -\-  i  sin  cp). 


Alsdann  folgt  aus  (1)  und  (2): 

/V/-\j_         rr    \        f^       _    1     ■     •      _\        r,  _  \  „  cos  qp -j- i  sin  qp 


f{z)dz  =  fiz^    s  (cos  ^>  +  i  sin  tf\  =  A;^0  s  ^^^^.-.^^ 
=  f{z^  s  [cos  (^  —  «)  +  i  sin  ( qp  —  co)]  =  f{z^  se'f-  '"\ 


nach  Nr.  373.     Bezeichnen  wir  (f  —  o  mit  %■,  so  folgt; 
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Satz  12  (Mittelwertsatz):  Ist  k  ein  Integrationsiveg  im 
Bereiche  einer  stetigen  Funliion  f{z)  und  s  seine  positiv  gemes- 
sene Bogenlänge ,  so  gibt  es  eine  Stelle  z^  auf  h  und  eine  reelle 
Größe  #•  derart,  daß  die  Gleichung  gilt: 


jf{z)dz^e^'f{z,)s. 


631.  Integrale  von  monogenen  Funktionen.  Bisher 
verstanden  wir  unter  f{z)  irgend  eine  stetige  Funktion  der 
komplexen  Größe  z  =  x  -\-  iy.  Von  jetzt  an  woUen  wir  an- 
nehmen, daß  f[z)  insbesondere  eine  monogene  Funktion  sei. 
Ist  wieder 

f{z)  ==  M  +  iv, 

so  bestehen  alsdann  die  Cauchv-Riemannschen  Gleichungen: 

du       dv  du  dv 

d  X       c  y'  cy  dx' 

die  nach  Satz  1,  Nr.  609,  besagen,  daß 

vdx  -f-  udy       und       udx  —  vdy 

vollständige  Differentiale  sind.  Das  Integral  (vgl.  (3)  in 
Nr.  629): 

(1)  /  f{z)dz  =  1  (udx  —  vdy)  -\-  i  1  (vdx  +  udy) 

k  k  k 

ist  also  jetzt  zurückgeführt  auf  zwei  reelle  Integrale  über  voll- 
ständige Differentiale.  Hieraus  ist  nach  Satz  12,  Nr.  619,  ein 
sehr  wichtiger  Schluß  zu  ziehen;  es  geht  nämlich  der  Satz 
hervor: 

Satz  13:  Ist  f{z)  eine  monogene  Funktion  von  z  und  gehen 
in  ihrem  Bereiche  von  der  Stelle  Zq  nach  der  Stelle  Z  zwei 
Integrationsicege  \  und  h^  derart,  daß  sie  keine  Stelle  ein- 
schließen, die  nicht  dem  Bereiche  der  Funktion  angehört,  so  ist 
das  längs  \  von  Zq  bis  Z  erstreckte  Integral  der  Funktion  f{z) 
gerade  so  groß  wie  das  längs  Ä'^  erstreckte: 

Jf(z)dz=Jf{z)dz. 
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Ziehen  wir  im  Bereiche  von  f{z)  einen  geschlossenen  Inte- 
grationsweg '/.,  der  nur  solche  Stellen  einschließt,  die  dem  Be- 
reiche angehören,  so  können  wir  Zq  und  Z  irgendwie  auf  x 
wählen  und  die  beiden  Teile  des  Weges  von  Zq  bis  Z  mit 
liy  und  Ä"2  bezeichnen.  Die  zu  /.j  und  Jc^  gehörigen  Integrale 
stimmen  nach  dem  letzten  Satze  überein.  Wenn  wir  nun  von 
Zq  über  Z  nach  z^  zurück  integrieren,  indem  wir  die  ganze 
geschlossene  Linie  x  durchlaufen,  so  wird  einer  der  beiden 
Wege  7ij  und  A^  in  entgegengesetztem  Sinne  wie  vorher  durch- 
laufen, so  daß  sich  nach  Satz  9,  Xr.  629,  auch  der  entgegen- 
gesetzte Integralwert  ergibt.  Demnach  heben  sich  dann  beide 
Integrale  auf.  Der  Satz  13  kann  also  auch  so  ausgesprochen 
"werden: 

Satz  14:  Ist  f{z)  eine  monogene  Funktion  von  z  und  ist  x 
ein  solcher  geschlossener  Integrationsueg,  der  ihrem  Bereiche  aw- 
gehört  und  auch  nur  solche  Stellen  einschließt,  die  im  Bereiche 
liegen,  so  ist  das  längs  x  crstrecldc  Integral  von  f{z)  gleich  Null: 


f' 


f(2J  dz  =  0. 

Vgl.  hierbei  auch  Satz  11   in  Nr.  618. 
Beispiel:  Wir  wollen  die  monogene  Funktion 

f{z^  =  z^  =  ix  +  iy]^  =  x^  —  i/  -f  2  ixy 

integrieren,    deren  Bereich   die   ganze  Ebene   ist.     Hier  haben 
wir  u  =  x^  —  y^   und    v  =  2  xy,    so    daß   die  Formel  (1)   für 
irgend  einen  Integra tions weg  Ji  von  £(,  nach  Z  gibt: 
z 

(2)  i  z^dz-=  I  [{ X' —y^)dx  —  2 xydy]  +  i  j  [2xydx-^(x^—y')dy]. 

Zo  k  k 

Auf  der  linken  Seite  dürfen  wir  nämlich  statt  des  Intecrrations- 
"weges  h  seine  Grenzen  z^  und  Z  angeben,  weil  eben  alle  Wege 
von  Zf^  bis  Z  nach  Satz  13  denselben  Wert  für  das  Integral 
liefern;  und  daß  dies  der  Fall  ist,  wollen  wir  nun  dadurch  be- 
stätigen, daß  wir  irgend  einen  Integrationsweg 

(3)  x^(p(f),  y  =  il'tt) 

annehmen,  wobei  x  und  y  für  ^  =  0  gleich  Xq  und  y^  und  für 
t  '=  T  gleich  X  und  Y  seien,  so  daß  der  Weg  in  der  Tat  von 
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der    Stelle    z^  =  Xq  +  it/^    nach    der   Stelle   Z  =  X  -\-  iY  geht. 
Es  ist  nach  (3) 

dx  =  (p'dt,         dy  =  xi)'  dt 

zu  setzen,  so  daß  (2)  liefert: 

z  r  T 

f  z^dj2=     [{(p^-iP")(p'-2(piljt']dt+i     [2(pxl;(p'  +  {(p^-ip^)ilj']dL 

Die  Integranden   auf  der   rechten   Seite   sind   die    Differential- 
quotienten von 

"1(95^  —  3^^^)     und     1(3^^^  —  jjj^), 

die  für  ^  =  0  gleich 

i  l-^o  -  3  x^vd     ^ind     i  (3 a'2 ^0  -  yl) 

und  für  t  =  T  gleich 

|(X3  -  3 X  r-)     und     1(3 X^  r -  Y') 

sind,  so  daß  kommt: 
z 

^z'dz  =  |rx3  -  3x  rn  - 1(^3  _  3^^y2) 
-f/[K3X^r-r^)-K3:^-^yo-yD] 

also,  wie  zu  erwarten  war: 


z 

ß 


632.  Einfach  zusammeuhäug-euder  Bereich.  Sind 
Zq  und  Z  Stellen  im  Bereiche  einer  monogenen  Funktion  f{z), 
so  daß  wir  f{z)  längs  eines  von  Zq  nach  Z  gehenden  Inte- 
grationsweges Ä\  innerhalb  des  Bereiches  integrieren  können, 
so  gehört  zur  Stelle  Z  ein  cjewisser  Wert  des  Integrals 


(1)  Jm 


jdz. 

Ist  von  Zq  nach  Z  irgend  ein  anderer  Integrationsweg  Ic^  inner- 
halb des  Bereiches  gezogen,  so  wird  jener  Wert  mit 

(2)  Jf(z)dz 
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Fig.  89. 


nach  Satz  13  der  letzten  Nummer  sicher  übereinstimmen,  falls 
zwischen  \  und  J:^  nur  solche  Stellen  liegen,  die  dem  Bereiche 
angehören.     Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  können  wir  auch  nicht 
sicher  sein,  daß  die  Integrale  (Ij  und  (2)  den- 
selben Wert  haben. 

Um  daher  sicher  zu  sein,  daß  das  Integral  (1) 
von  Sq   bis  Z   stets   denselben  Wert    hat,    wie 
auch  der  Integrationsweg  Je  beschaffen  sei,  wollen 
wir    den    vorhandenen  Bereich    der  monogenen 
Funktion   in  der  Weise  einschränken,   daß  alle 
Wege  /.",   die  man  von  ^^  nach  Z  im  Bereiche 
legen  kann,  nur  solche  Stellen  einschließen,  die  ebenfalls  dem 
Bereiche   angehören,   so  daß    dann   der  Satz  13  anwendbar  ist. 
Hat  z.  B.    der  Bereich  der  monogenen  Funktion  f{z)  die 
in  Fig.  89   angegebene  ringförmige   Gestalt, 
so  werden  zunächst  Wege  /q  und  J:^  von  z^ 
nach  Z  möglich  sein,  zwischen  denen  ein  Ge- 
biet liegt,  das  dem  Bereiche  nicht  angehört. 
Wenn  wir  jedoch  hier  die  äußere  und  innere 
Grenze     des    Bereiches    durch     irgend     eine 
Linie    a    verbinden    und    nun    vorschreiben, 
daß     kein     Integrationsweg     diese     Strecke 
überschreiten    darf,    so   sind   von  Zq  nach   Z  nur    noch  solche 
Wege  möglich,  zwischen  denen  ausschließlich   Stellen  des   Be- 
reiches   liegen.    Hat   der  Bereich  etwa  die  noch  kompliziertere 
Gestalt  wie  in  Fig.  90,   so  genügt  es,   zwei 
solche  Grenzlinien  a  und  h  neu  einzuführen, 
um  dieselbe  Wirkung  zu  erzielen. 

Jeder  Bereich  läßt  sich  so  durch  Hinzu- 
fügung   passender    und    in    ziemlich    hohem 
Maße   noch   willkürlich   zu   wählender  neuer 
Grenzlinien  auf  einen  solchen  Bereich  zurück- 
Fig.  91.  führen,    den   wir    einfach   msammenhängend 

nennen,  d.  h.  in  dem  nur  noch  solche  Wege 
von  einer  Stelle  nach  einer  anderen  Stelle  möglich  sind,  zwischen 
denen  nur  Stellen  des  Bereiches  liegen. 

1.  Beispiel:  Bei  der  in  Nr.  628  betrachteten  monogenen 
Funktion  1  :  z  besteht  der  Bereich  aus  der  ganzen  .^-Ebene, 
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abgesehen  von  der  Stelle  2  =  0.  Da  wir  von  Sq  nach  Z  auf 
zwei  Wegen  l\  und  ]:^  gelangen  können,  die  diese  Stelle  ein- 
schließen, siehe  Fig.  91,  so  ist  der  Bereich  nicht  einfach  zu- 
sammenhängend. Schreiben  wir  aber  noch  vor,  daß  kein  Weg 
die  negative  ,r- Achse  überschreiten  soll,  so  wird  der  Bereich 
einfach  zusammenhängend,  indem  alsdann  der  Weg  Ä;.2  un- 
möglich wird. 

<2.  Beispiel:  Bei  der  monogenen  Funktion 

1  1  1 -{- X-  —  y-  —  2ixy 

r+y*  ^  1  -f~«-^^^i/*  +  2ia;t/  ~~  (1  -{-  a;*  —  y~^*  -f  4a;^i/« 

ist: 

_  l-\-  X-  —  y- —^xy 

Es  werden    u    und    v  und  ihre    partiellen    Ableitungen    erster 

Ordnung   nur  da  unstetig,  wo  der  gemeinsame  Nenner  von  u 

und   V  verschwindet.     Da  aber  x  und  y  reell   sind,  tritt  dies 

nur    für    x  =  0,  y  =  ±l,    also    nur  an 

den   Stellen   2  =  ±i    ein.     Der   Bereich  .'■— -^ 

der    Funktion    1  :  (1 -f  ^")    ist    demnach  A /ä' , 

die    ganze    Ebene,    abgesehen    von    den  A  ,'' 

beiden    Stellen  3  =  ±i.    siehe   Fig.  92.       1-^ 

Aber    dieser    Bereich    ist    nicht    einfach  \ä^V 

zusammenhängend,  denn  die  in  der  Figur 

eingezeichneten  Wege  k,  Je',  k",  k"'  von 

2q  nach  Z  schließen  paarweise  wenigstens  ^^^  ^2 

eine   der  beiden  Unstetigkeitsstellen  ein. 

Der    Bereich    läßt    sich    jedoch    in    einen    einfach    zusammen- 

häno-enden   verwandeln,    indem   man   etwa   von   der   Stelle    -\- i 

aus   die   positive  ?/- Achse   ins  unbegrenzte   zieht  und  von  der 

Stelle  —  i  aus  die  negative  i/- Achse  und  vorschreibt,  daß  kein 

Inteo-rationswes  diese   beiden  Linien  überschreiten  darf.     Als- 

dann  noch  statthafte  Wege,    wie  k  und  x,  schließen   nunmehr 

keine  Unstetigkeitsstelle  mehr  ein. 

633.  Das  Integral  in  einem  einfach  zusammen- 
hängenden Bereiche  als  Funktion  seiner  oberen 
G-renze.  Es  sei  f^s}-  eine  monogene  Funktion;  ihr  Bereich 
sei  entweder  an  sich  einfach  zusammenhängend  oder  jedenfalls 
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durcli  geeignete  Vorschriften  auf  einen  solchen  reduziert  worden. 
Verbleiben  wir  nun  im  folgenden  stets  innerhalb  dieses  ein- 
fach zusammenhängenden  Bereiches,  so  können  wir  das  von 
einer  Stelle  s^  nach  einer  Stelle  Z  hin  erstreckte  Integral  längs 
irgend  eines  Integrationsweges  mit 


ß 


f{z)dz 


bezeichnen,  denn  alle  erlaubten  Integrationswege  von  z^  nach  Z 
liefern  jetzt  nach  Satz  13  von  Nr.  631  denselben  Wert  des 
Integrals. 

Wählen  wir  z^  bestimmt,  dagegen  Z  veränderlich,  so  ge- 
hört zu  jedem  Werte  von  Z  innerhalb  des  Bereiches  ein  und 
nur  ein  Wert  des  Integrals.  Nach  der  Definition  in  Nr.  36.5 
ist  das  Integral  folglich  eine  Funktion  seiner  oberen  Grenze  Z. 
Wir  wollen  diese  Funktion  mit  F{Z)  bezeichnen: 


F(Z)  =Jf(z)dz. 


Es  ist  leicht  zu  sehen,  daß  F[Z)  stetig  ist.    Bedeutet  nämlich 
Z -f  z/Z  irgend  eine  andere  Stelle  des  Bereiches,  so  ist 

F(Z+  JZ)=ff(z)dz, 

also  nach  Satz  10,  Nr.  629,  der  Zuwachs,  den  F{Z)  erfährt, 
wenn  Z  um  ^Z  wächst,  dieser: 

Z  +  JZ 

^F^ff{z)dz. 
z 

Dabei  ist  es  gleichgültig,  welcher  Integrationsweg  von  Z  nach 
Z  -{-  /i Z  gezogen  wird,  so  daß  wir  z.  B,  wenn  Z+  /iZ  hin- 
reichend nahe  bei  Z  liegt,  die  geradlinige  Strecke  von  Z  nach 
Z -\-  AZ  als  Weg  annehmen  dürfen.  Nach  Satz  12  von 
Nr.  630  gibt  es  auf  diesem  Integrationswege,  dessen  Länge  z/s 
sei,  eine  Stelle  z^  derart,  daß 

ziF\  =   f{z^\/is 
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wird.  Für  \imJZ=0  ist  lim  ^s  =  0  und  lim  f(2j)  =  f  (Z) ,  also 
limlz/FI  gleich  Null,  d.  h. 

lim  F(Z-{-JZ)^F{Z). 

JZ=0 

Dies  besagt  aber  nach  Nr.  367,  daß  F{Z)  eine  stetige  Funktion 
von  Z  ist. 

Wir  behaupten  weiter,  daß  diese  Funktion  eine  Ableitung 
hat.    Wenn  nämlich   die  monogene  Funktion 

f\z)  =  u  -\-  iv 

ist,  so  zerlegen  wir  F{Z)  ebenfalls  in  der  Form  U  +  /  F.  Es 
ist  nach  (1)   in  Nr.  631: 

U  =  j  {lidx  —  vdij),         ^  ^  f  {vdx  +  lidy), 

k  'k 

wobei  k  irgend  einen  Integrationsweg  von  Sq  nach  Z  bedeutet. 
Dies  sind  reelle  Integrale  über  vollständige  Differentiale, 
wie  in  Nr.  631  betont  wurde,  d.h.  es  sind,  wenn  Z  =  Ji.-{-iY 
gesetzt  wird,  die  Differentiale  von   ü  und   V: 

dU=u{X,  Y)dX-v{X,  Y)dY, 

dV=v{X,  Y)dX-^uiX,  Y)dY, 
also: 

dF=dü-\-idV 

=  u{X,  Y){dX  +  idY)  +  iv{X,  Y){dX  +  idY) 
oder,  da  ^X  -\-  idY ^  dZ  ist: 

If  =  u{X,  Y)  +  iviX,  Y)  =  aZ). 

Die  Funktion  F{Z)  hat  somit  die  Ableitung  f(Z).  Hieraus 
aber  folgt  nach  Satz  3,  Nr.  623: 

Satz  15:  Ist  Zq  eine  bestimmte  und  Z  eine  heliehige  Stelle 
eines  einfach  zusammenhängenden  Bereiches  der  monogenen 
Funktion  f(z),  so  ist  das  von  Zq  bis  Z  erstreckte  Integral  von 
f(z)  in  demselben  Bereiche  unabhängig  vom  Integrationswege 
und  stellt  eine  in  dem  Bereiche  monogene  Funktion  von  Z  vor, 
deren  Ableitung  gleich  f(Z)  ist. 

634.    Die    Integrale    von  e~,  sin;:;   und  cos^.     Die 

Funktion   e^  ist  in  der  ganzen  Ebene  monogen  (vgl.  Nr.  373). 
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Als  Integration s weg  von  z^  nacti  Z  können  wir  daher  eine  be- 
sonders bequeme  Linie  wählen,  etwa  die  in  Fig.  93  angegebene, 
die  aus  zwei  Strecken  a  und  &  besteht.  Wenn,  wie  immer, 
z  =  X  ^  iy,  Zq  =  Xq  +  iy^  und  Z  =  X  -f  i  Y 
gesetzt  wird,  so  ist  y  längs  a  konstant,  nämlich 
gleich  y^,  also  dy  =  0,  während  x  von  Xq  bis  X 
geht.  Längs  &  dagegen  ist  x=  X  und  dx  =  0, 
während  y  von  y^  bis  Y  geht.  Außerdem 
ist  e*  nach  Nr.  373  gleich  e'io.osy  -\-  i  sin«/), 
also  u  =  e'  cos  y,  v  =  e'  sin  y,  so  daß  die 
Formel  (1),  Nr.  631,  gibt: 


F 

1 

.^ 

1 

* 

% 

V  — 

?     a 

f    -r.      :?^ 

Fig.  03. 


f  e'dz  =  I  e'  cosy^dx  -\-i  1  e^siny^dx  =  {e^  —  e^»)(cosi/(j+«sini/o). 


I  e'dz=  I  —  e^  sin ydy  +  M  e^ cos ydy  =  e-^[cos  Y  —  cosy^ 

+  i{smY-smy,)l 

woraus  durch  Addition  sofort  der  vorauszusehende  Wert  folgt: 

z 
^dz  =  e^  —  e'". 


ß 


Analog  ergibt  sich  für  jeden  Integrationsweg: 


z 
I  sin  zdz  = 


cos  Zq  —  cos  Z, 


cos  zdz  =  sinZ  —  sin  Zn 


635.  Das  Integral  von  1:5;".    Ist  n  eine  ganze  posi- 
tive   Zahl,    so    ist    die  Funktion   z"   überall   monogen,    so   daß 

sich  leicht  ergibt: 

z 


ß 


z''dz=^ 


w+  1 


Dagegen  ist  die  Funktion  1  :  z"  in  der  ganzen  Ebene,  ab- 
gesehen von  der  Stelle  z  =  0,  monogen.  Ihr  Bereich  wird  ein- 
fach zusammenhängend,  wenn  wir  z.  B.  die  negative  a;-Achse 
als  Grenze  einführen,  die  nicht  überschritten  werden  darf. 
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Alsdann  ist  der  in  Fig.  94  angegebene  Integrationsweg  von 
^(,  nach  Z  erlaubt,  der  aus  der  Strecke  a  und  dem  Kreis- 
bogen &  besteht.  Ist  z  =  ()(cos  a  +  ^  sin  co\  siehe  Nr.  355,  so 
ist  nach  der  Moivreschen  Formel,  Nr.  358: 

1  1  COB  n  ©  —  i  sin  n  a 

Zn         pn  (cos  W  CO  -f  z  sin  w  oo)  p"  ' 

cos  n  CO  —  sin  n  co 

Ist  ferner 

(1)     2q  =  Qq  (cos  Wo  +  «  sin  raj ,         Z=  P(cos  ß  +  i  sin  H), 

so  folgt,  da  s  die  rechtwinkligen  Koordi-  ^ 

naten  x  =  q  cos  co,   y  =  p  sin  co  hat,    daß  '^\^ 

für  die  Stellen  z  auf  a  insbesondere  q  von  /P 

■■"^ 


X-^^^r 


Po  bis  P  veränderlich,  aber  co  =  «o,  dGj  =  0, 

also  dx  =  cos  coo  ^p  und  dy  =  sin  «o  ^9  i^^-  »-t^*^ 

Die  Formel  (1)  von  Nr.  631    gibt  daher:  Fig.  94. 

P  P 

^2)  ß^  _ß_os^^n-l)co,  ^^  _  ^Jsin(n- 1)0.0  ^^ 

a  Qo  do 

Längs  &  dagegen  ist  ()  ==  P,  dQ=0,  also  cia;  =  —  P  sin  co  (^ «, 
f/t/  =  P  cos  cod(o,  während  co  von  coo  bis  ü  geht.  Somit 
kommt: 

S2  Si 

,o\  Cdz         Ain(w  — 1)0)  j       .     .  fcos{n  —  l)io    , 

(3)  j  ^„  =j  -  -^,^-  rf«  +  ij  -^.rrr-  ^"- 

Ist  )?  =4=  1,  so  liefert  die  Ausführung  der  Integrationen 

/  —  =  — ^  T-^,  —  5-^1  [cos  («  —  1 )  üJo  —  i  sin  (w  —  1)  «o], 

/^  =  1_ — -rcos(w  — l)cOo  — isinfw  — Ijwo  — cos(w  — Ijß 

J   zn         [n  —  l)P«-i'-        ^  ■      "  '  ^     "  ^ 

*  +isin(w— l)ß], 

und  Addition  beider  Formeln  gibt  nach  (1),  wie  zu  erwarten  war: 
z 
Cdz^ 1__  /^ l_\ 

J    zn    ~  w_l\^«-l  zn-i) 

[635 
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636.  Das  Integral  von  1  :  z.  Wir  nehmen  jetzt  ins- 
besondere w  =  1  an:  dann  liefern  die  Formeln  (2)  und  (3) 
der  letzten  Nummer: 

woraus  durch  Addition  folgt: 
z 

(1)  (^  =  In  l  +  i{9.  -  «0 )  =  In  ^ I  +  i(ß  -  «o). 

Die  Amplituden  5i  und  oj^  von  Z  und  ^^  sind  dabei  zwischen 
—  %  und  +  2T  gelegen.  Das  Integral  ( X)  hat  die  Ableitung 
1  :  Z,  nach  Satz  15,  Nr.  633;  wir  werden  es  daher  als  den 
Loyaritlimus  im  komplexen  Bereiche  bezeichnen  und  zwar  als 
den  von  Z :  z^,  da  es  gleich  Null  für  Z  =  Zq  ist: 

(2)  Inf  =  ln   f    +i(ß-og. 

^0  0 

Rechts  steht  hier  der  reelle  Logarithmus  der  positiven  Zahl 
\Z:Zq\.     Insbesondere  kommt  für  Zq  =  \: 

(3)  lnZ=ln   Z.-^iP.. 

Dies  ist  in  der  Tat  nichts  anderes  als  die  Formel  (2)  von 
Nr.  376;  wir  haben  also  hier  den  Hauptwert  des  Logarithmus 
vor  uns.  Er  ist  überall  in  der  Ebene  definiert,  abgesehen  von 
der  negativen  ic-Achse,  siehe  Fig.  94. 

637.  Das  Integral  von  1  :  (^  —  c).  Vermöge  der  Sub- 
stitution z  =  z  —  c  führen  wir  dies  Integral  auf  das  vorige 
zurück.  Es  kommt  dann  nach  der  Formel  (1)  der  letzten 
Nummer : 

z  Z~c 

fjl-  =  fe=  In   ^^   +i(ß-«o), 

J   z—c      ,1     z  z^  —  c  ^  »^ ' 

WO  ü  —  O3o  den  Zuwachs  der  Amplitude  von  z  —  c  längs 
des  Integrationsweges  bedeutet.  Ein  einfach  zusammen- 
hängender Bereich,  in  dem  die  Formel  für  alle  Integrations- 
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wege  gilt,  ist  leicht  anzugeben.  Es  ist  nämlich  z  =  c  die  einzige 
Stelle-,  wo  1  :  {z  —  c)  unstetig  wird.  Wir  führen  daher  als 
Grenzlinie  etwa  die  von  der  Stelle  c  ausgehende  Parallele  zur 
negativen  a:-Achse  ein.  Aber  wir  können  auch  irgend  einen 
anderen  von  c  ausgehenden  Strahl  als  Grenze  annehmen,  die 
nicht  überschritten  werden  darf. 

638.  Das  Integral  von  1 :  (1  +  z%    Weil 

(1)  _L,  =  i(  A ^\ 

ist,  so  sind  von  dem  Bereiche  dieser  Funktion  nur  die  Stellen 
d:  *  ausgeschlossen.  Wir  ziehen  z.  B.  von  z  =  i  aus  die  posi- 
tive und  von  z  =  —  i  aus  die  negative  «/-Achse  bis  ins  End- 
lose wie  in  Fig.  92,  S.  475,  und  schreiben  vor,  daß  die  Inte- 
grationswege diese  Grenzen  nicht  überschreiten  dürfen.  Da 
die  Kurvenintegrale  wie  die  im  1.  Kap.  behandelten  Integrale 
Grenzwerte  von  Summen  sind,  gelten  auch  hier  die  Sätze  13 
und  15  von  Nr.  413  u.  414  über  das  Integral  einer  Summe 
und  über  die  Multiplikation  eines  Integrals  mit  einem  konstanten 
Faktor,  so  daß  aus  (1)  folgt: 

z  z  z 

Aber  nach  voriger  Nummer  ist: 
z  z 

/dz         1       Z—i\    ,    ./^  X        r  dz        ,      Z-\-i\       ..     ,  ,. 

wenn  Sl,  coq,  Sl',  co'q  die  Amplituden  von  Z  —  i,  Zq  —  i,  Z  ■{■  i, 
Zq  +  i  vorstellen.  Setzen  wir  diese  Werte  in  (2)  ein,  so 
kommt: 

■So 

Wir  werden  das  Integi-al,  da  es  nach  Satz  15,  Nr.  633,  die 
Ableitung  1  :  (1  -f-  Z^)  hat,  mit  arc  tg  Z  bezeichnen,  sobald  es 
gerade  so  wie  im  reellen  Gebiete  für  die  Stelle  Z  =  0  ver- 
schwindet.   Wir  wählen  also  Zq  =  0,  d.  h.  cOq  und  w^  als  Am- 
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plituden    von  —  i  und    +  i  gleich  —  \n    und    -\-  ^7t,    so  daß 

kommt: 

z 

(4)       arc  tg  Z  =/-r^p  =  ¥  ^^  [  f^'  j  +  K^"  ^'  +  ^)- 

0 

Es  muß  jedoch  nun  noch  gezeigt  weiden,  daß  die 
Formel  (1)  von  Nr.  377  auch  aus  (4)  abgeleitet  werden  kann. 
Dies  geschieht  so:  Sind  P  und  P'  die  absoluten  Beträge  von 
Z  —  i  und  Z  +  h  so  ist 

\±^  =  -^^=^[cosiSl-fl'-\-7t)  +  ism{Sl-Sl'  +  7ty\. 

Also   folgt   aus  (.i)  in  Nr.  636   für   den  Hauptwert   des  Loga- 
rithmus : 

lnl±j|  =  ln^  +  t(^^--^'  +  ^), 

daher  hieraus  und  aus  (4),  weil  P'  :  P  der  absolute  Betrag  von 
{Z+i):(Z-  i)  ist: 

/-\  J.       ry  1    1       14-  iZ 

(0)  ^r«tgZ==-.ln^^^. 

Hiermit  ist  die  Formel  (1)  von  Nr.  377  bestätigt. 


§  4.   Der  Cauehysche  Satz  und  seine  Anwendnn^eu. 

639.    Der    Fuudamentalsatz    vou    Cauchy.      Es    sei 

f(^s)  innerhalb  eines  Bereiches  eine  monogene  Funktion  von  0. 
Längs  des  gesamten  Randes  des  Bereiches  ziehen  wir  einen 
Integrations weg  k,  so  daß  er  noch  vollständig  dem  Bereiche 
angehört.  Dieser  Weg  k  wird,  falls  der  Bereich  nicht  einfach 
zusammenhängt,  in  mehrere  Teile  k^,  A'g,  •  •  ■  zerfallen,  siehe  Fig.  95. 
Ferner  sei  c  irgend  eine  bestimmt  gewählte  Stelle  innerhalb 
des  Bereiches,  d.  h.  des  von  k  begrenzten  und  in  der  Figur 
schraffierten  Gebietes.    Wir  betrachten  nun  die  Funktion 

(1)  'p(')-/^\, 

die  nach  Satz  4,  Nr.  624,  überall  im  Bereiche,  abgesehen  von 
der  Stelle  2  =  c,  monogen  ist.  An  dieser  Stelle  wird  qp(^)  mit 
1  :  (z  —  c)  in  der  ersten  Ordnung  unendlich  groß.  Wenn  wir 
638,  639] 


§  4.    Der  Cauchysche  Satz  und  seine  Anwendungen. 


483 


aber  die  Stelle  c  durch  einen  um  c  als  Mittelpunkt  gelegten 
Kreis  z  mit  beliebig  kleinem  Radius  r  ausschließen,  so  ist  qp(0) 
monogen  in  dem  von  k  und  a  begrenzten,  also  dem  in  der 
Figur  schraffierten  Gebiete,   abgesehen  vom  Innern  von  %. 

Wir  ziehen  nun  Verbindungslinien  A^,  ^%,  •  ■  •  zwischen  den 
einzelnen  Teilen  Aj ,  A\, ,  •  •  •  des  Weges  li  und  dem  Umfange 
v,  des  Kreises  so,  daß  jede  dieser  Linien  mit  einer  der  andern 
zusammenhängt,  und  verfolgen  den  in  Fig.  96  gekennzeichneten 
Weg.  Hier  haben  wir  der  Deutlichkeit  halber  die  Ver- 
bindungslinien /Ij,  Ag,  •  ■  ■  doppelt  gezeichnet  und  auf  \,'k^,  ■  ■  • 
und  X  kleine  Lücken  gelassen.  Mr.n  sieht,  daß  der  Weg  ge- 
schlossen   ist    und    einen    Bereich    umgrenzt,    der    nur    solche 


Fig.  9.1. 


Fig.  96. 


Stellen  enthält,  in  denen  (f{£)  monogen  ist.  Folglich  ist  das 
Integral  von  ^{ß)  längs  dieses  ganzen  Weges  gleich  Null,  nach 
Satz  14,  Nr.  631. 

Dies  Integral  ist  aber  nach  Satz  10,  Nr.  629,  gleich 
der  Summe  H  derjenigen  Integrale,  die  sich  auf  die  einzelnen 
Teile  des  ganzen  Weges  beziehen.  Die  Wegstücke  A^,  Ag,  •  •  • 
werden  je  zweimal  in  entgegengesetztem  Sinne  durchlaufen,  so 
daß  sich  die  auf  sie  bezüglichen  Integrale  nach  Satz  9,  Nr.  629, 
gegenseitig  in  der  Summe  Z,  fortheben.  Wenn  wir  ferner 
festsetzen,  daß  der  Index  Ä'  beim  Integrale  von  (f{z)  bedeuten 
soll,  daß  der  Weg  A'  so  durchlaufen  werden  soll,  daß  dabei  das 
von  li  umschlossene  Gebiet  stets  linkerhand  liegt,  so  bemerken 
wir,  daß 


/ 


95  {z)  dz 


31  = 
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das  auf  alle  Teile  7.-^,  Ä:,,  ■  •  •  von  k  bezügliche  Integral  ist,  das 
in  Z'  auftritt.  Der  äußere  Rand  k^  nämlich  wird  nach  der 
Fig.  96  positiv  durchlaufen,  während  Ag  negativen  Sinn  hat, 
was  aber  gerade  der  gemachten  Festsetzung  entspricht,  daß 
der  Bereich,  den  k  umschließt,  stets  linkerhand  liegen  soll. 
Deuten  wir  ferner  durch  den  Index  x  beim  Integrale  an,  daß 
der  Kreis  x  in  positivem  Sinne  zu  durchlaufen  ist,  so  ist  der 
auf  X  bezügliche  Teil  der  Summe  21  mit 


-f 


cp  (z)  dz 


zu  bezeichnen,  denn  nach  Fig.  96  wird  der  Kreis  in  negativem 
Sinne  umlaufen.  Da  nun  U,  wie  wir  vorher  sahen,  gleich 
Null  ist,  so  kommt  also: 

j  q)(z)dz  —  1  cp{z)d3  =  0 
oder  nach  ( 1): 

k  X 

Betrachten  wir  nun  das  rechts  stehende  Integral,  dessen 
Weg  der  Kreis  y.  ist,  genauer.  Wir  erhalten  alle  Stellen  z  des 
Kreises  in  der  Formel: 

(3)  z  =  c  -\-  r(cos  03  +  ?  sin  oj ), 

denn  wenn  wir  w  von  0  bis  2%  variieren  lassen,  durchläuft 
z  den  Kreis  einmal  in  positivem  Sinne.  Dabei  ist  längs  des 
Kreises: 

c[z==r{—  sin  CO  +  i  cos  (D)rfcD=  /r(cos  a  -\-i  sva.co)da  =  i{z — c)d(o. 

Auch  in  f(z)  haben  wir  uns  den  Wert  (3)  eingesetzt  zu  denken, 
ehe  wir  das  längs  x  erstreckte  Integral  mit  der  Veränder- 
lichen CO  schreiben.     Es  kommt: 

2ä 

f/^^dz=fif{z)doy 

X  0 
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Ist  f{z)  =  M  -f  iv,  BO  folgt  hieraus   weiterhin: 

in  2n 

(4)  j-^^d2  =  -fvdco-\-ifud(o, 

X  0  0 

wobei  rechts  zwei  reelle  Integrale  stehen,  denn  u  und  v  sind 
reelle  Funktionen  von  x  und  y  oder  also  nach  (3)  von  c-\-r  cos  oj 
und  rsintö. 

Nun  ist  f(2)  oder  u  +  iv  stetig.  Ist  also  eine  beliebig 
kleine  Zahl  6  vorgelegt,  so  können  wir  den  Kreisradius  r  so  klein 
wählen,  daß  u  und  v  von  denjenigen  Werten  u^  und  Vq,  die 
sie  für  2  =  c  haben,  um  weniger  als  ö  abweichen.  Alsdann 
weichen  die  beiden  Integrale  um  weniger  als  2:;rö  von 

2«  2n 

I  VQdco     und       I  UQda 

0  0 

ab,  nach  Satz  16,  Nr.  414.  Diese  Integrale  aber  haben,  weil 
Uq  und  t?(,  Konstanten  sind,  die  Werte  2tiVq  und  ^tcUq.  Es 
ist  also: 

271  2ä 

/  ida  =  2;rrQ  +  t)-«?,  /  udo  =  2.t«q  +  i/^, 

0  0 

ivdbei  ■d'  WM/:?  ri  zwischen  —  27c  und  -\-  2;r  liegen.    Also  gibt  (4): 


/. 


Da  «0  +  /?;q  =  f{c)    ist,    so    liefert    die   Einsetzung    dieses 
Integralwertes  in  (2): 

(5)  fj^c^^  =  2i;r/'(c)  +  (*>/  -  '&)^. 

Aber  6  ist  eine  vorgegebene  beliebig  kleine  Zahl,  von  deren 
Wahl  der  Radius  r  des  Kreises  abhängt,  indem  mit  lim  <?  ==  0 
auch  lim  r  =  0  ist.  Die  linke  Seite  der  letzten  Formel  hat 
andererseits  mit  der  Größe  des  Kreisradius  r  gar  nichts  zu 
tun,  da  sie  ein  Integral  längs  h  darstellt.  Die  rechte  Seite 
von   (5)  muß  also  für  alle  beliebig  kleinen  Werte  von  6  den- 
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selben  Wert  haben,  d.  h.  ihr  zweiter  Summand  ist  gleich  Null, 
so  daß  bleibt: 

(6)  J^^dz  =  2i^f{c), 

k 

Hiermit  sind  wir  zu  dem  wichtigen  Satze  von  CaucJty  gelangt: 
Sats  16:  Wenn  eine  monogene  Funliion  f(/)  vorliegt  und 
ein  Teil  ihres  Bereiches  dadurch  herausgegriffen  wird,  daß  man 
ihn  durch  einen  sich  nicht  seihst  schneidenden  Integrationsiveg  Je 
begrenzt,  ivohei  k  sehr  ivohl  in  mehrere  einzelne  geschlossene 
Linien  zof allen  Jcann,  und  wenn  eine  im  Innern  des  so  begrenzten 
Gebietes  gelegene  Stelle  c  ausgewählt  wird,  so  ist 


1^  fl^ 

\inj  z  — 


■^dz  =  f{c). 


sobald  die  Integration  längs  k  so  stattfindet,  daß  stets  das  Ge- 
biet linkerhand  von  der  eingeschlagenen  Richtung  liegt. 

640.  Auswertung"  reeller  Integrale  mittels  des 
Cauchyschen  Satzes. 

1.  Beispiel:  Zum  Bereiche  der  Funktion  f{z)  =  \'.{\  —  z) 
gehört  die  Fläche  eines  Kreises  k  um  den  Mittelpunkt  z  =  0, 
vorausgesetzt,  daß  der  Radius  jR  des  Kreises  kleiner  als  Eins 
ist.  Außerdem  wählen  wir  c  =  0.  Setzen  wir  alsdann  ent- 
sprechend der  Formel  (3)  in  voriger  Xummer  längs  dieses 
Kreises  z  =  B(cosco  -\-  i  sinco),  so  ist  dz  =  izdco  und 

1  1  1 — li  coä  CO -{- i  R  sixx  10 

1  —  0        1  —  i?cosa»  —  iE  sin  CO  1  —  2  B  cos  co -\- B^     ' 

so  daß  der  Cauchysche  Satz,  angewandt  auf  den  Kreis  k,  liefert: 


/' 


2ä 

i{l  —  i?  cos  co)  —  B  sin  co 


1  —  2  B  cos  CO -\-  B^ 


dco  =  2  in 


da   hier  f(c)  =  f((J)  =  1  ist.      Trennen   wir   das   Reelle   ab,   so 
kommt  einzeln: 

,  -,  N       /       1  —  B  cos  CO        ^  -.  1  Baino}  -,  ^ 

^   ^    J  \  — 2 B cos cxi-\-B^  '  j  \  —  2Bcosca-\-B^ 
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Die  zweite  Formel  ist  auch  direkt  zu  gewinnen,  denn  das 
Integral  hat  für  das  nur  von  0  bis  :t  erstreckte  Intervall  offen- 
bar den  entgegengesetzten  Wert  wie  für  das  von  tc  bis  2;t 
erstreckte.     Die  zweite  Formel  gilt  also  auch  für  R^l. 

Die  erste  Formel  (1)  ist  für  jR  =  1  nicht  mehr  richtig, 
denn  dann  gibt  die  direkte  Auswertung  augenscheinlich  den 
Wert  jt.    Für  R>  1  ist  das  erste  Integral  gleich  NuU,  weil  stets 

1 

1  —  ^  cos  ö) 

1  —  E  cos  CO         1 f* 

r=r^ircos^R^  -  1  _  2    OS  »  ^  ^, 

ist,  woraus  sich  durch  Integration  von  0  bis  2%  im  Falle 
i?  >  1  der  Wert  2.T  —  2;r  =  0  ergibt,  da  wir  auf  das  zweite 
Integral  rechts  wegen  l:R<l  die  gefundene  erste  Integral- 
formel (1)  anwenden  dürfen. 

2.  Beispiel:  Es  sei  fis)  =  e"  und  die  Kurve  l  ein  Kreis 
um  den  Mittelpunkt  z  =  0  mit  irgend  einem  Radius  m. 
Ferner  sei  c  =  0  gewählt.  Jetzt  gibt  der  Cauchysche  Satz  in 
entsprechender  Weise 

0 

oder  nach  Nr.  373,  wenn  wir  überdies  das  Reelle  abtrennen: 

2  TT  '^ 

(2)  Te"'  *=°« '"  cos  (w  sin  03)  (?  w  =  2  ;r ,      /  e'"  ''°^ "'  sin  (w  sin  o^)dco  =  0. 

0  0 

5.  Beispiel:  Es  sei  /•(V)  =  Infi  +  ^j),  wobei  wir  unter 
dem  Logarithmus  seinen  Hauptwert  (Nr.  376)  verstehen.  Zum 
Bereiche  gehört  hier  ein  Kreis  A'  um  den  Punkt  ^  =  0  als 
Mitte,  vorausgesetzt,  daß  sein  Radius  9  <  1  ist.  Als  Stelle  c 
wählen  wir  wieder  die  Mitte  des  Kreises.  Ist  s  gleich 
()(cos(o  +  isino3)  und  \^s  gleich  ricoscp -\- isinfp),  so  ist 
1  +  pcosö  =  rcos(jp,         ()sinGj  =  rsing), 


woraus  folgt: 


Q  sin  0) 

r  =  y\  +29COS  oi+Q\         (p  =  arctg^_^^^^— 
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Diese  Rechnung  haben  wir  schon  in  Nr.  376  mit  andern  Be- 
zeichnungen durchgeführt.  Hierin  ist  r  positiv;  die  Ampli- 
tude tp  liegt  zwischen  —  n  und  -f  ä,  ja  man  sieht,  daß  sie 
zwischen  —  j7t  und  -f-  1%  gelegen  ist,  sobald  p  <  1  ist.  Nun 
kommt  nach  (3)  in  Nr.  636: 

In  (1  -\-  s)  =  In  [r(cos  (p  -\-  i  sin  (p)]  =  In  r  -|-  eqp. 
Der  Cauchysche  Satz  gibt  demnach: 


z  n 

I  (\nr  -\-  iq))dio  =  0, 


weil  hier  f{c)  =  f(0)  =  In  1  =  0  ist.     Die  Formel  zerfällt  in  die 
beiden  einzelnen  reellen  Gleichungen: 


27t 


(3)  Jln(l  +2pcosco-|-(,2)(^co=0,     /arctg^^^^-rfo.  =  0. 

0  0 

In  der  letzten  Formel  ist  der  Arkus  zwischen  —  :r  und  -f  tc 
zu  nehmen. 

641.  TTueudliche  Reihen  von  monogenen  Funktionen. 

Da  wir  einige  besonders  wichtige  Anwendungen  des  Cauchy- 
schen  Fimdamentalsatzes  machen  wollen,  ist  es  unerläßlich,  die 
Betrachtungen  des  §  5,  1.  Kap.,  über  die  Differentiation  und 
Integration  unendlicher  Reihen  auch  auf  das  komplexe  Gebiet 
auszudehnen. 

Es  sei  Wq,  iv^,  u\,  .  .  .  w^^,  .  .  .  eine  unbegrenzte  und  nach 
irgend  einer  Vorschrift  gebildete  Folge  von  monogenen  P'unk- 
tionen  von  z.  Wir  setzen  voraus,  daß  es  einen  gemeinsamen 
Bereich  in  der  Zahlenebene  gebe,  in  dem  alle  diese  Funktionen 
monogen  sind  und  die  unendliche  Reihe 

(1)  /■(^)  =  w,(z)  ^tv,{z)  +  -..  +  wM  +  •  •  . 

konvergiert  (vgl.  Nr.  360),  so  daß  die  Summe  f(z)  der  Reihe 
in  diesem  Bereiche  eine  FunMion  von  z  ist. 

Es  ist  leicht,  zu  beweisen,  daß  f{z)  eine  stetige  Funktion 
von  z  ist,  sobald  wir  ferner  voraussetzen,  daß  die  Reihe  in 
dem  Bereiche  überall  gleichmäßig  konvergiere,  vgl.  Nr.  364 
und  425.  Wir  nehmen  also  an:  Wie  klein  auch  eine  positive 
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Zahl  6  gewählt  sein  mag,  stets  gibt  es  einen  Index  n  derart, 
daß  für  yVf/e  Stelle  z  des  Bereiches  und  für  jedes  tn  ^  n  der 
absolute  Betrag  des  Bestes 

kleiner  als  (?  ist: 

i^)  \RM\<^- 

Da  der  Beweis  für  die  Stetigkeit  alsdann  genau  so  wie  in 
Nr.  425  geführt  wird,  begnügen  wir  uns  mit  der  Formulierung 
des  Ergebnisses: 

Satz  17:    Liegt    eine    unbegrenzte    Folge    von    monogenen 
FimJdionen   n^Q^z),  ii\{z),  w^{z),  .  .     vor,   deren  BereirJie  einen 
Bereich  gemein  haben,  innerhalb  dessen  die  unendliche  Beihe 
tVf^(z)  +  u\(z)  -i-w^iz)  H 

überall  gleichmäßig  konvergiert,  so  ist  die  Summe  der  Beihe  in 
diesem  Bereiche  eine  striige  Funktion  von  z. 

Dieser  Satz  ist  jedoch  noch  unvollständig;  wir  wünschen 
nämlich  noch  zu  beweisen,  daß  die  Summe  der  Reihe  eine 
monogene  Funktion  von  z  ist.  Aber  dieser  Beweis  beruht  auf 
einer  Anwendung  des  Cauchyschen  Satzes,  zu  der  es  noch 
einiger  Vorbereitungen  bedarf,  die  wir  in  den  nächsten 
Nummern  treffen.  In  Nr.  C44  werden  wir  alsdann  den  Satz  17 
vervollständigen. 

642.  Integration  einer  gleichmäßig  konvergenten 
Reihe  von  monogenen  Funktionen,  unter  den  Voraus- 
setzungen der  letzten  Nummer  ist: 

fiz)  =  u;(z)  +  tv,{z)-\r-.-  +  w^_,(z)  +  BJz). 

Hier  ist  f(z)  stetig,  wie  sich  soeben  ergab ;  da  die  m  Funktionen 
ti-Q,  Wj,  .  .  .  «„j_i  ebenfalls  stetig  sind,  muß  folglich  auch 
Bj^iz)  stetig  sein.  Ist  nun  h  ein  Integrationsweg,  der  inner- 
halb des  gemeinsamen  Bereiches  aller  Funktionen  iv  von  z^ 
bis  Z  geht,  so  dürfen  wir  also  integrieren: 

(1)      j  f(z)dz  =    /  Wo{z)dz  +  j  ti\{z)dz  +  •■•+/  iv^_^{z)dz 

k  k  k  k 

+JBJz)dz. 

k 
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Nach  Satz  12,  Nr.  630,  ist  aber: 

(2)  jRJz)dz  =  e'''B^{z,)s, 

k 

wenn  -9-  eine  gewisse  reelle  Größe,  .s  die  positiv  gemessene 
Bogenlänge  von  /.•  und  z^  eine  gewisse  Stelle  auf  Ti  bedeutet. 
Ist  s  endlich,  so  folgt  hieraus  nach  (2)  in  voriger  Nummer, 
daß  der  Grenzwert  von  (2)  für  lim  ö  =  0  ebenfalls  gleich  Null 
wird,  d.  h.,  daß  aus  (1)  die  konvergente  Entwicklung  hervorgeht: 

(3)  Jf{z)dz  =Jiv,(z)dz  +jn\{z)dz  +  •  •  •  +JtvJz)dz  +  •  •  • . 

*  k  k  k 

Unter  der  Voraussetzung,  daß  alle  statthaften  Integrations- 
wege k  Bogenlängen  haben,  die  kleiner  als  eine  gewisse 
positive  Zahl  S  sind,  folgt  aus  (2)  weiter,  daß  für  jede  obere 
Grenze  Z,  die  dem  gemeinsamen  Bereiche  augehört  und  für  jeden 
Index  »»  ^  M  auch  , 

^jR^{z)dz  <6S 
k 
ist.     Dies  gibt  den 

Satz  18:  Liegt  eine  unhegretizte  Folge  von  monogenen 
Funliionen  U'q(z),  ii\{z),  .  .  .  u\(z),  .  .  .  vor,  deren  Bereiche  einen 
Bereich  gemein  haben,  innerhalb  dessen  die  unendliche  Beihe 

f{z)  =  u-q{z)  +  u\[z)  H h  u\{z)  H 

überall  gleichmäßig  Iconvergiert,  ist  ferner  Zq  eine  bestimmt  nnd 
Z  eine  beliebig  gewählte  Stelle  des  gemeinsamen  Bereiches  und  k 
irgend  ein  in  diesem  Bereiche  von  Zq  nach  Z  gehender  Integrations- 
weg, so  darf  die  unendliche  BeiJie  gliedweise  längs  Je  integriert 
werden,  d.  h.  es  ist: 

j  f{z)dz  =1  tVQ{z)dz  +  /  tv^{z)dz  -\ +  j  tvjz)dz  -] , 

k  k  k  k 

und  diese  neue  Beihe  konvergiert  für  alle  Stellen  Z  des  gemein- 
samen Bereiches  gleichmäßig,  falls  noch  vorausgesetzt  icird,  daß 
alle  statthaften  hitegrationswege  k  Bogenlängen  haben,  die  unter- 
halb einer  gewissen  endlichen  Gh-öße  bleiben. 

Dieser  Satz  ist  ebenso  wie  Satz  17  der   vorigen  Nummer 
noch  unvollständig.     Wir  werden  ihn  in  Nr.  647  ergänzen. 
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643.  Die  monogenen  Funktionen  als  analytische 
Funktionen.  Wir  können  aber  schon  aus  diesen  Sätzen  und 
aus  dem  Cauchyschen  Fundamentalsatze  einen  sehr  wichtigen 
Schluß  ziehen,  nämlich  die  in  Nr.  623  aufgestellte  Behauptung 
rechtfertigen,  daß  jede  monogene  Funktion 
als  analytische  Funktion,  d.  h.  als  Potens- 
reihe  (nach  Nr.  365)  darstellbar  ist. 

Es  bedeute  nämlich  jetzt  /"u)  eine 
in  einem  gewissen  Bereiche  monogene 
Funktion  von  3]  ferner  sei  2q  irgend  eine 
Stelle  des  Bereiches  und  k  der  größte 
Kreis  um  Zq  als  Mittelpunkt,  dessen  Fläche 
vollständig  dem  Bereiche  angehört,  siehe 
Fig.  97.  Außerdem  sei  c  irgendeine  Stelle  im  Innern  des 
Kreises  Je.    Alsdann  ist  nach  dem  Cauchyschen  Satze  in  Nr.  639: 


Fig.  07 


(1) 


A^)  =  ^jl 


m 


dz. 


Den    Integrauden    können    wir    nun    in    eine    gleicnmäßig 

konvergente   unendliche   Reihe   verwandeln.     Nach  Nr.  374   ist 

nämlich  die  Reihe 

1 


(2) 


=  1  +  ^  +  ^-  + 


für  I  ^  <  1  gleichmäßig  konvergent.  Die  Voraussetzung  |  ^  j  <  1 
wird  aber  erfüllt,  wenn  wir 

setzen,  sobald  nur  die  Stelle  z  weiter  als  c  von  Zq  entfernt  ist. 
Wenn  wir  also  um  Zq  innerhalb  des  Kreises  h  einen  Kreis  h' 
ziehen,  der  die  Stelle  c  einschließt,  so  ist  die  Reihe 

z  —  c  '    z  —  z^    '    \z  —  zj 

gleicJimäßig  konvergent  für  alle  außerhalb  k'  gelegenen  Stellen  z. 

Der  Kreis  k  aber  liegt  außerhalb  k' .    Da  ferner  f{z^  längs 

k    stetig    ist,    so    folgt    durch   Multiplikation    der    Reihe    mit 

f{z)  :  {z  —  Zq),  daß  die  Reihe 

^^^^  =  _Li.A_  -j.     '^  !     (q  _  zA  +     '^ '   Je  —  Z(.y  +  •  •  • 
=;— c       z  —  z^'   (s  —  So)^  ^^       («  — 2^o)^  ° 

[643 
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in  einem  solchen  Bereiche  gleichmäßig  konvergiert,  dem  der 
Umfang  des  Kreises  k  angehört.  Nach  Satz  18  der  letzten 
Nummer  gilt  demriach  diejenige  konvergente  Entwicklung,  die 
sich  durch  gliedweise  Integration  von  (3)  längs  des  Kreises  k 
ergibt.  Dabei  geht  links  nach  (1)  der  Wert  2inf(c)  hervor, 
weshalb  wir  noch  mit  2i7C  dividieren.  Außerdem  können  wir 
die  konstanten  Faktoren  c  —  Zq,  (c  —  %)^  .  .  .  rechts  aus  den 
Integralen  heraussetzen.  Wenn  wir  noch  mit  c^,  q,  .  .  .  c„,  ... 
die  Zahlen  werte  bezeichnen: 


•linj  z — 2(,       '  1        linj  {z — 

h  k 


^—idz, 
■So)*      ' 


so  finden  wir: 

(4)         f{c)  =  Co  +  c,{c  -  ^„)  +  .  .  .  4-  c„(c  -  z,y  +  •  •  •, 

eine  Formel,  die  wo-hlbemerkt  für  jede  Stelle  c  im  Innern  des 
Kreises  k  gilt,  da  die  Werte  der  Konstanten  Cq,  q,  ...  c„,  ... 
garnicht  von  der  Wahl  dieser  Stelle  c  abhängen. 

Wenn  wir  deshalb  statt  c  die  beliebige  Größe  z  setzen, 
so  gelangen  wir  mit  Rücksicht  auf  die  Definition  in  Nr.  365 
zu  dem 

Satz  19:  Ist  f(z)  eine  monogene  Ftinktion  von  z,  ferner  z^ 
irgend  eine  hestimmt  gewählte  Stelle  ihres  Bereiches  und  k  ein 
solcher  im  übrigen  beliebig  großer  Kreis  mit  der  Mitte  Zq,  dessen 
Fläche  vollständig  dem  Bereiche  angehört,  so  ist  f{z)  an  allen 
Stellen  z  innerhalb  des  Kreises  k  eine  analytische  Funktion, 
nämlich  darstellbar  durch  eine  innerhalb  des  Kreises  k  gleich- 
mäßig konvergente  Potenzreihe: 

Daß  nämlich  die  Reihe  gleichmäßig  konvergiert,  folgt  nach 
Nr.  364  sofort  aus  dem  Umstände,  daß  sie  an  jeder  Stelle  z 
innerhalb  k  überhaupt  konvergiert. 

Da  nun  die  analytischen  Funktionen  nach  Nr.  370  Ab- 
leitungen beliebig  hoher  Ordnung  haben,  die  ebenfalls  analytisch 
und  demnach  monogen  sind,  so  folgt  noch: 

Satz  20.  Eine  monogene  Funktion  f(z)  liat  innerhalb  ihres 
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Bereiches  überall  Ableitungen  beliebig  hoher  Ordnung,  imd  diese 
Ableitungen  sind  in  demselben  Bereiche  monogene  FunJctionen. 

Wir  haben  schon  in  Nr.  372  bemerkt,  daß  die  Reihe  (4) 
nichts  anderes  als  eine  Taylorsclie  ReiJie  ist,  indem  wir  haben: 

(b)      c,=^fi,,),         c,  =  y\z,),     ...    c„  =  >,/-W(a--- 

644.  Nochmals  die  unendlichen  Reihen  von  mono- 
genen Funktionen.  Wir  können  jetzt  den  Satz  17  von 
Nr.  641  vervollständigen.  Unter  den  Voraussetzungen  jenes 
Satzes  ist 

(1)  m  =  w,{z)  ^  iv,{z)  +  ..Jriv^{z)  +  .- 
innerhalb  des  gemeinsamen  Bereiches  von  iVq,  ii\,  .  .  .  u\,  ..  . 
eine  stetige  Funktion  Ton  s,  Ton  der  wir  nun  zeigen  können, 
daß  sie  auch  monogen  ist.  Es  bedeute  nämlich  0^  irgend  eine 
bestimmte  Stelle  des  Bereiches  und  /r  einen  solchen  Kreis  mit 
der  Mitte  Zq,  dessen  Fläche  dem  Bereiche  vollständig  angehört. 
Ferner  sei  c  irgend  eine  bestimmt  gewählte  Stelle  im  Innern 
des  Kreises  k.  Alsdann  gilt  die  Entwicklung  (3)  der  letzten 
Nummer,  da  wir  bei  ihrer  Herleitung  nur  die  Stetigkeit  von 
f(z)  benutzt  hatten.  Aber  das  Integral  der  linken  Seite  jener 
Formel  ist  jetzt  nicht  nach  dem  Cauchyschen  Satze  16  in 
Nr.  639  gleich  2i?cf{c)  zu  setzen,  weil  wir  ja  noch  nicht  wissen, 
daß  f{s)  monogen  ist.  Statt  der  Formel  (4 )  der  letzten  Nummer 
geht  also  hervor: 

(2)  ^^Jt^Tc^'  =  'o  +  'i^'  -  ^o)  +  •  •  •  +  c„(6  -  z,Y  +  ■  .  .. 

k 

Nun  ist  aber  nach  (1): 

1      f{z)  1     «•„  {z)  1     10^  (z)  1    «vil    I 


2i7t0 — c        ^iicz — c        'iiitz — c  2inz — c 

und  zwar  konvergiert  diese  Reihe  gleichmäßig  innerhalb  eines 
Gebietes,  das  den  Umfang  des  Kreises  k  enthält.  Indem  wir 
daher  nach  Satz  18,  Nr.  642,  gliedweise  längs  k  integrieren 
und  rechts  den  Cauchyschen  Satz  anwenden  dürfen,  weil  Wq^ 
u\,  ...  IV ^,  ...  nach  Voraussetzung  monogen  sind,  finden  wir: 

ihcjv^c^^  =  ^*'o(c)  +  M'i(c)  +  •  •  •  +  wM  +  ■■■. 
k 
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Also   ist  die  linke  Seite  der  Formel  (2)  gleich  /"(c),  nach  (1), 
so  daß  wir  doch  wieder  erhalten: 

/■(c)  =  Co  +  Ci(c  -  ^o)  +  •  •  •  +  c„(c  -  z^y  +  •  •  • . 

An  allen  Stellen  c  im  Innern  von  k  ist  f[z)  mithin  analytisch 
und  daher  auch  monogen.     Wir  haben  somit  den 

Satz  21:  Liegt  eine  imhegrende  Folge  von  monogenen 
Funktionen  Wq{z),  iv^iz),  w^i^s),  . .  .  vor,  deren  Bereiche  einen 
Bereich   gemein   haben,   innerhalb  dessen    die   unendliche   Beilw 

überall  gleichmäßig  konvergiert ,  so   ist  die  Summe  dieser  Beihe 
in  dem  gemeinsamen  Bereiche   eine  monogene  Funktion   von  z. 

645.    Zusatz   zu   dem  Cauchyscheu   Satze.     Da  für 

monogene  Fimktionen  nach  dem  Cauchyschen  Satze  in  Nr.  639 


(1)  f^)  -  ih.J. 


f-'U, 


z  —  c 

k 


ist,   so  folgt,  wenn  auch  die  Stelle  c  +  z/c  innerhalb  k  liegt: 
/•(c  +  Je)  =  ^\   f — ^^"^^  dz. 

k 

Subtrahieren  wir  hiervon    die  Formel   (1)  und  dividieren  wir 
mit  z/r",  so  kommt: 

r    ": '- 

f{c  +  ^c)  —  f{c)         1       /  ^^^^z  —c  —  Je       z  —  c^^ 

k 

und  daher  für  lim  Je  =  0: 

(2)        /-'(c)  =  ^^  /  fiz)  -^^  dz  =  ^   /~^*  dz. 
^   ^         '    ^  ''       1i7t,J    '  ^  ^      cc  2in  J  {z—  c)* 

k  k 

Behandeln  wir  diese  Formel   (2)    ebenso   wie  vorher  die  For- 
mel (1),  so  gehen  entsprechende  Formeln  für  die  höheren  Ab- 
leitungen f"(c\  •  •  ■  hervor,  die  ja  nach  Satz  20,  Nr.  643,  vor- 
handen sind.     So  ergibt  sich  der 
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Satz   22:     Unter    den    Voraussetzungen    des    Cauchyschen 
Satzes  16  in  Nr.  639  ist 


f'Ko^^f-r^m-^^dz. 


für  M  =  1,  2,  3,  •  •  •  . 

Wir  werden  diesen  Zusatz  zum  Cauchyschen  Satze  sogleich 
verwerten. 

646.  Differentiation  einer  gleichmäßig  konvergenten 
Reihe  von  monogenen  Funktionen.  Wir  knüpfen  wieder 
an  die  Betrachtungen  der  vorletzten  Nummer  an,  wonach 

(1)  f{z)=iv,{z)  +  tv,{z)+u;{z)-^--- 

eine  monogene  Funktion  ist.  Es  möge  c  eine  Stelle  des  Be- 
reiches und  h  ein  einfacher  geschlossener  Umlauf  um  c  inner- 
halb des  Bereiches  sein.     Alsdann  ist  auch  die  Reihe 

~  +  r. — :a2  +  r. — iTi  -r  •  -  • 


{z—cY      {z—cf  '  {s—cY  '  {z—cy 

gleichmäßig  konvergent  und  monogen  in  einem  Bereiche,  dem 
h  zugehört,  so  daß  gliedweise  Integration  längs  h  nach  Satz  22 
(für  w  =  1)  ergibt: 

f'{c)  =  w'^{c)  +  u\{c)  +  n-'^{c)  -\ . 

Satz  23:  Eine  in  einem  Bereiche  gleichmäßig  konvergente 
unendliche  Beihe  von  monogenen  Funktionen  u'q{z),  w^{z),  u\{z)  •  •  • 
darf  gliedweise  differenziert  werden,  d.  h.  die  monogene  Funktion 

f{z)  =  iv^{z)  +  u\  {z)  +  a-^  {z)+--- 
hat  in  dem  Bereiche  die  Ableitung 

f'{z)  =  u-'^{z)  +  u-[(z)  +  iv^{z)  +  •  •  • , 

die  eine  üherall  im  Bereiche  gleichmäßig  konvergente  Beihe  und 
zivar  eine  monogene  Funktion  vorstellt. 
Überhaupt  ist  allgemein 

(2)  /-CO  {z)  =  IV  <g)  {z)  +  IV  («)  {z)  +  w  («)  (^)  +  • .  • 

für  n  =  1,  2,  3,  •  •  •. 

Den  Satz  23  sahen  wir  uns  schon  in  Nr.  508  genötigt, 
gelegentlich    anzuwenden.      Er   weicht   übrigens   von   dem   ent- 
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sprechenden  Satze  27,  Nr.  427,  für  das  reelle  Gebiet  in  sofern 
ab,  als  im  komplexen  Gebiete  die  gleichmäßige  Konvergenz 
der  durch  gliedweise  Differentiation  hervorgehenden  Reihe  von 
vornherein  feststeht,  während  sie  im  reellen  Gebiete  erst  noch 
besonders  untersucht  werden  muß. 

647.  Nochmals  die  Integration  einer  gleichmäßig 
konvergenten  Reihe  von  monogenen  Funktionen.  Wenn 
insbesondere  der  gemeinsame  Bereich  von  Wq,  w^jW^,---  ein- 
fach zusammenhängend  und  k  ein  beliebiger  in  ihm  verlaufen- 
der Inte grations weg  von  z^  nach  Z  ist,  so  folgt  aus  (1)  in 
voriger  Nummer   nach  Satz   18,  Nr.  642,    daß   das  Integral 

f  f{z)dz=  I  iVQ{z)d2-\-  I  w\(z)d3  -f  /  w^{z)dz  +  •  ■  • 

'k  k  k  k 

für  alle  Stellen  Z  des  Bereiches  eine  von  der  Art  des  ein- 
geschlagenen Integrationsweges  unabhängige  Funktion  von  Z 
ist.  Allei-dings  wurde  in  Satz  18  besonders  vorausgesetzt, 
daß  alle  Integrationswege  h  kürzer  als  eine  gewisse  endliche 
Länge  S  sein  sollten.  Aber  wir  können  ja  immer,  weil  die 
Art  des  Weges  in  dem  einfach  zusammenhängenden  Bereiche 
nach  Satz  15,  Nr.  633,  gleichgültig  ist,  einen  möglichst  kurzen 
Weg  von  Zq  nach  Z  innerhalb  des  Bereiches  einschlagen;  und 
wenn  nun  der  Bereich  endlich  ist,  so  gibt  es  sicher  eine  end- 
liche Länge  S,  unterhalb  derer  die  Längen  aller  dieser  Wege 
verbleiben.  Da  f{z)  außerdem  nach  Satz  21,  Nr.  644,  monogen 
ist,  gilt  dasselbe  von  dem  Integral.  Der  Satz  18,  Nr.  642,  ist 
also  so  zu  vervollständigen: 

Satz  24:  Li  er/t  eine  unbegrenzte  Folge  von  monogenen 
Fwiktionen  tv^iß),  u\{z),  iv^{z),  ■  •  •  vor,  deren  Bereiche  einen 
einfaih  zusammenhängenden  endlichen  Bereich  gemein  haben, 
innerhalb  dessen  die  unendliche  Beihe 

f(z)  =  u-f^(z)  +  ii\  {z)  +  u-2{z)  -] 

überall  gleichmäßig  konvergiert,  und  ist  z^  eine  bestimmt,  Z  eine 
beliebig  geuähUe  Stelle  des  gemeinsamen  Bereiches,  so  ist 
z  z  z  z 

I  f(z)dx=  I  iVQ{z)dz-\-  I  w^{z)dz-\-  1  w^{z)dz  -{■  ■  •  ■ 
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eine  in  dem  gemeinsamen  Bereiclie  monogene  Funktion  von  Z, 
indem  ihr  Wert  durchaus  unabhängig  von  der  Auswahl  des 
innerhalb  dieses  Bereiches  von  z^^  bis  Z  erstreclden  Integrations- 
iceges  ist. 

Hiermit  sind  die  Beweise  der  wichtigsten  Sätze  von 
Weierstraß  über  unendliche  Reihen  beendet,  und  wir  schließen 
jetzt  noch  einige  andere  Anwendungen  des  Cauchyschen 
Satzes  an. 

648.  Eine  Vergleichungsfunktion.  Wenn  die  Fläche 
eines  Kreises  x  vom  Radius  r  vollständig  dem  Bereiche  einer 
monogenen  Funktion  f{z)  angehört  und  c  der  Mittelpunkt  des 
Kreises  ist,  so  haben  wir  nach  Satz  22,  Nr.  645: 


eine  Formel,  die  auch  für  w  =  0  gilt,  wenn  f^^^ic)  =  f{c)  und 
0!  =  1  gesetzt  wird.  Ist  nun  M  das  Maximum  und  iV  das 
Minimum  des  absoluten  Betrages  von  f{z)  auf  dem  Kreis- 
umfange, so  erreicht  der  absolute  Betrag  des  Integranden 
das  Maximum  71/:?'"  +  ^  und  das  Minimum  ^tr^^^  so  daß, 
weil  überdies  s  =  2;rr  der  Kreisumfang  ist,  aus  Satz  11, 
Nr.  630,  folgt: 

Satz  25:  Gehört  ein  Kreis  vom  Radius  r  und  mit  dem 
MittelpimJde  c  vollständig  dem  Bereiche  einer  monogenen  Funk- 
tion f{z)  an  und  ist  31  das  3faximum  und  N  das  Minimum 
des  absoluten  Betrages  von  f{z)  auf  dem  Kreisumfange,  so  liegt 
der  absolute  Betrag  der  n'^"  Ableitung  von  f{z)  für  den  Mittel- 
punkt c  zivischen  n\N:r"  und  n\3I:r".  Insbesondere  liegt 
I  f{c)  I  selbst  zwischen  N  und  M. 

Bilden  wir  nun  mit  Cauchy  die  Funktion: 

r  \  ^ 


so  sehen  wir,  daß  sie  in  der  ganzen  Ebene,  abgesehen  von  der 
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Stelle  z  =  c  -i-  r  auf  dem  Kreisumfange,  monogen  ist  und  die 
w*®  Ableitung  hat: 

••"('-  -r) 
60  daß 

wird.     Daraus  folgt: 

Satz  26:  Wenn  ein  Kreis  vom  Radius  r  und  mit  dem 
MittelpunJde  c  vollständig  dem  Bereiche  einer  monogenen  Funk- 
tion tXs)  angehört  und  M  der  größte  Wert  ist,  den  der  absolute 
Betrag  von  f{z)  auf  dem  Kreisumfange  erreicht,  so  hat  die  im 
Innern  des  Kreises  monogene  Funktion 

,  M 

r 

die  Eigenschaft,  daß  für  die  Kreismitte  c 

J{c)\^\(p{c)\   und   \f^''\c)  ■^\q>^"\c)\ 
ist. 

Die  so  gewonnene  Vergleichungsfunldion  (f{z)  werden  wir 
im  dritten  Bande  benutzen. 

649.  Überall  endliche  monogene  Funktionen.  Eine 
andere  wichtige  Anwendung  des  Cauchyschen  Satzes  ist  diese: 
Wenn  f{z)  eine  für  jedes  endliche  s  monogene  Funktion  ist, 
deren  absoluter  Betrag  die  Zahl  M  nie  übersteigt,  wie  groß 
auch  der  absolute  Betrag  von  z  gewählt  sein  mag,  so  beweisen 
wir  nach  LiouviUe,  daß  f{z)  eine  Konstante  ist.  Legen  wir 
nämlich  um  den  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  h  und 
ist  c  irgendwo  im  Innern  dieses  Kreises  gelegen,  der  den 
Radius  r  habe,  so  ist  nach  Satz  16,  Xr.  639: 

'  ^  '        2tnJ  z  —  c       '.       '  ^    '        Imjz        ' 
■k  i- 

also : 

(1)  no^-m  =  ^Ji!^f- 

k 

Für  alle  Stellen  z  auf  dem  Umfange  des  Kreises  aber  ist,  wie 
groß  auch  der  Radius  r  gewählt  sein  mag,  nach  Voraussetzung 
648,  649] 
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f{z)  ^  M.  Ferner  ist  für  sie  z\  =  r  und  l^"  —  c|>r—  jc|, 
so  daß  der  Integrand  in  (1)  auf  dem  Kreisumfange  nur  solche 
Werte  hat,  deren  absolute  Beträge  nicht  größer  als  M:r{r  —  [  c  |) 
sind.  Da  s  =  27tr  der  Kreisumfang  ist,  so  gibt  die  Formel  (1) 
nach  Satz   11,  Nr.  630: 

I  \  /       I  \  /    —  27t     r{r  —  ;  c  !)  r  —  |  c  i  ' 

wie  groß  auch  r  gewählt  sein  mag.  Der  rechts  stehende  Bruch 
wird  aber  für  lim  >•  =  +  oo  gleich  Null,  so  daß  f(c)  =  /'(O)  folgt. 
Satz  27:  Ist  eine  Funldion  f{z)  für  jedes  endliche  z 
monogen,  nährend  ihr  absoluter  Betrag ,  wie  groß  auch  der 
absolute  Setrag  von  z  gewählt  sein  mag,  nie  eine  geivisse  end- 
liche Zahl  übersteigt,  so  ist  f\z)  bloß  eine  Konstante, 

650.  Beweis  des  Fuudamentalsatzes  der  Algebra. 

Diesen  Satz,  der  bekanntlich  zum  ersten  Male  von  Gauß  be- 
wiesen worden  ist,  mußten  wir  in  Nr.  378  ohne  Beweis  an- 
wenden. Wir  sind  jetzt  in  der  Lage,  aus  dem  soeben  ge- 
fundenen Satze  nach  Weiersiraß  auf  einfachem  Wege  dieses 
Theorem  abzuleiten. 
Ist  nämlich 

f(/)  =  'O  +  q^  +  ^2^^  H 1-  CnZ", 

so  soll  bewiesen  werden,  daß  es  wenigstens  einen  Wert  von  z 
gibt,  für  den  f(z)  =  0  ist.  Setzen  wir  den  Fall,  daß  es  keinen 
gebe,  so  ist  auch  1  :  f{z)  nach  Satz  4,  Nr.  624,  für  jedes  end- 
liche z  monogen.  Außerdem  strebt  der  absohite  Betrag  von 
1  :  f(z)  nach  Null,  wenn  der  absolute  Betrag  von  z  über  jede 
Zahl  wächst.  Denn  der  absolute  Betrag  von  f(z)  wächst  mit 
dem  von  z  über  jede  endliche  Zahl.     In  der  Tat,  es  ist  ja: 

^  =  £tL  _L  _A_  _]_  ^       _L  _1_^-1_L^ 

^n  „n     '     .71  —  1     I     „n  — 2     '  """        z        "T  ^n  • 

Alle  Summanden  rechts  mit  Ausnahme  von  c„  streben  nach 
Null  für  lim  |^  I  =  -f  c»;  also  ist: 

lim  —  =  c„    für  lim  i  ^  I  =  -f  oo , 

Z 

d.  h.:  ^  ^ 
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oder,  da  lim  (1  :  2")  =  0  wird: 

lim  77^  =  0. 

Der  absolute  Betrag  von  1  :  [(2)  weicht  also  von  Null  für  alle 
Stellen  2  außerhalb  eines  Kreises  um  den  Nullpunkt  um  weniger 
als  eine  beliebig  kleine  vorgegebene  positive  Zahl  6  ah,  falls 
der  Radius  dieses  Kreises  hinreichend  groß  (aber  immer  noch 
endlich)  gewählt  wird. 

Die  Funktion  1  :  f(z)  erfüllt  somit  alle  Voraussetzungen 
des  Satzes  27  der  letzten  Nummer,  d.  h.  sie  ist  eine  Konstante. 
Aber  dies  ist  ein  offenbarer  Widerspruch.  Die  Annahme,  daß 
f(3)  nirgends  verschwinde,  muß  deshalb  falsch  sein.  Daher 
kommt: 

Sat2  28  (Fundamentalsatz  der  Algebra):  Eine  ganze 
rationale  Funläion  von  s,  die  niclit  bloß  eine  Konstante  ist,  hat 
für  mindestens  einen   Wert  von  z  den   Wert  Null. 

§  5.    Mehrdeutige  Funktionen. 

651.  Periodizitätsmodul.  Wenn  (p(z)  eine  Funktion 
ist,  die  in  einem  einfach  zusammenhängenden  Bereiche  überall 
monogen  ist,  und  wenn  c  eine  solche  Stelle  in  diesem  Bereiche 
bedeutet,  wo  (p{z)  nicht  gerade  verschwindet,  so  liegt  in 

(1)  f(z)  =  -^^-^ 

^.  '^  ''       {z-  cT 

eine  solche  Funktion  vor,  die  ebenfalls  überall  in  jenem  Be- 
reiche monogen  ist,  abgesehen  jedoch  von  der  Stelle  c,  wo 
sie  mit  1  '.  {z  —  c)  in  der  w**"^  Ordnung  unendlich  groß  wird. 
Dabei  soll  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten.  Für  f{z)  ist 
der  Bereich  also  nicht  einfach  zusammenhängotd.  Die  Inte- 
gration von  f(s)  längs  eines  geschlossenen  Integrationsweges, 
der  die  Stelle  c  einmal  und  zwar  in  positivem  Sinne  umläuft, 
ergibt  ja  auch  nicht  den  Wert  Null,  sondern  nach  Satz  22, 
Nr.  645,  den  Wert 

der  auch   im  Falle  n  =  1   nach  Satz  16,  Nr.  639,  stimmt,  so- 
bald dann  nur  0!  =  1  und  (p^^\c)  =  cp(c)  gesetzt  wird. 
650,  651] 
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Wir    ziehen    nun  von  einer   Stelle 


nach  einer  anderen 


Stelle  Z  des  Bereiches  einen  beliebigen  Integrationsweg  Ä;, 
siehe  Fig.  98.  Er  überschreite  eine  beliebig,  aber  bestimmt 
von  c  aus  bis  an  den  Rand  des  Bereiches  gezogene  und  sich 
selbst  nicht  schneidende  Linie  s  insgesamt  ^-mal  von  der 
positiven  und  ^-mal  von  der  negativen  Seite  her.  Dabei  ver- 
stehen wir  unter  der  positiven  Seite  von  s  diejenige,  die  wir 
zuerst  treffen,  wenn  wir  die  Stelle  c  auf  einem  kleinen  Kreise 
in  positivem   Sinne  umlaufen.     In  F'ig.   98   ist  jp  =  1,    q  =  3. 


Fig.  98. 


Fig.  99. 


Wird  statt  5  eine  andere  stetige  und  sich  selbst  nicht  schneidende 
Linie  6  gezogen,  so  werden  zwar  die  Zahlen  p  und  q  unter 
L'^mständen  andere,  z.  B.  in  Fig.  98  ist  dann  p  =  0,  q  =  2. 
Aber  stets  ist  die  Differenz  p  —  q  die  gleiche,  und  in  den 
folgenden  Betrachtungen  wird  eben  nur  diese  Differenz  eine 
Rolle  spielen. 

Wir  ziehen  nun  noch  einen  solchen  Integrationsweg  x 
von  Zq  nach  Z,  der  die  Linie  s  garnicht  trifft,  was  stets  möglich 
ist.  Wir  gehen  alsdann  von  ^^  längs  Ji  nach  Z  und  von  hier 
längs  'A  nach  Zq  zurück  und  betrachten  das  Integral  von  f{z) 
für  diesen  geschlossenen  Weg.  Wie  Fig.  99  zeigt,  wo  wir 
der  Deutlichkeit  halber  einige  Lücken  gelassen  haben,  zerfällt 
der  Weg  in  mehrere  einfache,  sich  selbst  nicht  schneidende 
geschlossene  Linien.  Wir  nennen  eine  geschlossene  Linie  ein- 
fach, wenn  der  Strahl  von  einem  bestimmten  Punkte  im  Innern 
der  Linie  nach   einer   Stelle   auf  der  Linie  gerade  einen  voll- 

[651 
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ständigen  Umlauf  um  jenen  ersten  Punkt  vollendet  hat,  wenn 
die  Stelle  auf  der  Linie  sie  ganz  durchlaufen  hat.  Es  zeisrt 
sich,  daß  einfache  geschlossene  Linien  auftreten  können,  die  den 
Punkt  c  nicht  enthalten.  Längs  ihrer  ergibt  sich  der  Integral- 
wert Null,  da  f\z)  in  ihrem  Innern  monogen  ist.  Es  treten 
außerdem  gerade  so  viele  einfache  geschlossene  Linien  auf,  die  den 
Punkt  c  umschließen,  als  der  Überschuß  von  p  über  q  oder 
von  q  über  p  beträgt  (also  in  Fig.  99  gerade  2,  weil  q—p  =  '2 
ist),  und  zwar  haben  sie  positiven  oder  negativen  Sinn,  je 
nachdem  p~>  q  oder  q>  p  ist.  (In  Fig.  99  haben  sie  negativen 
Sinn).  Längs  jedes  solchen  Umlaufes  ergibt  sich  der  Integral- 
wert C  oder  —  C,  je  nachdem  p>  q  oder  q  >  p  ist.  Die 
Summe  aller,  auf  alle  einzelnen  geschlossenen  Linien  bezüglichen 
Integralwerte  ist  daher  gleich  (p  —  q)  C.  Da  /.-  im  Sinne  von  Zq 
nach  Z  und  x  im  Sinne  von  Z  nach  Zq  durchlaufen  wird, 
so  ergibt  sich  also: 

ffiz)d2  -ff{z)dz  ==  0  -  q)C, 

sobald  ivir  auch  x  im  Sinne  von  Zq  nach  Z  durchlaufen. 

Die  willkürlich  eingeführte  Linie  s  verwandelt  den  Bereich 
in  einen  einfach  zusammenhängenden,  sobald  sie  als  nicht  zu 
überschreitende  Grenze  eingeführt  wird,  und  das  ist  für  den 
Weg  y.  der  Fall,  da  dieser  Weg  s  nicht  trifft.  In  dem  einfach 
zusammenhängenden  Bereiche  aber  ist  das  Integral,  erstreckt 
von  Zq  bis  Z,  nach  Satz  15,  Nr.  633,  eine  monogene  Funktion 
F(Z)  der  oberen  Grenze,  und  zwar  ist  F(Z)  von  der  Art  des 
eingeschlagenen  Weges  y,  unabhängig,  sobald  eben  x  die 
Linie  s  nicht  trifft.     Die  letzte  Formel  lehrt  daher: 

Sobald  von  Zq  nach  Z  ein  solcher  Weg  /■;  eingeschlagen 
wird,  der  die  Linie  s  insgesamt  p-mal  von  der  positiven  und 
g-mal  von  der  negativen  Seite  her  überschreitet,  so  erreicht 
das  Integral  nicht  mehr   den   Wert   F(^Z),   sondern   den   Wert 

(3)  Jf{z)dz  =  F{Z)  +  {p-q)C. 

k 

Es   leuchtet    ein,    daß  wir  den  Weg  T:  so  wählen  können 
daß  p  —  q  eine  beliebige  ganze  Zahl  wird. 
651] 
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Die  Grenzlinie  s  war  willkürlich  eingeführt  worden.  Man 
ist  daher  berechtigt,  sie  aufzuheben,  weil  sie  nicht  in  der  ur- 
sprünglichen Stellung  des  Integrationsproblems  enthalten  ist. 
Dann  aber  müssen  wir  nach  (3)  sagen,  daß  das  von  Zq  bis  Z 
erstreckte  Integral  nicht  mehr  eine  einwertige  oder  eindeutige 
Funktion  der  oberen  Grenze  Z  ist,  weil  noch  der  Summand 
{p  '~  Q)G  hinzutritt.  Wir  müssen  also  beim  Funktionsbegritte 
auf  die  Eindeutigkeit,  die  bisher  stets  angenommen  wurde  und 
in  seiner  Definition  (vgl.  Nr.  6  und  Nr.  365)  ausgesprochen 
war,  Verzicht  leisten.  So  gelangen  wir  also  hier  zu  dem  Be- 
griife  einer  sogar  unendlich  vieldeutigen  FunMion,  nämlich  einer 
Funktion,  die  nur  abgesehen  von  einem  additiven  beliebigen 
ganzen  Vielfachen  von  C  eindeutig  ist.  Die  Zahl  C  heißt  ihr 
Periodizitätsmodul. 

Es  kann  allerdings  vorkommen,  daß  die  Konstante  C  gleich 
Null  wird.  Alsdann  ist  das  Integral  auch  in  dem  wegen  der 
UnstetigkeitssteUe  c  nicht  einfach  zusammenhängenden  Bereiche 
doch  noch  eine  eindeutige  Funktion  wie  früher. 

Beispiel:  Es  sei  (f){z)=  1,  d.  h.  f{s)=i  :(z  —  c)".  Hier 
ist  ^(«-^)(c)=0  für  w>l,  dagegen  gleich  Eins  für  n  =  1. 
Nach  (2)  ist  demnach  (7=0  für  w  >  1  und  C  =  2i7t  für 
w  =  1.    Für  w  =  2,  3,  4,  •  •  •  ist  also  das  Integral  (vgl.  Nr.  635): 

z 

/dz      _     1     r l_        _    1_ -| 
(ß~—  c>  "~  n  —  1  L(2o  —  cy^^  ~  (Z—cy-U 

in  der  ganzen  Ebene  eine   eindeutige  und  monogene  Funktion 
von  Z.     Dagegen  ist  das  Integral: 


Z 

dz 
z  —  c 


eine  unendlich  vieldeutige  Funktion  mit  dem  Periodizitäts- 
modul  2«jr.  Nehmen  wir  z.  B.  c  =  0  und  2^  =  ^  an,  so  war 
bisher  nach  Nr.  636: 


/ 


z 

^i=lnZ=ln|Z   +  iß, 

Z  117 
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wobei  In  Z  den  Haupkvert  des  Logarithmus  bedeutete.  Dabei 
ist  In  I  ^  I  der  reelle  Logarithmus  des  absoluten  Betrages  von  Z 
und  ü  die  zwischen  —  %  und  -f  n  gelegene  Amplitude  von  Z. 
Dagegen  werden  wir  jetzt  allgemeiner 

7. 


^Z=ß 


ln\Z   +  iSl-\-(p  —  q)2i7t 


zu  setzen  haben,  indem   wir   die  Linie  s  etwa  wie  in  Nr.  635 

als    die   negative  a;-Achse  wählen.     Es  ist  also  der  allgemeine 

Logarithmus  einer  l'omplexen  Zahl  Z  eine  unendlich  vieldeutige 

Funktion: 

(4)  In  Z  =  In  '  Z  I  +  iil  +  2a';r, 

wo  h  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Der  Umstand,  daß 
der  Periodizitätsmodul  2 in  dieser  Funktion  In  Z  imaginär  ist, 
erklärt  es,  daß  wir  im  reellen  Bereiche  nicht  auf  die  Viel- 
deutigkeit des  Logarithmus  gestoßen  waren,  wohl  aber  in 
Nr.  376  in  Formel  (Ij  dazu  kamen,  als  wir  den  Logarithmus 
im  komplexen  Bereiche  einführten. 

652.  Mehrere  Feriodizitätsmodulu.  Es  liege  wieder 
eine  in  einem  einfach  zusammenhängenden  Bereiche  monogene 
Funktion  (fi/)  vor,  und  es  seien  a,  h,  ■  ■  •  l  mehrere  ver- 
schiedene Stellen  des  Bereiches,  an  denen  (p{z)  nicht  gerade 
verschwindet.     Dann  ist 

(p{z) 


(1)  m 


(z  —  a)a  (z  —  b)i  ■  ■  -i'z  —  T)>- 


eine  überall  im  Bereiche,  abgesehen  von  den  Stellen  a,b,  ■  •  -l, 
monogene  Funktion.  Es  sollen  a,  /3,  •  •  •  A  positive  ganze  Zahlen 
bedeuten,  so  daß  f(/)  z.  B.  an  der  Stelle  a  mit  1  :  (z  —  a)  in 
der  a*^°  Ordnung  unendlich  groß  wird. 

Auf  einem  geschlossenen  Wege,  der  die  Stelle  a  einmal 
und  zwar  positiv  umläuft,  aber  keine  der  übrigen  Unstetigkeits- 
stellen  h,  c,  •  •  l  einschließt,  erreicht  das  Integral  von  f(2)  nach 
Satz  22,  Nr.  645,  den  Wert 
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der  nach  Satz  16,  Nr.  639,  aucli  für  a  =  1  gilt,  wenn  dann 
0!  =  1  gesetzt  und  das  Differentiationszeichen  fortgelassen 
wird.  Entsprechend  ergeben  sich  konstante  Integralwerte 
JB  ■  ■  L  bei  einfachen  positiven  Umläufen  um  h,  ■  ■  •  l.  Nun 
ziehen  wir  von  a,h,  •  ■  ■  l  aus  gerade  oder  krumme,  jedoch  sich 
selbst  und  einander  nicht  schneidende  Linien  s^,  s^,  ■  ■  •  s,  bis  an 
den  Rand  des  Bereiches,  wobei  wir  die  positiven  Seiten  dieser 
Linien  wie  in  voriger  Nummer  festlegen.  Fügen  wir  s^,  s^,  •  •  •  s^ 
zur  Grenze  des  Bereiches  hinzu,  so  liegt  ein  einfach  zusammen- 
hängender Bereich  vor,  innerhalb  dessen  f{s)  überall  monogen 
ist,  so  daß  in  ihm  eine  eindeutige  Funktion  von  Z: 


F{z)=Jm 


dz 


bei  der  Integration  von  einer  bestimmten  Stelle  z^  bis  zu  einer 
beliebigen  Stelle  Z  hervorgeht. 

Wenn  wir  jedoch  die  willkürlichen  Linien  s„,  s^,  •  •  •  Sj  nicht 
als  Grenzen  betrachten  und  von  Zq  nach  Z  einen  solchen  Inte- 
grationsweg /.•  emschlagen,  der  die  Linien  s„,  s^,  •  •  •  s^  bzw. 
p  _^  p^.  .  .  .  ^9^- mal  von  der  positiven  Seite  her  und  bzw 
q  .^  q.  .  .  .  r/,-mal  von  der  negativen  Seite  her  überschreitet, 
so  ergibt  sich  der  Integialwert: 


z 


(3)    Jf{^)ff^  =  F{Z)  +  [:p,-  q,)A  +  {p-  q,)B-\-"  +  ip-q;)L. 

Der  Beweis  wird  wie  in  voriger  Nummer  geführt. 

Dies  Integral  (3)  ist  also  eine  unendlichvieldeutige  Funk- 
tion von  Z,  nämlich  eine  eindeutige  Funktion,  vermehrt  um 
additive  beliebige  ganzzahlige  Vielfache  der  Konstanten  Ä,  B, 
■  ■  L,  die  man  die  Periodizitätsmoduln  nennt.  Es  kann  vor- 
kommen, daß  einige  der  Konstanten  gleich  Null  werden  oder 
daß  sich  einige  von  ihnen  wie  ganze  Zahlen  zueinander  ver- 
halten. Alsdann  wird  die  Anzahl  der  tvesentlichen  Periodizitäts- 
moduln geringer. 

Beispiel:  Im  Falle 

[65S 


506        Kap.  Vni.     Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen. 


ist    a  =  i,    h  =  —  i,    a  =  1,    ß  =  1,    rp(z)  =  1,    also    A  =  n, 
B  =  —  71.     Hier    stehen    die    Periodizitätsmoduln    im   Verhält- 
nisse 1 :  —  1  zueinander;  daher  ist  nur  einer 
ivesenÜich.    Als  Strahl  5^  benutzen  wir  etwa 
'        wie  in  Nr.  638  die  von  der  Stelle  i  aus  ins 
Endlose  gezogene  positive  ?/-Achse  und  als 


'Z 


(>• 


C> 


Strahl  Sf^  die  von  der  Stelle  —  i  aus  ins 
-,  Endlose  gezogene  negative  ^/- Achse,  siehe 
Fig.  100.  Die  positive  Seite  von  s^  ist 
dann  die  rechte,  die  positive  Seite  von  s^ 
die  linke  Seite  der  «/-Achse.  Geht  von  0q 
nach  Z  ein  Integrationsweg  Je,  der  s^  und  s^ 
hzw.  p^-  und  Pf^-mal  von  der  positiven 
und  bzw.  q^-  und  5^- mal  von  der  nega- 
tiven Seite  her  überschreitet  (in  Fig.  100  ist  i)a  =  ^,  9'a  =  1; 
p^  =  0,  q^  =  2*)),   so  ergibt  sich  nach  Nr.  638: 


Fig.  100. 


r  dz 


arc  igZ—  arc  tg  Sq  +  {p^  —  q^  —  p^  +  g'2 )  ^, 


insbesondere  für  ^^  =  0: 


/'  dz 
Ij^jt  =  arc  tg  Z  +  (2)1  -  ^1  -p.^  +  q^)  ^. 

0 

Es  liegt  hier,  wie  gesagt,  nur  ein  wesentlicher  Periodizitäts- 
modul  %  vor.  Er  ist  reell,  und  dieser  Umstand  ist  der  Grund, 
weshalb  wir  sogleich  bei  der  allerersten  Betrachtung  des  Arkus- 
tangens im  reellen  Gebiete  (in  Xr.  12)  auf  die  Vieldeutigkeit 
gestoßen  waren. 

653.   Die  Vielwertigkeit  der  Amplitude.     Ehe   wir 

andere  Beispiele  von  mehrwertigen  Funktionen  bringen,  be- 
schäftigen   wir    uns    genauer    mit    der  Festlegung   der  Ampli- 


*)  In  Fig.  100  wie  auch  in  der  nächsten  Fig.  101  haben  -n-ir 
dem  Wege  nur  der  Deutlichkeit  halber  eine  möglichst  regelmäßige 
Gestalt  gegeben.  Wesentlich  sind  ja  nur  die  Übergangsstellen  über 
s^  und  s.    bzw.  s. 
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tude  CO  einer  komplexen  Zahl  z.  Nach  Nr.  355  ist  diese 
Amplitude  nur  bis  auf  additive  ganze  Vielfache  von  2:c  be- 
stimmt. 

Wir    stellen    uns    vor,    einer    bestimmten    Stelle    Zq    sei 
eine    bestimmte   Amplitude   03q   vorgeschrieben,    etwa  dadurch, 
daß   wir   die   Vorschrift   machen,    daß   oj^ 
zwischen   —  7t  und   -f-  7t   (oder  in  irgend 
einem  anderen  Intervalle  von  der  Größe  27t) 
liegen    soll.      Bewegt    sich    alsdann    ein 
Punkt   von  2q    aus    stetig    in   eine   andere 
Lage  Z,  ohne  dabei  durch  den  Nullpunkt 
2  =  0  hindui'chzugehen ,    so    legt   der   zu- 
gehörige   Radiusvektor     einen     ganz     be-  pjg.  joi. 
stimmten   positiven  oder  negativen  Dreh- 
winkel (p  zurück.     Alsdann   können   wir   festsetzen,   daß  Z  die 
Amplitude  co  =  (Oq  -{-  q)  haben  soll.     Siehe  Fig.  101. 

Jedoch  diese  Festsetzung  ist  nicht  unabhängig  von  der 
Ai't  des  Weges  auf  dem  wir  von  0q  nach  Z  gelangen.  Man 
erkennt  vielmehr:  Ist  der  soeben  eingeschlagene  Weg  von  2^ 
nach  Z  so  beschaffen,  daß  der  Radiusvektor  keine  volle  Um- 
drehung um  die  Stelle  z  =  0  macht,  so  führt  ein  anderer  Weg 
von  2q  nach  Z,  bei  dem  er  1:  voUe  positive  (oder  negative) 
Umdrehungen  imi  z  =  0  vollendet,  zu  der  Amplitude  03  -|-  2A'ä 
(bzw.  CO  —  2k7C).  Die  Mehrwertigkeit  der  Amplitude  beruht 
also  auf  der  Möglichkeit,  volle  Umläufe  um  die  Stelle  z  =  0 
auszuführen.  Daher  können  wir  nur  dadurch  zu  einer  ein- 
wertigen Festsetzung  der  Amplitude  kommen,  daß  wir  derartige 
Umläufe  unmöglich  machen.  Dies  geschieht,  indem  wir  von 
der  Stelle  z  =  0  aus  eine  Grenzlinie  s  ziehen,  die  stetig  ist, 
sich  nicht  selbst  schneidet  und  bis  ins  Endlose  verläuft.  Darf 
der  Weg  die  Grenze  s  nicht  überschreiten,  so  hat  jede  Stelle  z 
eine  bestimmte  Amplitude  a,  sobald  einer  bestimmten  Stelle  Zq 
eine  bestimmte  Amplitude  Oq  vorgeschrieben  worden  ist. 

Ändert  sich  nun  die  Stelle  z  stetig,  so  gilt  dasselbe  von 
ihrer  Amplitude,  jedoch  nicht  mehr  beim  Überschreiten  der 
Grenze  5.  Denn  wenn  wir  wieder  diejenige  Seite  von  s,  die 
auf  einem  positiven  Umlaufe  um  z  =  0  zuerst  getroffen  wird, 
die  positive  Seite   von    s   nennen,    so   hat   eine   Stelle   auf  der 
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positiven   Seite   von   s   eine  Amplitude,    die   um  2;r  größer  ist 
als  die  Amplitude  auf  der  negativen  Seite  von  s. 

Es  ist  also  s  die  Grenzlinie  eines  einfach  zusammen- 
hängenden Bereiches,  innerhalb  dessen  die  Amplitude  oj  über- 
all eindeutig  definiert  ist  und  zwar  so,  daß  sich  co  darin  stetig 
mit  2  ändert. 

Gehen  wir  dagegen  von  z^  nach  2  auf  einem  Wege,  der 
die  Grenzlinie  s  insgesamt  ^j-mal  von  der  positiven  und 
g'-mal  von  der  negativen  Seite  her  überschreitet,  und  addieren 
wir  wiederum  zu  co,^  den  Gesamtwinkel,  den  dabei  der  Radius- 
vektor zurücklegt,  so  finden  wir  als  Amplitude  von  z  statt  des 
Wertes  co  den  Wert  a  +  2  (p  —  qjn. 

Jeder  Stelle  z  hommt  demnadi  eine  hestimmte  Amplitude  zu, 
sobald  irir  angegeben  haben,  ivie  oft  beim  Übergänge  von  Zq 
nach  z  die  Grenzlinie  s  von  der  positiven  und  von  der  negativen 
Seite  her  nherschritten  tcorden  ist.  Insbesondere  können  wir 
durch  genügend  viele  Überschreitungen  von  s  erreichen,  daß 
die  Amplitude  von  z  einem  beliebig  festgesetzten  Intervalle  von 
der  Größe  2nr  angehört. 

Die  Stelle  z  =  0   selbst   ist   für   die  Amplituden  singulär. 

Denn  für  sie  ist  die  Amplitude  absolut  unbestimmt,  oder  auch: 

Für    sie    hängt    die    Amplitude    ganz    davon    ab,    aus   welcher 

Richtung  her  wir   die  Stelle  z  in  die  Stelle 

^^     z  =  0  rücken  lassen. 

^^--"^^^  /  Tritt  in  einer  Formel  statt  der  Amplitude 

■*^r r-*       von  z  etwa  die  von  z  —  c  auf,  wobei  c  eine 

^v  ''x-C 

^-"'  konstante  komplexe  Zahl  bedeute,  so  ist  zu 

i--'*' -X >  beachten,  daß  die  Stelle  z  —  c  aus  den  Stellen 

\  z   und  c    nach   Nr.  356    durch    eine    Kon- 

.^.     ,„„  struktion   vermittels  eines  Parallelocnramms 

Flg.  102.  o 

g;e Wonnen  wird,  siehe  Fig.  102.  Man  sieht 
daraus,  daß  die  Amplitude  von  z  —  c  der  Winkel  ist,  den  der 
Strahl  von  der  festen  Stelle  c  nach  der  beweglichen  Stelle  z 
mit  der  positiven  a:-Achse  bildet.  Hier  ist  nun  dasselbe  wie 
vorhin  über  die  Mehrwertigkeit  der  Amplitude  zu  sagen.  Da 
die  Stelle  c  jetzt  die  Rolle  spielt,  die  vorher  der  Stelle  Null 
zufiel,  so  erkennen  wir:  Wird  von  c  aus  eine  sich  selbst  nicht 
schneidende  stetige  Grenzlinie  s  bis  ins  Endlose  gezogen  und 
653] 
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außerdem  genau  festgesetzt,  in  welchem  Intervalle  die  Ampli- 
tude Oq  von  2^)  —  c  für  eine  bestimmt  gewählte  Stelle  z^  ge- 
wählt werden  soll,  so  gehört  zu  jeder  Stelle  2  eine  bestimmte 
Amplitude  oo  von  2  —  c,  sobald  die  Grenzlinie  6"  nicht  über- 
schritten werden  darf.  Gelangt  man  dagegen  von  2^  nach  2 
auf  einem  solchen  Wege,  der  s  insgesamt  p-mal  von  der  positiven 
und  g-mal  von  der  negativen  Seite  her  überschreitet,  so  ist 
die  Amplitude  co  durch  (0  -f  2(/)  —  q)7t  zu  ersetzen, 

654.    Die    allgemeine   Potenz.     Nach    dem    Beispiele 
in  Nr.  651   ist  allgemein: 

(1)  In^  =  In  ^  -f  Ico, 

wenn  In  q  den  reellen  Logarithmus  des  absoluten  Betrages  q 
von  2  und  a  die  in  irgend  einem  Intervalle  gewählte  Amplitude 
von  2  bedeutet.  Denn  es  braucht  dann  die  additive  Konstante 
2ik7r  nicht  angegeben  zu  werden,  da  sie  schon  durch  die  Un- 
bestimmtheit der  Definition  der  Amplitude  eingeführt  wird. 

Nun  definieren   wir,   falls  m   irgend   eine  bestimmte  reelle 
Zahl  ist,  die  Poten2  z'"-  durch  die  Formel: 

(2)  2"'  =  (e^"-')'"  =  e"'i"--. 
Aus  ihr  folgt  nach  (1): 

(3j  2"^  =  (»"'e"'""  =  p"'(cos  7)1  a  +  /sin  mco). 

Dabei  bedeutet  p'"  den  absoluten  Betrasf  von  5'",  d.  h.  den 
einzigen  reellen  positiven  Wert,  den  die  m*®  Potenz  der  positiven 
Zahl  Q  nach  Nr.  5  hat.  Wegen  der  Vielwertigkeit  der  Ampli- 
tude CO  ist  somit  die  m'^  Poten2  von  2  eine  unendlich  vieldeutige 
FunJcUon  von  2,  sobald  m  nicht  etwa  eine  rationale  Zahl  ist. 
Wenn  dagegen  m  =  r  :  n  ist,  wo  r  und  n  zwei  ganze  Zahlen 
ohne  gemeinsamen  Teiler  bedeuten  und  n  stets  positiv  an- 
genommen werden  darf,  so  bleibt  der  Wert  (3)  ungeändert, 
wenn  co  um  2n7i  zunimmt,  weil  dann  niGi  um  2r7t  wächst. 
Also  ist  dann  die  Potenz  nur  noch  eine  w-wertige  Funktion 
von  2,  indem  ihre  w  Werte  aus 


/  .\  —        »/-'■        "/-'■/        reo 

(4)  5«  =  ]/  ^   =  Yq  I  cos 1-  ^  sin 


rai\ 
n  J 
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hervorgehen,  sobald  man  irgend  eine  der  Anii:)lituden  oj  von  z 
benutzt  und  außer  ihr  die  n  —  1  Amplituden  o^  +  2;r,  03  +  4;r, 
...  oj  -j-  2(w  —  1;.T. 

Kehren  wir  zum  allgemeinen  Falle  i3)  zurück.  Um  die 
Punktion  einwertig  zu  machen,  müssen  wir  die  Amplitude  nach 
der  Methode  der  letzten  Nummer  durch  eine  von  ^  =  0  aus 
gezogene  Grenzlinie  s  einwertig  machen  und  außerdem  einer 
bestimmten  Stelle  z^  eine  bestimmte  Amplitude  Wq  beilegen. 
In  dem  so  gewonnenen  einfach  zusammenhängenden  Bereiche 
mit  der  Grenze  i'  ist  die  Funktion  z-"-  einwertig  und  nach 
der  Definition  (2j  überdies  monogen,  da  In-e  und  e~  monogen  sind. 

Da  die  Regel  für  die  Differentiation  einer  Funktion  von 
einer  Funktion  nach  Xr.  625  auf  die  Formel  (2)  anwendbar 
ist,  so  gibt  sie: 


dz 

=  <e" 

«In; 

m 

z 

z"' 
-■  m— 
z 

Wir 

dürfen 

hiei-für 

kürzer 

(öj 

dz 

= 

mz""- 

1 

schreiben,  sobald  wir  ^"'"^  analog  (3)  durch 

(6)  Z"'-'^  =  Q'a-\^{m-\)<.>  ^  ()'^'-  1[C0B  (wZ   —   1)00  -\-i  siu  (m  —  1)  fo] 

definieren  und  hierin  die  Amplitude  od  in  demselben  Bereiche 
wie  für  die  Formel  (3)  wählen.  Die  Begel  für  die  Diffe- 
rentiation einer  Potenz  mit  Jionstantem  reellen  Exponenten 
(Nr.  38)  gilt  also  auch  dann,  uenn  die  Basis  Jcomplex  ist. 

Durch    Einsetzen   von    q (cos  co-\-  csino^j   für  z  folgt  noch 
aus  f3): 

(7)  (cos  Gj  +  /  sin  cj)'"  =  cos  m  co  +  i  sin  m  co , 

d.  h.  die  Moivresche  Formel  (Xr.  358)  gilt  für  heliehige  reelle 
Exponenten. 

655.  Die  konforme  Abbildungf  iv  =  y  z.  Ist  der  Ex- 
ponent m  insbesondere  der  reziproke  Wert  em&c  ganzen  positiven 
Zahl  n,  so  ergibt  sich,  wie  wir  sahen,  eine  gerade  »-wertige 
Funktion,  nämlich  nach  (4)  in  voriger  Xummer  die  n^^  Wurzel 
von  z: 
(1)  tv  =  y^r  =  Y^e  »  =  l/p  (cos  ^  +  i  sin  ^ , 
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die  eben  für  alle  mögliehen  Amplituden  co  von  2  doch  nur  n 
verschiedene  Werte  deshalb  annimmt,  weil  co  :  w  gerade  um  2jr 
wächst,  also  der  Kosinus  und  Sinus  ungeändert  bleiben,  so- 
bald 09  um  2mi  zunimmt.  Führen  wir  wie  in  voriger  Nummer 
die  Grenzlinie  s  ein,  so  erhalten  wir  einen  einfach  zusammen- 
hängenden Bereich,  in  dem  die  w*^  Wurzel  von  z  eine  ein- 
deutige und  monogene  Funktion  von  2  ist. 

Sie  vermittelt  nach  Nr.  626  eine  Tionforme  Ahhildung  der 
^-Ebene   in   der  ?r-Ebene.     In   der  ^-Ebene   sind   oj  und  q  die 


-&bcTU 


Fig.  103 

Polarkoordinaten.  Benutzen  wir  auch  in  der  ?6'-Ebene  Polar- 
koordinaten g?  und  r.  indem  wir  setzen: 

IV  =  r(cos  q)  ^  i  sin  (p), 
so  ist  nach  (1): 
(2)  r  =  ik^^,         cp=  l , 

und  das  ist  der  einfachste  reelle  Ausdruck  dieser  konformen 
Abbildung.  Man  sieht,  daß  die  Kreise  q  =  konst.  als  Kreise 
r  =  konst.  und  die  Strahlen  w  =  konst.  als  Strahlen  cp  =  konst. 
abgebildet  werden.  Aber  die  ganze  ^;-Ebene  wird  nur  auf  einen 
Teil  der  C5-Ebene  abgebildet.  Ist  nämlich  u  die  Amplitude 
einer  an  der  positiven  Seite  der  Grenzlinie  s  gelegenen 
Stelle  a  des  Bereiches  in  der  ^-Ebene,  siehe  Fig.  103  (worin 
n  =  3  gewählt  ist),  so  hat  dieselbe  Stelle  auf  der  negativen 
Seite  von  s'  nach  Nr.  653  die  Amplitude  a  —  27C.  Durchläuft 
also  2  einen  Kreis  Ji  um  den  Nullpunkt,  so  entspricht  diesem 
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Kreise  uur  der  w*^  Teil  des  Bildkreises  Je'  in  der  «t-Ebene.  Lassen 
wir  nämlich  die  SteUe  a  an  der  positiven  Seite  der  Grenze  s 
entlang  gehen,  so  beschreibt  der  Bildpunkt  in  der  ^^-Ebene  eine 
ebenfalls  vom  Xullpunkte  ausgehende  und  sich  selbst  nicht 
schneidende  stetige  und  ins  Endlose  laufende  Linie  Si,  das 
Bild  von  s.  Aber  wenn  die  Stelle  a  an  der  negativen  Seite 
von  s  entlang  geht,  so  sind  alle  Amplituden  um  2n  kleiner, 
d.  h.  dami  beschreibt  der  Bildpunkt  diejenige  Linie  So  der 
?<^-Ebene,  die  aus  Si  hervorgeht,  wenn  wir  s[  um  den  negativen 
Winkel  —  2%  :  n  um  den  Nullpunkt  drehen.  Jede  Stelle  z  des 
durch  s  hegrenzten  Bereiches  der  z-Ebene  hat  ihr  Bild  u:  zwischen 
s'o  und  si.     Der  Bildbereich  ist  in  Fig.  103  schiaffiert. 

Gestatten  wir  dagegen  der  Stelle  z,  die  Grenze  s  zu  über- 
schreiten und  zwar  zunächst  nur  einmal  von  der  positiven 
Seite  her,  so  tritt  an  die  Stelle  von  oj  der  Wert  co  -{-  27t, 
d.  h.  die  Formeln  (2)  sind  dann  durch 

"/-  a     ,    2  71 

'  ^  '  ^         n  n 

ZU  ersetzen.  Dies  bedeutet:  Alle  Bildpunkte  iv  sind  jetzt  um 
den  Winkel  27t :  n  um  den  Nullpunkt  der  w-Woene  herum- 
zudrehen. Oder:  die  ganze  5^-Ebene  derjenigen  Stellen  z,  zu  denen 
wir  nach  einmaliger  positiver  Überschreitung  von  s  gelangt 
sind,  wird  konform  abgebildet  auf  dasjenige  Gebiet,  das  einer- 
seits von  Si  und  andererseits  von  der  Kurve  §2  begrenzt  wird, 
die  aus  si   durch  Drehuncr  um    den  Winkel  27t :  n  hervorgeht. 

So  können  wir  fortfahren:  Durch  fortgesetzte  Drehung 
um  jeweils  27t  :  n  entstehen  insgesamt  n  kongruente  »Linien 
So,  si,  Si.-.s'u-i.  Sie  teilen  die  iv-Ehene  in  n  kongruente 
Gebiete.  Die  n-ivertige  FunMion  w  =  yz  vermittelt  eine  solche 
hm  forme  Ahhildung  der  z-Ebene  auf  die  iv-Ebene,  hei  der  die 
ganze  z-Efjene  auf  jedes  einzelne  der  n  Gebiete  abgebildet  wird. 
Die  Abbildung  ist  also  n-deutig.  Alle  nBildpunhte  tv  einer 
Stelle  z  bilden  ein  regelmäßiges  n-Ecl;  dessen  Mittelpunld  der 
NullpunJd  der  w-Ebene  ist.  Vgl.  insbesondere  die  w^®^  Einheits- 
wurzeln in  Nr.  358. 

Noch  sei  ausdrücklich  bemerkt:  Haben  wir  für  eine  Stelle  z 
bei  bestimmter  Auswahl  ihrer  Amplitude  (o  den  zugehörigen 
655] 
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Wert  der  w**"  Wurzel  iv  nach  (1)  berechnet  und  gehen  wir 
nun  Ton  3  aus  auf  einem  Wege,  der  s  einmal  positiv  über- 
schreitet, d.  h.  auf  einem  einmaligen  positiven  Umlaufe  um 
die  Stelle  s  =  0,  nach  derselben  Stelle  2  zurück,  so  geht  der 
neue  Wert  der  Wurzel  aus  dem  alten  durch  Multiplikation  mit 
dem  Falior  e'"-"  hervor. 

Die  Stelle  ^  =  0  selbst  ist  insofern  zwar  von  singulärer 
Natur,  als  hier  die  Amplitude  absolut  unbestimmt  wird  (vgl. 
Nr.  653),  aber  immerhin  bleiben  bei  der  Annäherung  von  z 
an  den  Nullpunkt  der  Kosinus  und  Sinus  in  (1)  endlich, 
während  Yq  nach  Null  strebt.  Also  hat  yz  für  lim  z  =  0  den 
Grenzicert  Null.  Die  Stelle  z  =  0  ist  die  einzige  Stelle  der 
Ebene,  der  nur  ein  Wert  der  >i*®°  Wurzel  zukommt,  während 
schon  in  unmittelbarer  Nähe  von  z  =  0  stets  n  Werte  der 
Wurzel   auftreten.      Daher    heißt    die    Stelle    z  =  0    die     Ver- 

n  ,— 

Zweigungsstelle  der  Funktion  yz. 


656.  Die  Funktion  y{x  —  a)  {z  —  b).  Wenn  wir  die 
Amplitude  einer  Zahl  c  mit  ampl.  '■  bezeichnen,  so  gibt  (1) 
in  Yoriffer  Nummer: 


YT^^h  =  |/|7^ryTgi.ampi.(.-6) . 
Also  ist  die  Quadratwurzel 

Hierbei  ist  die  Quadratwurzel  des  absoluten  Betrages  von 
{z  —  a){z  —  h)  positiv  zu  nehmen. 

Diese  Funktion  iv  ist  nicht  eindeutig,  denn  die  Amplituden 
können  um  ganze  Vielfache  von  2%  geändert  werden,  so  daß 
der  Wert  von  if  mit  dem  Faktor 

multipliziert  werden  darf,  wo  h  eine  beliebige  ganze  Zahl  be- 
deutet. Dieser  Faktof  ist  gleich  +  1?  wenn  k  gerade  ist,  und 
gleich  —  1,  wenn  k  ungerade  ist.  Also  hat  die  Wurzel  gerade 
eirei  Werte ^  und  diese  Werte  unterscheiden  sich  bloß  durcli  ilir 
VorzeicJien. 

S er r e t,  Diff.- u.  Integral- Rechnung.    TL.    3.  Aufl.  33  [655     65© 
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Um  einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  zu  o-e- 
winnen,  in  dem  die  Quadratwurzel  eine  eindeutige  und  alsdann 
offenbar  monogene  Funktion  von  z  wird,  erinnern  wir  uns  an 
die  Bemerkungen,  die  in  Nr.  653  über  die  Amplitude  von 
z  —  c  gemacht  wurden.  Demnach  ziehen  wir  von  den  Stellen 
z  =  a  und  z  ^  h  aus  stetige  sich  nicht  schneidende  Grenz- 
linien s^  bzw.  Sf,  bis  ins  Endlose.  Geben  wir  alsdann  für  eine 
bestimmte  Stelle  Zq  den  Größen  Zq  —  a  und  Zq  —  h  bestimmte 
Amplituden  u  und  ß,  so  daß  für  sie  nach  (1)  die  Funktion  w 
den  bestimmten  Wert 

(2)  h;  =  l/^-a)(^o-&)  e^'^'"^'' 

hat,  so  gehören  auch  zu  jeder  andern  Stelle  z  bestimmte  Werte 
der  Amplituden  von  z  —  a  und  z  —  h,  also  auch  bestimmte 
Werte  der  Quadratwurzel  ir,  vorausgesetzt  nämlich,  daß  wir 
von  Zq  aus  nach  z  auf  irgend  einem  solchen  Wege  gelangen,  der 
weder  s^  noch  s^,  überschreitet. 

Wenn  wir  dagegen  von  Zq  nach  z  auf  einem  Wege  über- 
gehen, der  s^  bzw.  s^  insgesamt  p^-  bzw.  j)^-mal  von  der 
positiven  Seite  her  und  insgesamt  q^-  bzw.  g^^-mal  von  der 
negativen  Seite  her  überschreitet,  so  ist  der  Wert  der  Funktion 
an  der  Stelle  z  ein  anderer  geworden.  Der  vorige  Wert  w 
nämlich  ist  jetzt  mit 

d.  h.  mit 

e'  [Pa  +  Pb-9a-  ']b\  ^ 

zu  multiplizieren.  Diese  Zahl  ist  gleich  +  1  oder  —  1,  je  nach- 
dem die  in  der  eckigen  Klammer  stehende  ganze  Zahl  gerade 
oder  ungerade  ist. 

Die  Stellen  z  =  a  und  z  =^  b  sind  die  einzigen,  an  denen 
sich  die  beiden  Werte  der  Wurzel  w  nicht  voneinander  unter- 
scheiden, da  hier  w  =  0  wird.  Deshalb  heißen  die  Stellen 
a  und  h  die   Verziceigungsstellen  der  Funktion  y{z  —  d){z  —  h\ 

Ganz  entsprechend  erkennen  wir,  daß 


IV  =y(z  —  q) {z  —  Cg)  ■••{z  —  c„) 

eine  zweiwertige  Funktion  ist,  die  jedoch  einwertig  und  mo- 
nogen wird,  sobald  wir  von  den  Stellen  c^,  c^,  ■  ■  ■  ^„  aus  Grenz- 
656] 
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linien  s^,  s^,  •  •  •  •«„  bis  ins  Endlose  ziehen.  Die  beiden  Werte 
der  Funktion  unterscheiden  sich  nur  durchs  Vorzeichen. 
Haben  wir  an  einer  Stelle  0  die  Amplituden  von  z  —  c^,  2  —  c^, 
■  •  •  z  —  c„  bestimmt  gewählt,  so  hat  dort  auch 


W  =}/  {z-C^{z-C^-  ■  ■  {Z  -  CJI  eT'^ampl.(.--c..) 

einen  bestimmten  Wert.  Gehen  wir  nun  von  2  aus  auf  einem 
Wege,  der  s^,  h^  '  '  '  ^n  ^^^  ^^^  positiven  Seite  bzw.  p^-jP^-, 
■  •  •  i)„-mal  und  von  der  negativen  Seite  bzw.  q^-,  q^-,  ■  ■  ■  ^„-mal 
überschreitet,  zur  selben  Stelle  s  zurück,  so  ist  der  nunmehr 
zu  z  gehörige  Wert  von  w  aus  dem  vorigen  durch  Multi- 
plikation mit 

ZU  gewinnen.  Dieser  Faktor  ist  gleich  +  1  oder  —  1.  Die 
Stellen  i\,  c^,  '  '  '  ^n  ^^^^  ^^^  einzigen,  an  denen  beide  Werte 
der  Wurzel  miteinander  identisch,  nämlich  gleich  Null  sind. 
Sie  heißen  daher  wieder  die   Verzweigungsstellen  der  Funktion. 

657.  Die  Biuomialformel.  Wir  haben  in  Nr.  654 
die  Potenz  z'"  mit  Hülfe  des  Logarithmus  definiert.  Aber  nach 
Nr.  374  steht  uns  auch  ein  anderer  Weg  zur  Definition, 
wenigstens  in  einem  gewissen  Bereiche,  offen.  Denn  es  ist 
danach  ,        n    ,   /         -i\-i™ 

r'"  =  [1    -I-  (^  _   1)]"» 

mittels  der  Binomialreihe 

(1)         ,^_i+^(._i)  +  '^'»^(.-i)»+... 

für  z  —  l\<  1  darstellbar.  Folglich  müssen  wir  noch  be- 
weisen, daß  dieser  Wert  von  z"'  im  Bereiche  ^  —  1  <  1  mit 
einem  derjenigen  Werte  übereinstimmt,  die  z"'  nach  der  Defi- 
nition in  Nr.  654  in  diesem  Bereiche  annimmt. 

Definieren  wir  z"'  im  Bereiche  ^;  —  1  |  <  1  durch  die 
Formel  (1 ),  so  liegt  eine  im  Kreise  um  die  Stelle  z  =  1  und 
mit  dem  Radius  Eins  überall  eindeutige  analytische,  d.  h. 
monogene  Funktion  vor,  deren  Ableitung  nach  Satz  19, 
Nr.  370,  ist: 

^-=>^»[l+-YT-(^-l)+ ^j (--1)  +---J- 
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Multiplizieren  wir  diese  Formel  mit  z  oder  1  +  T^?  —  1)  und 
fassen  wir  die  Glieder  mit  gleichhohen  Potenzen  von  z  —  1 
zusammen,  so  kommt: 

also  nach  ( 1): 


dz  z 

dz  z 


Folglich  ist 


— 5 —  =  -  ,  d.  h.  in  ^"'  =  ni  In  ^  +  konst. 
dz  z  ' 

oder: 

(2)  .2r'"=  konst.  e"'i°''. 

Für  z  =  1  aber  gibt  die  Formel  (1)  den  Funktionswert  Eins. 
Bezeichnet  der  Logarithmus  in  (2)  den  Haupt uert,  so  ist  auch 
In  1  =  0,  d.  h.  der  konstante  Faktor  gleich  Eins.  Die  For- 
mel (2)  deckt  sich  daher  mit  der  Definitionsformel  (2)  in 
Nr.  654,  sobald  der  Logarithmus  darin  den  Hauptwert  bedeutet. 

658.  Die  Funktion  arc  sin  ^.    Im  Reellen  ist: 

(1)  arc  sin  z  =  arc  tg  -,  • 
^  ^                                                          °  l/l  —  s* 

Diese  Definition  wollen  wir  auch  im  komplexen  Bereiche  be- 
nutzen; es  ist  danu  leicht,  den  Arkussinus  durch  den  Loga- 
rithmus auszudrücken.  Denn  die  Formel  (1)  in  Nr.  377, 
nach  der 

(2)  arc  tg  w  =  „  .  m  , 

^  ^  ^  2i       l  —  iw 

ist  und  die  wir  in  Nr.  638  unter  (5)  von  neuem  bewiesen  haben, 
gilt  auch  dann,  wenn  wir  den  Logarithmus  und  den  Arkus- 
tangens wie  in  den  Beispielen  zu  Nr.  651  und  652  in  allge- 
meinster Weise,  d.  h.  als  unendlich  vieldeutige  Funktionen 
auffassen,  weil  der  Logarithmus  alsdann  bis  auf  additive 
ganze  Vielfache  von  2i:i  und  der  Arkustangens  bis  auf  additive 
ganze  Vielfache  von  %  bestimmt  ist.  Wenn  wir  nun  in  (2) 
für  IV  den  Wert  z-.y'l  —  z'^  einsetzen,  so  kommt  nach  (1): 


1   ,     yi  —  z^-{-iz 

arc  sni  z  =  ^r-.  m  ■ 

2i       Yll^^-  —  iz 
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Der  Numerus  ist  das  Quadrat  von  ijs  +  |/l  —  z^.     Also   folgt 

schließlich: 

(3)  arc  sin  ^  =  —  i  In  {iz  +]/l  —  2^). 

Den  Bereich  für  z  können  wir  bekanntlich  so  begrenzen, 
daß  sowohl  die  Quadratwurzel  als  auch  der  Logarithmus  da- 
selbst eindeutig  und  monogen  wird,  folglich  auch  arc  sin  z. 
Alsdann  ergibt  sich  als  die  Ableitung,  da  wir  die  Regel  der 
Differentiation  einer  Funktion  von  einer  Funktion  nach  Nr.  625 
anwenden  dürfen: 

d  arc  sin  2  —  i  / .  ^       \ 

dz      ~  is^yi^giy      ]/r^^/ 
oder: 
/  .N  d  arc  sin  z  1 

also  dieselbe  Ahleitmig  wie  im  reellen  Bereiche. 

Ferner  folgt  aus  (3),  wenn  arc  sin  z  mit  iv  bezeichnet  wird: 


iz+y\—z;^=  e"' 
und  hieraus  durch  Auflösung  nach  s: 

d.  h.  nach  (6)  in  Nr.  373: 

(5)  z  =  sin  w. 

Mithin  ist  iv  =  a/rc  sin  z  auch  im  komplexen  Bereiche  die  zu 
z  =  sin  tv  inverse  Funktion. 

Aus  (3)  erhellt,  daß  arc  sin  z  eine  unendlich  vieldeutige 
Funktion  ist.  Nehmen  wir  an,  daß  zu  den  Werten,  die  sie 
für  ein  bestimmtes  z  erhält,  die  Werte  iv  and  w'  gehören,  so 
muß  nach  (5) 

sin  iv'  —  sin  ^v  =  0 

sein.    Da  nun  die  goniometrischen  Formeln  auch  im  komplexen 
Bereiche  nach  Nr.  373  gelten,  so  folgt: 


cos  — ^  sm  -^—  =  0, 


[658 


518        Kap.  VIII.     Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen. 

d.  h.  wegen  der  in  Nr.  373  über  das  Verschwinden  des  Sinus 
und  des  Kosinus  gemachten  Bemerkung: 

zv'  =  —  IV  -\-  (2k  -\-  l)n     oder     tv'  =  tv  -f  2k7C, 
wo  Je  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist. 

Alle  Werte,  die  arc  sin  z  für  e*'^  bestimmtes  z  erreicht, 
gehen  also  aus  einem  Werte  hervor,  tvenn  man  entweder  zu 
diesem  ein  gerades  Vielfaches  von  n  oder  zu  dem  entgegen- 
gesetzten ein  ungerades   Vielfaches  von  %  addiert. 

Die  Ergebnisse  über  die  Vielwertigkeit  von  arc  sin  z  sind 
also  genau  dieselben  wie  im  reellen  Bereiche,  siehe  Nr.  12 
unter  c). 

In  entsprechender  Weise  läßt  sich  die  Funktion  arc  cos  z 
einführen  und  darstellen. 

659.  Ein  Hilfssatz.  Nachdem  wir  auf  verschiedenen 
Wegen  zu  mehrwertigen  Funktionen  gelangt  sind,  wobei  wir 
stets  erkannten,  daß  es  möglich  war,  den  Bereich  in  der 
^-Ebene  so  zu  begrenzen,  daß  sich  die  Funktionen  darin  als 
eindeutige  und  monogene  Funktionen  betrachten  ließen,  woUen 
wir  zum  Schlüsse  noch  einen  anderen  Weg  skizzieren,  auf 
dem  wir  ebenfalls  unterjUmständen  zu  mehrwertigen  Funktionen 
kommen.  Dabei  bedürfen  wir  eines  Hilfssatzes,  der  zunächst 
aufgestellt  werden  soll: 

Satz  29:  Gibt  es  im  BereicJie  einer  monogenen  Funktion 
f{z)  ein  Wegstück,  für  dessen  Funkte  die  Funktion  f(z)  den 
Wert  Null  hat,  so  ist  die  Funktion  überhaupt  gleich  Null. 

Zunächst  zeigen  wir,  daß  unter  den  Voraussetzungen  des 
Satzes  auch  f'{z)  den  Voraussetzungen  genügt,  d.  h.  längs  des 
Wegstückes  gleich  Null  ist.  Sind  nämlich  Zq  und  Z  zwei 
Stellen  dieses  Wegstückes  l,  so  daß  /'(^o)  ^  ^  ^^^  f^^)  ^  ^  ^^^' 
so  folgt,  wenn  wir  f'{z)  von  ^^  bis  Z  längs  des  zwischen  Zq 
und  Z  gelegenen  Teiles  von  l  integrieren,  aus 


sofort: 
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Bedeutet  s  die  positiv  genommene  Länge  des  Stückes  von  Sq 
bis  Z  und  ist  K  der  kleinste  Wert,  den  |/'(^)  längs  des 
Integrationsweges  erreicht,  so  ist  aber  der  absolute  Betrag  des 
Integrals  nach  Satz  11,  Nr.  630,  nicht  kleiner  als  Ks.  Daher 
muß  ^  =  0  sein.  Auf  jedem  Teile  des  Wegstückes  l  gibt  es 
folglich  eine  Stelle,  an  der  f"(z)  =  0  ist;  und  da  f'(z)  stetig  ist, 
schließen  wir:  Längs  des  Wegstückes  l  istf'(z)  überall  gleich  Null. 

Weil  somit  auch  /"(^)  die  Voraussetzungen  des  Satzes  29 
erfüllt,  gilt  dasselbe  weiterhin  von  f"  {s),  f"\z)  usw. 

Bedeutet  nun  5„  irgend  eine  Stelle  von  l,  so  ist  fi^z)  inner- 
halb desjenigen  Kreises  Tc  um  Sq,  dessen  Fläche  noch  völlig 
dem  Bereiche  von  f{z)  augehört,  nach  Satz  19,  Nr.  643,  als 
analytische  Funktion 

(1)  fiz)  =  Co  +  c,{z  -  ^„)  +  .  .  .  +  cjz  -  z,f  +  •  • 

darstellbar.  Dabei  haben  die  Koeffizienten  Cq,  Cj,  .  .  .  c^^,  . . .  die 
in  Nr.  643  unter  (5)  angegebenen  Werte  und  sind  folglich 
sämtlich  gleich  Null,  weil  ('{Zq),  f  {z^},  .  .  .  /'^"^^o);  •  •  v  ^i^  be- 
wiesen, gleich  Null  sind.  Also  ist  f(z)  nach  (1)  innerhalb 
jenes  Kreises  k  überall  gleich  Null. 

Macht  die  Fläche  dieses  Ivreises  k  schon  den   ganzen  Be- 

TD 

reich  der  Funktion  f{z)  aus,  so  ist  Satz  29  bewiesen.  Andern- 
falls stellen  wir  dieselbe  Betrachtung  für  alle  Stellen  .2f„  von 
l  an,  so  daß  f(z)  innerhalb  aller  bis  an  den  Rand  gehender 
Kreise  um  die  Stellen  von  l  überall  verschwindet.  Ist  hiermit 
der  ganze  Bereich  von  f\z)  noch  immer  nicht  erschöpft,  so 
bedenken  wir,  daß  für  irgend  eine  Stelle  z^^  innerhalb  irgend 
eines  dieser  Kreise  f{z)  nebst  allen  Ableitungen  verschwindet, 
daher  die  Darstellung  von  f(z)  als  analytische  Funktion  von 
z  —  ^1  in  der  Umgebung  von  z^  ebenso  ergibt,  daß  f(z) 
innerhalb  desjenigen  Kreises  um  z^  überall  gleich  NuU  ist,  der 
bis  au  den  Rand  des  Bereiches  geht.  Dabei  kann  ^j  so  ge- 
wählt werden,  daß  der  Kreis  um  z^  über  den  schon  vorher 
ermittelten  Teil  des  Bereiches  hinausreicht,  in  dem  f(z)  ver- 
schwindet. Wir  können  also  denjenigen  Teil  des  Bereiches, 
in  dem  Y{z)  ül)erall  gleich  Null  ist,  immer  noch  vergrößern, 
bis  wir  schließlich  den  ganzen  Bereich  erschöpft  haben,  womit 
dann  der  Satz  29  bewiesen  ist. 
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Als  Zusatz  ergibt  sich 

Satz  30:  Wenn  die  lUkhen  der  Konvergenskreise  zweier 
Fotenzreilien 

und 

n  +  7i'>  -  ^i)  +  •  •  •  +  yA^  -  ^i)"  +  •  •  • 

mit  den  Mittelpunlten  Zq  und  z^  ein  Gebiet  gemein  haben  und 
die  Werte  beider  Reihen  an  jeder  Stelle  z  längs  eines  in  diesem 
Gebiete  gelegenen  WegstücJies  l  iibercinstimmen,  so  haben  sie  über- 
haupt in  diesem  gemeinsamen  Gebiete  übereinstimmende    Werte. 

Denn  jede  Reihe  definiert  innerhalb  ihres  Konvergenz- 
kreises eine  monogene  Funktion  f(z)  bzw.  cp  (z),  so  daß  f{z)  —  (p(z) 
im  gemeinsamen  Bereiche  monogen  ist  und  die  Voraussetzungen 
des  Satzes  29  erfüllt,  also  f{z)  —  (p  iz)  überall  im  gemein- 
samen Bereiche  verschwindet. 

Der  Satz  30  enthält  als  speziellen  Fall  den  Satz  21 
von  Nr.  371. 

660.  Analytische  Portsetzung  einer  Funktion.  Wir 

wollen   nach   diesen    Vorbereitungen    annehmen,    es    liege    eine 

Potenzreihe 

vor.      Es    ist    Zq    der    Mittelpunkt 
ihres  Konvergenzkreises  /.'q.    Inner- 
halb Ä^o  ist  alsdann  durch  (Ij  eine 
monogene  Funktion  f{z)   definiert. 
Es    kann    nun    sein,    daß    der   Be- 
reich dieser  Funktion  fiz)  über  den 
Kreis  Ä'o  hinausgeht,  und  wir  wollen 
zeigen,    durch    welches    Verfahren 
sich  dies  feststellen  läßt. 
Es  sei  z^  irgend  eine  Stelle  innerhalb  /.q,  siehe  Fig.  104. 
Nach  Satz   19,  Xr.  643,  ist  f{z)  in  der  Form  einer  Potenzreihe 
(2)  «0  -f  a^iz  —  z^)  -f  a^(z  —  z^)-  -i 

darstellbar  innerhalb  desjenigen  größten  Kreises  l\  um  z^  als 
Mitte,  der  noch  vollständig  in  dem  Bereiche  von  f{z)  liegt.  Nun 
kennen  wir  den  Umfang  des  Bereiches  ja  noch  nicht,  aber  sicher  ge- 
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hört  der  Kreis  h^  zum  Bereiche;  es  steht  also  fest,  daß  die 
neue  Reihe  (2)  gewiß  iunerhalb  desjenigen  Kreises  k^  um  s^ 
als  Mitte  konvergiert,  der  noch  vollständig  in  Zf^  enthalten  ist. 

Der  Radius  des  wahren  Kouvergenzkreises  \  von  (2)  muß 
also  mindestens  so  groß  wie  der  von  x^  sein. 

Es  ist  nun  wichtig,  zu  bemerken,  daß  die  Form  der 
Reihe  (2)  durch  die  gegebene  Reihe  (1)  vollständig  bestimmt 
ist.  Denn  innerhalb  Xj  stellen  (1)  und  (2)  überall  dieselbe 
Funktion  f{z)  dar.     Nun  ist  einerseits  nach  (2): 

Vgl.  (5)  in  Nr.  643,  und  andererseits  lassen  sich  /"(^J,  /'(-^lir 
f"{^i),  ■  ■  ■  aus  der  Reihe  (1  j  und  den  durch  gliedweise  Diffe- 
rentiation von  (1 )  hervorgehenden  Reihen  durch  Einsetzen  von 
z  =  ^i  berechnen,  nach  Satz  19,  Nr.  370.     Folglich  ist: 

(3) 

a,  =  ^[1 .2c2  +  2  •  3f3(^,  -  ^0)  +  3-4c,(^,  -  z.f  +  •••], 


Die  neue  Reihe  (2)  ist  also  eine  ganz  bestimmte,  sobald  die 
Reihe  (1)  gegeben  ist. 

Wie  gesagt,  kann  nun  der  Konvergenzkreis  l\  der  Reihe 
(2)  über  den  Kreis  1:^  hiuausgi-eifen.  Nehmen  wir  an,  daß 
wir  diesen  wahren  Konvergenzkreis  A\  ermitteln  könnten,  so 
würden  wir  dasselbe  Verfahren  für  alle  Stellen  s^  im  Innern 
von  /iQ  anwenden  und  so  den  Bereich,  in  dem  die  Funktion  f(2) 
bekannt  wäre,  durch  die  über  k^  hinausreichenden  Flächen- 
stücke aller  Konvergenzkreise  Jc^  erweitern.  Hierbei  ist  aber 
noch  ein  sehr  wesentlicher  Punkt  zu  erörtern: 

Ist  ^2  ^i"®  andere  Stelle  innerhalb  /r^,  ferner 

(4)  &o  +  &i(^  -  ^2^  +  h{^  -  h)'  +  •  •  • 

die  zugehörige  Potenzreihe  und  Ä'g  ihr  Konvergenzkreis,  und 
greifen  h^  und  /i,  beide  über  J:^^  hinaus,  so  kann  es  sein,  daß 
die  Flächen  von  \  und  1:^  außerhalb  1:^  ein  Gebiet  gemein 
haben.     Es  soll  nun  bewiesen  werden,  daß  die  Reihen  (2)  und 
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(4)  an  jeder  Stelle  z  dieses  Gebietes  übereinstimmende  Werte 
haben.  Für  diesen  Beweis  ist  der  Umstand  ausschlaggebend,  daß 
die  beiden  Kreise  l\  und  Jc^,  sobald  sie  ein  Flächenstüclc  außerhalb  Jcq 
gemein  haben,  stets  auch  ein  Fläehenstück  innerlinlb  Iq  (jemein 
haben.  (Vgl.  die  obige  Figur.)  In  diesem  letzten  Teile  aber  haben 
die  Reihen  (2)  und  (4)  an  jeder  Stelle  s  denselben  Wert  wie  die 
Reihe  (1),  also  miteinander  übereinstimmende  Werte,  woraus 
nach  Satz  30  der  letzten  Nummer  folgt,  daß  die  Reihen  (2) 
und  (4)  auch  in  dem  außerhalb  Ic^  gelegenen  gemeinsamen 
Gebiete  an  jeder  Stelle  z  übereinstimmende  Werte  haben. 

Die  geschilderte  Erweiterung  des  Bereiches  der  ursprünglich 
nur  durch  die  Potenzreihe  {1}  innerhalb  TiQ  definierten  monogenen 
Funktion  f(z)  führt  also  gewiß  nirgends  zu  Widersprüchen. 
Man  nennt  das  eingeschlagene  Verfahren  die  analytische  Fort- 
setzung der  Funktion. 

Durch  die  Hinzufügung  aller  Konvergenzkreis-Flächen  \, 
]c2,  .  .  .,  die  zu  allen  Mittelpunkten  Z-^,  z^,  ...  innerhalb  der 
Kreisfläche  Ic^  gehören,  haben  wir  so  einen  größeren  Bereich 
von  f{z)  gewonnen,  dessen  Rand  r  nunmehr  aber  nicht  not- 
wendig ein  Kreis,  sondern  irgend  eine  geschlossene  Linie  sein  wird. 

Genau  dasselbe  Verfahren  der  analytischen  Fortsetzung 
können  wir  jetzt  auf  den  neuen  Bereich  anwenden.  Z.  B.  wählen 
wir  eine  Stelle  z^  außerhalb  Jc^  und  innerhalb  h\  und  leiten 
aus  der  innerhalb  l\  gültigen  Reihe  (2)  die  Reihe 

(5)  d^  +  d^  {z  -  z^)  -f  djz  -  z^f  +  •  •  • 

für  die  Umgebung  von  z.^  ab,  indem  wir  ihre  Koeffizienten  d^, 
d^,  d^,  ...  aus  den  Koeffizienten  a^,  a^,  a.^,  ...  der  Reihen  (2) 
und  aus  z^  —  z^  ebenso  berechnen,  wie  0^,  a^,  a.^,  ...  vermöge  (3) 
aus  Co,  Cj,  c^,  ...  und  aus  z^  —  Zq  gewonnen  wurden.  Falls  der 
wahre  Konvergenzkreis  /.g  der  Reihe  (b)  über  den  Rand  r  hinaus- 
greift, gelangen  wir  so  zu  einer  abermaligen  Erweiterung  des 
Bereiches  der  monogenen  Funktion  fi2). 

Aber  auf  diese  Weise  ist  es  sehr  uohl  denkbar,  daß  wir 
zu  einem  Widerspruche  kommen:  Ist  z^  z.  B.  eine  andere  Stelle 
innerhalb  r,  etwa  innerhalb  k^  und  außerhalb  k^,  und  hat  man  für 
sie  aus  der  Reihe  (4\  die  innerhalb  k^  gilt,  die  neue  Reihe 

(6)  ^0  +  ^i(.^  —  ^i)  +  ^2'.^  —  ^iY  -^ 
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gewonnen,  deren  wahrer  Konvergenzkreis  A,  über  r  hinausgeht 
soist  es  denkbar,  daß  die  Kreise  l;  und  Je,  außcMh  r  em  Gebiet 
semein  haben.    Wir  können  nun  aber  nicht  stets  beweisen,  dali 
die  Reihen  (5)  und  (6)  an  jeder  Stelle  .  dieses  Gebietes  überein- 
stimmende Werte  haben.    Denn  hier  liegt  die  Sache  nicht  mehr 
so  wie  vorhin  bei  den  Kreisen  A,  und  /,-,  in  Fig.  104.    Die  beiden 
Kreise  A3  und  A",  können  sehr  wohl  außerhalb  des  Randes  .  em  Ge- 
biet gemein  haben,  ohne  zugleich  innerhalb  r  ein  Gebiet  gemein 
zu  haben,  wie  es  Fig.  105  zeigt,  weil  der  Rand  r  nicht  gerade 
ein  Kreis   zu   sein   braucht.     Infolgedessen   versagt  die  frühere 
Beweismethode   für  die 
Übereinstimmung      der 
beiden  Reihen  (5)  und 
(6)  im  gemeinsamen  Ge- 
biete außerhalb  r. 

Es  ist  also  sehr  wohl 
denkbar  —  und  kommt 
tatsächlich  vor  — ,  daß 
die  analytische  Fort- 
setzung dazu  führt,  daß 
wir  für  eine  Stelle  2 
mehrere  Reihen    finden,    die  verschiedene  Werte   haben 


Fig.  105. 


Dies 


wird  sich  in  noch  stärkerem  Maße  bei  weiterer  Fortsetzung 
zeicren  können.  Wir  sehen  also,  daß  auch  die  analytische  FoH- 
sekuny  einer  monogenen  FunUion  zu  einer  mehrwertigen  FunMon 

führen  kann. 

Wir  wollen  dies  jedoch  nicht  an  Beispielen  durchluhren, 
da  das  Verfahren  der  analytischen  Fortsetzung  bei  der  praktischen 
Ausführung  deshalb  Schwierigkeiten  bereitet,  weil  man  die 
nnzählic  vielen  Koeffizienten  der  neuen  Reihen  berechnen  muß. 
Es  gelnig-t  allerdmgs  in  manchen  FäUen,  sie  durch  Kunst- 
griife  zu  ermittebi.  Wir  begnügen  uns  damit,  allgemein  gezeigt 
zu  haben,  daß  man  durch  dieses  Weierstraß.^^e  \  erfahren 
zu  mehrwertigen  Funktionen  gelangen  kann. 
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Einleitung  zu  dem  Anhange  Yon  A.  Harnack. 


Der  auf  S.  532  beginnende  Anhang  hat  eine  solche  Bedeutung 
in  der  mathematischen  Literatur  erlangt,  daß  sein  unveränderter 
Abdruck  nach  dem  Originale  in  der  ersten  Auflage  dieses  Werkes 
angemessen  erschien.  Er  stellt  eine  knapp  gehaltene  Monographie 
über  ein  Spezialgebiet  dar  und  knüpft  an  einige  Betrachtungen  des 
Lehrbuches  in  der  ersten  Auflage  an,  die  teils  von  HarnacJc  und  teils 
von  Serret  heiTÜhrten  und  die  wir  des  besseren  Zusammenhanges 
halber  erst  hier  als  Einleitung  zu  HarnacTiS  Anhang  geben. 

A.  Über  die  Integrierbarkeit  einer  reellen  Funktion 
von  einer  reellen  Veränderlichen.  Es  sei  fix)  eine  in  dem 
endlichen  Intervalln  vuu  ./q  bis  A  >  ./^  überall  endlichp  reelle 
Funktion  der  reellen  Yeränderlichen  x.  Wird  das  Inter\-all  von 
Xq  bis  X  in  beliebige  n  Teile  /^j,  z/^.  ■  •  •  ^\  zerlegt  und  sind 
iCi,  xL  •  ■  •  x',  solche  Werte  von  x.  die  den  Intervallen  von  x^  bis 
Xq  +  z/j,  von  Xq  +  z/j  bis  Xq  -}-  z/^  -f  Jo  ^^-'^-  angehören,  so  bilden 
wir  wie  in  Nr.  408   die   Summe: 

I  1  )  fUi)^^  +  f(x2)^2  +  •  •  •  +  /■(^n)^n- 

Es  soll  nun  die  Frage  beantwortet  werden,  unter  welcher  Be- 
dingung diese  Summe  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert  hat, 
falls  alle  Teile  z/j,  z/g,  ■  •  ■  J^  nach  Null  streben  und  dementsprechend 
die  Anzahl  n  über  jede  Zahl  wächst  und  falls  überdies  x[,  x'2,  ■  •  ■  x'n 
irgendicie  in  den  einzelnen  n  Intervallen  gewählt  werden.  Hat  die 
Summe  (l)  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert,  so  sagen  wir, 
daß  die  Funktion  f(^x)  in  dem  Intei-valle  von  Xq  bis  X  >  Xq  inte- 
grkrhar  sei. 

Wir  wissen  schon,  daß  ein  bestimmter  endlicher  Grenzwert 
vorhanden  ist,  sobald  fix)  stetig  ist.  nach  Satz  5,  Nr.  408,  eben- 
so dann,  wenn  fix)  überall  im  Intervalle  abgesehen  von  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Sprungstellen  stetig  ist,  nach  Satz  13,  Nr.  475. 
Aber  wohlbemerkt  wollen  wir  jetzt  nur  das  Eine  voraussetzen,  daß  f{x) 
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im  Intervalle  überall  endlich  sei.  Daher  können  wir  hier  den 
Satz  3,  Nr.  405,  über  die  Schwnnlcung  der  Funktion  nicht  anwenden. 
Wohl  aber  existiert  der  Begriff  der  Schwankung  auch  jetzt:  Unter 
der  Schwankung  von  f(x)  in  irgend  einem  Teile  des  Gesamtinter- 
valles  von  x^  bis  X  verstehen  wir  die  Differenz  zwischen  dem 
gi'ößten  und  kleinsten  Werte,  den  die  Funktion  f{x)  in  dem  Teile 
eiTeicbt.  Diese  Schwankung  ist  also  eine  niemals  negative  Größe. 
Sind  \,  Ag,  •  •  •  A-„  die  kleinsten  und  g^^  g^,  ■  •  ■  g^  die  größten 
Werte,  die  fix)  in  den  n  Teilintervallen  eiTeicht,  so  liegt  die 
Summe  (Ij  zwischen  den  Summen 

(2)  y.  =  Ä',//,   +A-2^2+---+/f„^„,       y  =  gi^l+92^'2  +  ---+0n^n- 

Genau  so  wie  in  Nr.  406  verfeinem  wir  die  Teilung  Schritt  für 
Schritt  dadurch,  daß  wir  bei  jedem  neuen  Schritte  jedes  schon  vor- 
handene Teilintervall  für  sich  in  eine  beliebige  Anzahl  kleinerer 
Gebiete  zerlegen  und  nach  jedem  Schritte  eine  auf  die  gewonnene 
Zerlegung  bezügliche  Summe  entsprechend  der  Summe  (l)  bilden. 
Alsdann  können  wir  dieselben  Schlüsse  wie  in  Nr.  406  machen, 
abgesehen  von  denjenigen,  bei  denen  der  Satz  3  von  Nr.  40.ö  über 
die  Schwankung  angewandt  wurde.  Wir  gelangen  demnach  wieder 
zu  den  in  Nr.  406  mit  (2)  und  (4)  bezeichneten  Ungleichungen, 
nicht  aber  zu  den  Ungleichungen  (3)  ebenda.  Danach  haben  auch 
jetzt  die  Größen  Xj,  x^  •  •  •  einen  Grenzwert  x  und  die  Größen 
y^,  72'  ■  ■  ■  einen  Grenzwert  y,  so  daß  die  zu  untersuchende  Summe 
einem  Werte  zustrebt,  der  zwischen  x  und  y  liegt.  Wir  können 
jedoch  jetzt  nicht  folgern,  daß  die  Grenzwerte  x  und  y  überein- 
stimmen. Vielmehr  müssen  wir  sagen:  Wir  sind  nur  dann  sicher, 
daß  die  Summe  ( l)  nach  einem  bestimmten  endlichen  Grenzwerte 
strebt,  wenn  x  =  }-  oder  x  —  7  =  0  ist.     Mit  anderen  Worten: 

Die  Bidinrnmg  der  Irifei/rierbarkeit  besteht  darin .  daß  der 
Grenzwert  von 

(3)  (^r,  -  k,)J,  +  (g,  -k,)J,  +  -..^  (^„  -  /,„)./„ 
gleich  Null  sein  muß. 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  folgt  daraus,  daß  es  gleich- 
gültig ist,  wo  wir  die  Werte  Xj,  a;o,  •  ■  ■  x^  in  den  n  Teilgebieten 
wählen.      Wir  dürfen   also   der  Summe  (l)   die  speziellere  Form 

(4)  /  =  f{x,)j,  +  fi,h)^,  +   ■   •   •   +  f(^n-l)^n 

geben,  indem  wir  xl,  «2,  •  •  •  x^  als  die  Anfangswerte  Xq,  ^u  •  *  •  a?„_i 
von  X  in  den  n  Intervallen   annehmen. 

Aber  da  wii*  bisher  nur  solche  Teilungen  betrachtet  haben, 
bei  denen  Schritt  für  Schritt  jedes  schon  vorhandene  Teilintervall 
für  sich  in  neue  Teile   zerlegt  wurde,  müssen  wir  noch  zeigen,  daß 
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die  gewonnene  Integi'abilitätsbedingung  nacb  sich  zieht,  daß  auch 
jede  auf  eine  andere  Teilung  bezügliche  Summe  J'  denselben 
Grenzwert  vne  die  Summe  J  hat.  Demnach  nehmen  war  wie  ia 
Nr.  407  eine  zweite  Teilung  an,  die  schon  so  weit  getrieben  sei, 
daß  zwischen  je  zwei  Teilstellen  der  ersten  Teilung,  zu  der  die 
Summe  (4)  gehört,  mindestens  eine  Teilstelle  der  zweiten  Teilung 
liegt.  Ist  J'  die  auf  die  zweite  Teilung  bezügliche  Summe,  so 
läßt  sich  J'  in  n  Summanden  >V^,  S^.  •  •  •  S^  zerlegen,  von  denen 
sich  jeder  auf  einen  der  ii  Teile  ^^.  z/,,  •  •  •  -^„  der  ersten  Teilung 
bezieht,  und  alsdann  folgt  gerade  so   wie   in  Nr.  407 : 

/■(^o)^l  -  (^1   -    /--JA  ^  -^1  ^  fi^o)^i  +  (9l  -  h)A: 
f{x^)^2  —  (ff2  —  ^2)^2  ^^2^  fM^2  +  (^2  —  h)^2i 

und  hieraus  durch  Addition,  daß 

\r-j£  (ff,  -  l;)zl,  +  (g,  -  l;)  j^  +  ...  +  {g^-  Ä-J^„ 

ist.  Wenn  aber  die  Summe  (3)  in  der  Tat  den  Grenzwert  Null 
hat,  so  schließen  wir  hieraus,  daß  J"  —  J  ebenfalls  nach  Null, 
d.  h.   J'  nach  demselben  Grenzwerte  wie  /  strebt. 

Weil  g.y  —  \,  g^  —  IC2,  •  ■  ■  g^  —  ^''n  ^i^  Schwankungen  der 
Funktion  fix)  in  den  Teilintervallen  J,,  J^,  ■  ■  ■  J^  sind,  so  läßt 
sich  die  Bedingung  der  Integrierbarkeit   so   aussprechen: 

Die  im  Intervalle  von  Xq  bis  X  ^  Xq  überall  endliche  Funk- 
tion fix)  ist  intcgrierhar ,  wenn  hei  irgend  einer  Zerlerjung  des 
Intervalles  X  —  Xq  in  Teilintervalle  die  Summe  der  Produkte  der 
Größen  aller  Teilinterialle  mit  den  in  den  Intervallen  vorkommenden 
Schwankungen  nach  Null  strebt,  sobald  man  die  Zerlegung  fort- 
gesetzt so  verfeinert,  daß  alle  Teilintervalle  nach  Nidl  streben  und 
dementsprechend  ihre  Anzahl  über  jede  Zahl  uäehst. 

Daß  diese  Bedingung  bei  stetigen  Funktionen  und  bei  Furtk- 
tionen  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Sprungstellen  erfüllt  ist, 
bemerkten  wir  schon  oben.  Sie  ist  aber  unter  Umständen  auch 
dann  erfüllt,  wenn  im  Intei^valle  von  Xq  bis  X  unzählig  viele 
Sprungstellen  auftreten. 

Es  möge  nämlich  fix)  im  Intervalle  von  x^^  bis  X  überall 
endlieh  sein;  doch  soll  das  Intervall  unzählig  viele  Sprungstellen 
von  fix)  in  der  Art  enthalten,  daß  sie  sich  erstens  in  eine  end- 
liche Anzahl  von  Teilintervallen  einschließen  lassen  und  daß  zweitens 
die  Summe  der  Größen  dieser  Teilintervalle  so  klein  gemacht 
werden  kann,  daß  sie  kleiner  als  eine  beliebig  klein  gewählte 
positive  Zahl  0  wird.  Ist  dann  G  der  größte  und  K  der  kleinste 
Wert,    den   f{x)    an   irgend    einer   Sprungstelle  haben  kann,    so  ist 

A] 
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das  Produkt  der  Teilintervalle,  in  denen  Sprungstellen  vorkommen, 
mit  den  zugehörigen  Schwankungen  von  f(x)  nicht  größer  als  6  i  G  —  K). 
Dieses  Produkt  aber  strebt  mit  a  nach  Null.  Da  außerdem  für 
den  übrigen  Teil  des  Gesamtintervalles  die  Bedingung  der  Inte- 
grierbarkeit  erfüllt  ist,  gilt  sie  folglich  auch  jetzt  noch  für  das 
Gesamtintervall. 

Ist  die  Bedingung  der  Integrierbarkeit  der  endlichen  Funktion 
f(^x)  im  Intervalle  von  Xq  bis  X  erfüllt,  so  gilt  sie  auch  für  jeden 
Teil  dieses  Intervalles.  Ist  x  irgend  ein  Wert  zwischen  Xq  und  X, 
der  auch  gleich  X  sein  darf,  so  bezeichnen  wir  den  Grenzwert 
der  Summe  (l),  die  sich  auf  das  Intervall  von  x^  bis  x  bezieht, 
als  das  hesfimmte  Integral 

X 

(5)  F(x)  =^Jf{x)dx. 

Obgleich  wir  jetzt  die  Stetigkeit  von  f{x)  nicht  fordern,  gelten, 
doch  die  friiheren   Sätze: 

Erstens:  Das  Integral  ist  für  jedes  x  im  Intervalle  Xq  <  a;<  X 
eine  stetige  Funktion  der  oberen  Grenze  x. 

Denn  wie  in  Nr.  410  ist 

X+Jl 

F{,c  +  //)  —  F{x)  =  \im^f{x)Jx, 

X 

wo  die  rechts  stehende  Summe  entsprechend  der  Summe  (l)  für 
das  Intervall  von  x  bis  a;  +  h  gebildet  ist,  und  wie  damals  kommt 

•  x+h 

Jch<^f{x)^x^gh, 

X 

wenn  /■•  den  kleinsten  und  g  den  größten  Wert  von  f{x)  im  Inter- 
valle von  X  bis  x  -\-  h  bedeutet,  vorausgesetzt,  daß  Ä  >>  0  ist. 
Im  Falle  Ä  <  0  ist  <  durch  >  zu  ersetzen.  Hieraus  folgt  weiter, 
wenn  h  >  0  ist: 

(6)  lim  Tch  ^  lim  [F{x  +  h)  —  F{xj\  ^Wrngh, 

während  im  Falle  /^  <  0  die  Zeichen  <  durch  >  zu  ersetzen  sind. 
Da  Je  und  g  endlich  sind,  schließen  wir: 

limF(x-\-h)  =  F{x), 

A  =  0 

d.  h.  nach  der  Definition  in  Nr.   20  ist  F(x)  stetig. 
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Zweitens:  Bas  Integral  hat  an  einer  Stelle  x,  die  keine  Sprung- 
stelle ist,  die  Ableitung  f{x). 

Dies  ergibt  sich  wie  in  Nr.  410.  Wenn  dagegen  x  eine 
Sprungstelle  ist,  so  folgt  aus  (6)  nur: 

^<lim^("  +  ^)-^<^. 

Aus  der  Definition  des  Integrals  als  Grenzwertes  einer  Summe 
folgt  noch: 

Drittens:  Sind  x^  und  x^  Stellen  im  Intervalle  von  Xq  bis  X, 
so  ist: 


/  f{x)(lx  4-  /  f{x)dx  =  /  f(x)dx. 


Dies    gilt    auch,    wenn    x^  >  x.2    ist,    sobald    wir  nur  noch  die 
Definition  hinzufügen,  daß  für  x^  >  .r^ 


/  f(x)dx  =  —  I  f{x)dx 


sein  soll. 

Sind  zwei  Funktionen  in  einem  Intervalle  integi'ierbar,  so  be- 
weist man  leicht  dasselbe  für  ihre  Summe  und  ihr  Produkt.  Ebenso 
gilt  für  integrierbare  Funktionen  f{x)  der  Satz  12  von  Nr.  412, 
wonach  im  Intervalle  von  x^  bis  X^  x^  das  Integral  von  f{x) 
positiv  ist,  sobald  f{x)  daselbst  überall  positive  Werte  hat.  Endlich 
gilt  der   Satz   17  von  der  teiltveisen  Integration  in  Nr.  415: 


X  X 

I  uv'dx  =  [?/r]     —  /  u'vd. 


auch  füi-  integnerbare  Funktionen  u  und  f,  sobald  sie  im  Intervalle 
Ableitungen   haben,  die  ebenfalls  integrierbar  sind. 

Schließlich  noch  eine  Definition:  Eine  FimMion  f(x)  heißt  in 
einem  Intervalle  absolut  integrierbar ,  sobald  ihr  absoluter  Betrag 
I  f(x)     daselbst  integrierbar  ist. 

B.  Die  Eoefüzieuteu  der  Fourierscheu  Reihe.    Wir 

"betrachten   die  bestimmten  Integrale 

71  n 

I  cos  lex  cos  Jxdx,  I  sin  Aa;  sin  Ixdx, 

0  0 

A,B] 
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wobei  k  und  l  ganze  positive  Zahlen  sein  sollen.  Die  Summe  bzw. 
DiflFerenz  dieser  Integrale  ist 

n  n 

j  cos(Jc  —  V)xclx     bzw.       /  cos  {]<  +  l)xdx. 

0  0 

Ist   Ä;  =f=  Z,   so   sind    die  letzten  beiden   Integrale   gleich  Null.     Ist 

dagegen   ä;  =  ?  =}=  0,   so  ist  das  erste  von  ihnen  gleich  n  und  das 

zweite  gleich  Null.  Ist  endlich  Z;  =  Z  =  0,  so  sind  beide  gleich  %. 
Hieraus  folgt: 

(1)    -  j  coskxcosJxdx  =  {l  ,     -   j  siaPxs.mlxdx={li^ir  kl=l=^0, 
"o  U       '^"  lo  l=/=0, 

vorausgesetzt,  daß  k  und  l  ganze  positive  Zahlen  sind.  Da  sich  die 
Integranden  nicht  ändern,  wenn  x  durch  —  x  ersetzt  wird,  so  folgt 
femer  für  die  Integration  im  Intervalle  von  —  n  bis  -{-  Tt: 

0  +7t  (0  (+/, 


/l  /*  II 

coskxcoslxdx=^\  1,     -  /  smkxsmlxdx=l'i-  für/,  j  =14=0, 

-«  U     -*«  lo         1=^=0. 

Auf  demselben  Wege  ergibt  sich: 

(3)  j  coskx  sinlxdx  =  0,  1  s'mkx  coslxdx  ^=  0, 

-  n  -  n 

wenn  k  und  l  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Es  mögen  nun  cpix)  und  '\\){x)  zwei  solche  reelle  Funktionen 
von  X  sein,  die  sich  innerhalb  des  Intervalles  von  a?  =  0  bis 
X  =  %  durch  gleichmäßig  konvergente  unendliche  Reihen  von  der 
Form 

(4)  (p{x)  =  \Aq  +  J-i  cosa;  +  .4^  cos  2x  +  •  •  •  +  A  cos  Ära?  +  •  •  •, 

(5)  ^{x)  =  ^j  sin  ic  +  i'2  sin  2a;  +  .  •  •  +  B^^  sin  fca;  +  ■  •  • 

darstellen  lassen.  Diese  Voraussetzung  zieht  nach  sich,  daß  (p{x^ 
eine  gerade  und  i\){j-)  eine  \mgrrade¥\mkiion  undi|;(0)  =  i^(7r)  =  0  ist. 
Es  ist  leicht,  die  Koeffizienten  dieser  Reihen  als  bestimmte  Integrale 
darzustellen,  nämlich  auf  dem  folgenden  von  Fourier  angegebenen 
Wege: 

Wir  multiplizieren  die  Gleichung  (4)  mit  2  cos  kx^  dividieren 
sie  durch  n  und  integrieren  alsdann  von  0  bis  te.  Nach  Satz  26, 
Nr.   426 ,   darf  die  Integration  gliedweise   ausgefühi-t  werden.      Mit 
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Rücksicht  auf  (l)  geht  alsdann  rechts  nur  A^  hervor,  so  daß  wir 
haben : 

n 

(6)  J.^  =  —  /  (fix)  coslczdx       (k  =  0,  1,  2,  .  .  .). 

0 

Mit  der  Reihe  (5)  verfahren  wir  entsprechend:  Wir  multiplizieren 
sie  mit  2sinÄ;iC,  dividieren  sie  durch  n  und  integrieren  alsdann 
von  0  bis  n,  so  daß  mit  Rücksicht  auf  (l)  folgt: 

TT 

(7)  Bf.  =  ^  I  tp{x)  sin  kxdx  (k  =  1,  2,  .  .  .). 

0 

Die  soeben  betrachtete  Funktion  (p[x)  bzw.  Tp{x)  ist,  wie  be- 
merkt, gerade  bzw.  ungerade.  Dies  braucht  nicht  mehr  der  Fall 
zu  sein  bei  einer  Funktion  f{x\  von  der  vnr  voraussetzen,  daß  sie 
im  Intervalle  von  —  n  Ms  -\-  n  durch  eine  gleichmäßig  konvergente 
unendliche  Beihe  von  der  Form 

(8)  /"(x)  =  \Aq  +  J.J  cos  X  -\-  A^  cos  '2x  -\-  ■  ■  •  -\-  A,^  cos  kx  -\-  -  •  - 

+  -Bi  sin X  -\-  B.2^va.2x  -\-  •  •  •  -\-  Bj.?,\nkx  -\-  •  ■  • 

darstellbar  sei.  Aber  auch  hier  können  wir  die  Koeffizienten 
leicht  als  bestimmte  Integrale  gewinnen.  Wir  multiplizieren  näm- 
lich die  Gleichung  (8)  mit  cos  kx  bzw.  sin  kx  und  dividieren  sie 
noch   durch   n.      Darauf  ergibt   sich    durch    gliedweise    Integration 

von   —  TT  bis   +  TT  infolge   von   (2)   und   (3): 

(9)  Aj^=      j  f(x)  cos kxdx,         B^  =  -  1  f{x)  sinkxdx. 

—  71  — n 

Die  Veränderliche  x  tritt  in  (8)  in  den  goniometrischen 
Funktionen  auf.  Andererseits  kommt  sie  auch  in  den  bestimmten 
Integralen  (9)  vor.  Um  nun  Verwechslungen  vorzubeugen,  die 
entstehen  können,  wenn  wir  die  Werte  ( 9)  der  Koeffizienten  in  ( 8) 
einführen,  wollen  wir  die  Veränderliche  der  Funktion  /'  mit  z  statt 
X  bezeichnen.     Wir  sehen  alsdann: 

Bäßt  sich  eine  reelle  Funktion  f{z)  von  z  in  dem  Intervalle 
^on  z  =  —  n  bis  z  =  -\-  %  durch  eine  gleichmäßig  konvergente  un- 
endliche Beule  darstellen^  die  nach  den  Kosinus  und  Sinus  der 
ganzen  positiven   Vielfachen  von  z  fortschreitet: 

f(z)  =  1^0  +2(A  cos  kz  +  B,  sin  kz), 

1 

B] 
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SO  haben  die  Koeffizienten  der  Beihe  die   Werfe: 

..=.>)  COS....  ..^^/;)3...... 


—  n 


Es  ist  dies  die  sogenannte  Fouriersche  Reihe. 

Die  Voraussetzirng  über  die  gleichmäßige  Konvergenz  stellt 
jedoch  die  Anwendbarkeit  der  Fourierschen  Reihe  für  irgend  eine 
im  Intervalle  von  —  tt  bis  +  tt  gegebene  Funktion  fiz)  in  Frage. 
Es  entsteht  die  Aufgabe,  zu  untersuchen,  welche  Bedingungen  die 
Funktion  f(g)  selbst  erfüllen  muß,  damit  sie  in  eine  Fouriersche 
Reihe  entwickelbar  sei,  und  dies  ist  das  Problem,  dessen  Theorie 
und  Geschichte  in  dem  folgenden  Anhange  dargelegt  wird. 


34^ 
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343  Anhang. 

Grundriß  der  Theorie  der  Fourierscheu  Reihe 
und  des  Fourierscheu  Integrals 

von 
Axel  Harnack.*) 


1.  { Die  zu  entwickelnde  Funktion. }  Für  die  ana- 
lytische Darstellung  von  Funktionen,  welche  möglichst  wenigen 
Voraussetzungen  genügen  oder,  wie  man  auch  kurz  sagt,  für  ein 
bestimmtes  Intervall  der  reellen  Variabelen  x  willkürlich  definiert 
sind,  ist,  zumal  in  der  Theorie  und  Anwendimg  partieller  Difi"eren- 
tialgleichungen,  die  Beantwortung  der  Frage  wichtig:  Läßt  sich 
jede  FunMion  durch  eine  trigonometrische  Reihe  darstellen,  und  wie 
sind  dann  die  Koeffizienten  dieser  Reihe  zu  hestimmen?  Fourier, 
welcher  zuerst  in  seiner  Theorie  der  Wärmeleitung  die  systematische 
Untersuchung  dieser  Frage  begonnen  hat,  die  früher  schon  Gegen- 
stand der  Kontroverse  zwischen  Euler  und  D'Älemhert  bildete, 
gab  zur  Lösvmg  derselben  im  allgemeinen  nur  das  Verfahren  an, 
welches  in  den  Paragraphen  502  flg.  ausgeführt  worden  ist**),  von 
dem  wir  aber  sahen,  daß  es  den  ersten  Teil  des  Problems  gar  nicht, 
den  anderen  nur  mit  Hilfe  einer  besonderen  Voraussetzung  be- 
antwortet. 

Unter  einer  in  einem  reellen  Intervalle  von  z  ^=  a  bis  z  ^  h 
willkürlich  gegebene  Funktion  f{z)  verstehen  wir,  daß  für  jeden  ein- 


*)  { Abgesehen  von  belanglosen  äußerlichen  Abänderungen  wird 
hier  der  Harnacksche  Anhang  aus  der  1.  Hälfte  des  2.  Bandes  der 
1.  Auflage  (18.S5),  S.  343 — 379,  unverändert  wiedergegeben.  Die  Seiten- 
zahlen des  Originals  sind  am  Rande  notiert.  Zusätze  des  Herausgebers 
im  Texte  wie  in  den  Anmerkungen  sind  durch  Einschluß  iu  geschweifte 
Klammern  kenntlich  gemacht  Die  Anmerkungen  beschränken  sich 
darauf,  die  manchmal  sehr  knappe  Entwicklung  zu  erläutern  sowie  die 
hin  und  wieder  etwas  nachlässige  Ausdrucksweise  zu  verbessern. } 
**)    {  Jetzt  die  Bemerkungen  unter  B,  S.  528 — 531  j  . 
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zelnen  Wert  von  z  ein  Funktionswert  irgendwie  definiert  ist.  Ein 
sehr  wesentlicher  Unterschied  solch  einer  Funktion  von  allen  ratio- 
nalen, algebraischen  sowie  überhaupt  von  allen  Funktionen,  die 
durch  konvergente  Potenzreihen  nach  der  Ta^/lorschen  Formel  dar- 
stellbar sind,  besteht  darin,  daß  bei  diesen  die  Definition  der 
Funktion  innerhalb  eines  noch  so  kleinen  endlichen  Intervalles  zu- 
gleich über  den  ganzen  weiteren  Verlauf  derselben  entscheidet. 
Denn  kennt  man  von  einer  konvergenten  Potenzreihe  die  Werte 
der  Funktion  in  der  Umgebung  einer  Stelle,  so  daß  man  daselbst 
die  Werte  sämtlicher  Ableitungen  zu  bilden  imstande  ist,  so  folgt 
aus  diesen  Werten  auch  die  gesamte  Potenzreihe.  Bei  einer  will- 
kürlichen Funktion  dagegen  entscheidet  die  Beschaffenheit  der 
Funktion  innerhalb  eines  bestimmten  Teiles  der  Strecke  a  bis  ft 
noch  gar  nichts  über  den  Verlauf  der  Funktion  außerhalb  dieses 
Teiles.  Eine  in  diesem  Sinne  willkürliche  Funktion  kann  also 
sicherlich  nicht  für  das  gesamte  Intervall  von  a  bis  &  durch  eim  344 
Potenzreihe  ausgedrückt  werden. 

Wir  wollen  aber  den  Begrift'  der  willkürlichen  Funktion  für 
das  folgende  noch  etwas  einschränken.  Die  Funktion  f{z)  sei  für 
das  Intervall  von  a  bis  h  so  definiert,  daß  sie  mit  Ausnahme  ein- 
zelner, in  endlicher  Anzahl  vorhandener  Punkte  bei  jedem  Werte 
von  z  einen  bestimmten  Wert  hat,  und  daß  sie  auch  mit  Aus- 
nahme derselben  Punkte  überall  stetig  verläuft.  An  den  Aus- 
nahmepunkten aber  möge  die  Funktion  so  beschaffen  sein,  daß 
zwar  lim  f{z  +  li)  und  lim  i\z  -  h)  für  /«  =  0  daselbst  bestimmte 
Werte  besitzen,  daß  aber  diese  Grenzwerte  voneinander  verschieden 
sind.  An  solch  einer  Stelle  z  selbst  werde  der  Wert  der  Funktion 
ganz  unbestimmt  gelassen;  wesentlich  für  die  Beschafi"enheit  der 
Funktion  in  der  beiderseitigen  Umgebung  solch  einer  Stelle  ist 
dann  nur  der  Umstand,  daß  sie  daselbst  eine  sprungweise  Wert- 
änderung erleidet.  Die  Funktion  f{z)  ist  dann  auch  im  Intervalle 
von  a  bis  h  integrierbar  {vgl.  A,  S.  524—528},  und  diese  Eigen- 
schaft, welche  wir  der  willkürlichen  Funktion  auferlegen,  bildet 
auch  eigentlich  nur  die*)  notwendige  Einschränkung  für  die  Theorie, 
welche  wir  zu  entwickeln  haben.  Indessen  würde  es  hier  zu  weit 
führen,  die  ganze  Theorie  für  die  integrierbaren  Funktionen  über- 
haupt auszuführen;  wir  richten  unsere  Aufmerksamkeit  zunächst 
also  immer  nur  auf  diejenigen  integrierbaren  Funktionen,  welche 
zugleich  mit  Ausnahme  einzelner  Punkte  stetig  sind  oder  in  der 
Umgebung  dieser  Punkte  weder  unendlich  noch  unbestimmt  werden, 
sondern  bestimmte  sprungweise  Wertänderungen  haben. 

2.    {Stellung   des  Problems.}      Eine  Funktion,   die  für 
das  Intervall  von  a  bis   h  definiert  ist,   kann  stets   so  transformiert 

*)    {Statt  nur  die  stände  besser:  die  einzige.] 
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werden,  daß  ihr  Argument  das  Intervall  von  —  n  bis  -\-  n  durch- 
läuft.    Denn  setzt  man: 

b  —  a  2jr  ' 

so  entspricht  jedem  Werte  von  z  ein  Wert  von  x,  und  wenn  z  das 
Intervall  von  a  bis  h  durchläuft,  erhält  x  alle  Werte  von  —  n 
bis  -|-  TT.  Demnach  können  wir  die  Aufgabe  auf  die  Form  re- 
duzieren :  Es  sei  im  Intervalle  von  x  =  —  7t  bis  x  =  -\-  n  eine 
Funktion  f{x)  willkürlich  definiert^  doch  so,  daß  sie  mit  Ausnahme 
einzelner  Punkte,  an  denen  sie  bestimmte  sprungweise  Wertände- 
rungen erleidet,  stetig  ist;  kann  diese  Funktion  durch  eine  trigono- 
metrische Reihe  dargestellt  u-erden,  und  wie  sind  dann  die  Koeffi- 
zienten derselben  zu  bestimmen? 

Die  richtige  Methode,  diese  Frage,  wenn  auch  nicht  vollständig 
zu  lösen,  so  doch  für  die  wichtigsten  Fälle  zu  erledigen,  eröffnete 
345  Dirichlet  (Grelles  Journal,  Bd.  4);  er  lehrte,  daß  dieselbe  nicht  in 
der  aufgestellten  Form  zu  untersuchen  ist,  sondern  in  der  umge- 
kehrten Reihenfolge.  Bildet  man  füi-  die  Funktion  f{;x)  die  tri- 
gonometrische Reihe,  bei  welcher  die  Koeffizienten  die  von  Fourier 
angegebene  Integralform  haben,  nämlich: 

+  n  +71  +n 

(1)  Aq  =  -  I  f(x)dx,  Ä^  =  -  I  f(x)coskxdx,  Bf.=  -  1  f{x)smkxdx, 

—  Tt  —  n  —  n 

so  ist  vor  allem   zu  untersuchen,  ob  diese  Reihe 

—  J-o  -f-    ^  {A^  cos  kx  -\-  B^  sin  kx) 
i-  =  i 

bei  jedem  Werte  von  x  konvergiert  und  { im  Intervalle  von  —  n 
bis  -\-  Tt]  den  Wert  f{x)  liefert.  Alsdann  läßt  sich  weiter  fragen, 
ob  dieselbe  Funktion  etwa  noch  durch  andere  trigonometrische 
Reihen    darstellbar  ist  oder  nicht. 

3.  (Satz  über  die  Koeffizienten  der  Fourierschen 
Beihe. }  Wir  wenden  uns  zur  Beantwortung  des  ersten  Teiles 
und  schicken   den  folgenden   Satz  voraus: 

Ist  f(x)    eine   im   Intervalle   von  —  tt   bis    -\-  n   endliche   und 
integrierbare  Funktion,  so  haben  die  Integrale 

+  71  +Tt 

I  f(x)  cos  nxdx       und       1  fix)  sxunxdx 

—  n  —n 

für  n  =  <x>  den  Grenzwert  Null. 
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Dabei  ist  selbstverständlich  der  Grenzpvozeß  so  zu  vollziehen, 
daß  zuerst  bei  endlichem  Werte  von  n  die  Integrale  ermittelt 
werden  und  alsdann  in  den  gewonnenen  Ausdrücken  n  über  jeden 
Betrag  hinaus  wächst.    Bildet  man  das  Integral: 

2 


/D 


f{x)  —  ^  Äq  —   ^  {Ä^  cos  kx  +  ^^sinÄ'ic)    dx, 

-n  <■  =  1 

in  welchem  die  Koeffizienten  A  und  5  die  oben  [Gleich.  (1)]  de- 
finierten Werte  haben  und  n  eine  bestimmte  beliebig  große  ganze 
Zahl  bedeutet,  so  wird  dasselbe  gleich*): 

+  7t  +  TT 

f[nx)ydx  +  ^Ä,'  +  7t ^(A,'  +  B,^  -  A,Jf{x)dx 

-n  k-\  -n 

—  2  ^y   A^  I  fix)  cos  kx  dx  +  5^.    /  fix)  sin  ä;«  (ii 
also    {nach  (1)}    gleich: 

[f{x)Ydx  -  I A,'  -  n^{A,'  +  B,^-  346 

-  rt  i  =  1 

es  besteht  demnach  die  Gleichung: 


/[ 


/c 


*  =  n 


/"(ic)  —  -  ^0  —  ^  (-4j  cos  Äa;  +  -Bj  sinÄa;)    rfrc 

-  ff  A-  =  1 

welche  für  jeden  endlichen  noch  so  großen  Wert  von  n  gültig  ist. 
Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  nun  bei  jedem  Werte  von  n 
eine  positive  Größe ,  weil  die  Funktion  unter  dem  Integrale  ein 
Quadrat  ist,  mithin  muß  auch  die  rechte  Seite  stets  positiv  bleiben. 
Würden  nun  die  Beträge  der  Größen  Aj^  und  Bj^  bei  noch  so 
großen  Werten  von  k  nicht  nach  Null  konvergieren,  sondern  immer 


*)    { Denn  nach  (2)  und  (3)  unter  B  ist 

1  r  'S^iA^coAkx+Bi^.ainkx)]  dx  =  n  ^(^f.  +  ^2). } 
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wieder  Werte  erlangen,  die  um  eine  bestimmte  endliche  Größe 
von  Null  verschieden  sind,  so  müßte  die  rechte  Seite  bei  beliebig 
wachsenden  Werten  von  n  negativ  werden.  Man  erkennt  also, 
daß  sich  ein  n  finden  läßt,  von  dem  ab 

A-  =  «  -f-  //i 


2^ 

k=  n 

kleiner  bleibt  als  eine  beliebig  kleine   { positive )    Zahl  d,  wie  groß 
auch  m    werden   mag,    und  daß    folglich    auch*) 

schließlich  kleiner  werden   und  bleiben  als   ö,   d.  h.   daß 

lim  A^^  =  0     und      lim  B,,  =  0 
ist. 

Da  die  Funktion  /"(a;)  willküi'lich  ist,  so  kann  man  sie  ins- 
besondere so  wählen,  daß  sie  in  einem  Teilintervalle  a  bis  b  der 
Strecke  —  n  bis  +  n  von  Null  verschieden  ist,  außerhalb  derselben 
aber  Null  ist.      Man  erkennt  dann,   daß  auch 

h  h 

lim  /  f(x)  cos  nxdx     imd     lim  1  f(x)  sin  nxdx 

a  a 

( —  n  <.  n  <.  h  <^ -\-  7i)  für  n  =  oo  den  Wert  Null  haben.  Des- 
gleichen sieht  man  leicht  ein:  falls  das  Intervall  von  a  bis  h  das 
Intervall  —  n  bis  +  7t  umfaßt,  so  kann  man  dasselbe  in  Teile 
zerlegen,  die  innerhalb  der  Strecken  von  —  tt  bis  +  tt,  von  -\-  n 
bis  -}-  37t,  von  —  n  bis  —  3 7t  usw.  liegen,  und  da  dann  für 
347  jede  dieser  Strecken  die  Grenzwerte  der  Integrale  Null  werden,  so 
gilt  der  Satz  noch  allgemeiner  als  imsere  anfängliche  Behauptung: 
Für  jede  über  all  endliche  und  integrierbare  Funktion  iverden  in  einem 
beliebigen  endlichen  Integrationsintervalle  von  a  bis  b  die  Grenzwerte 
der  Integrale 

b  b 

I  f{x)  cos  nxdx     und     j  f{x)  sin  nxdx 

a  a 

gleich  Null^  wenn  n  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  durchlaufend  über 
jeden  Beirag  hinaus  ivächsf. 

Bemerkung.  Der  Beweis  bleibt  gültig,  falls  f(x)  eine  inte- 
grierbare   Funktion    ist,    die    derart    unendlich  wird,    daß  auch  ihr 


*)  { Statt  '  X I  schreibt  Harnack  abs  [x]  oder  auch  nur  [jj].  Wir 
haben  hier  und  im  folgenden  dafür  die  jetzt  gebräuchliche  Bezeich- 
nung \  X    gesetzt. } 
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Quadrat  integrierbar  ist;  und  der  Satz  selbst  bleibt  bestehen,  wenn 
die  Funktion  absolut  integrierbav  ist.  Es  cribt  aber  auch  integrier- 
bare Funktionen,  welche  derart  unendlich  werden,  daß  die  Größen 
A^  und  Bj^  nicht  nach  Null  konvergieren;  für  diese  ist  die  An- 
wendbarkeit der  Fourierschen  Reihe  ausgeschlossen.  Das  Ver- 
schwinden der  Grenzwerte  der  Integrale  Ä^  und  B^^  ist  in  anderer 
gleichfalls  sehr  einfacher  Weise  von  Bicwanu  bewiesen  worden 
(Ges.  Werke,  S.  240*))  und  zwar  direkt  aus  den  Eigenschaften 
einer  integi-ierbaren  Funktion  f{x)  und  dem  Umstände,  daß  die 
Funktionen  sin  nx  und  cos  nx  in  Intervallen  von  der  Größe  '2n  :  n 
ihr  Zeichen  wechseln.**) 

4.  { Zurückführung  der  Summe  der  Reihe  auf  den 
G-renzwert  eines  Integrals. }  Soll  die  Fouriersche  Reihe  bei 
jedem  Werte  von  x  {zwischen  —n  und  -|- tt  }  den  Wert  der 
Funktion  f{x)   ausdräcken,   so  muß  die  Summe: 

—  1  f(a)da-\-  -  ^,     cosÄ-a;  1  f{a)cofi1cada-\-siakx  1  f{u)smJcuda 


-n  *  =  1    -  -7t 


—  7t  ^~^    —71 

bei  beliebig  wachsendem  Werte  von  n  sich  unbegrenzt  dem  Wei'te 
f{x)  nähern.  Wir  bezeichnen  die  Summe  dieser  Terme  bis  ein- 
schließlich derer  mit  dem  Index  n  durch  S^{x).     Die  Reihe 

r-  -f  cos  (ß  —  x)  -\-  COS  2  (ß  —  X)  -f  COS  3  (c  —  3')  +  •  •  •  -f-  cos  n  {u  —  x) 

läßt  sich  durch  einen  geschlossenen  Ausdruck  darstellen;  nennt 
man  der  Kürze   halber  .s-  die   Summe: 

s  =  cos  z  -\-  cos  2^  -f  cos  3^  +  •  •  •  +  cos  ns^ 

so  folgt,  wenn  man  beide  Seiten  mit  2  cos  z  multipliziert  und  die 
Produkte   der  Kosinus  in   Summen  verwandelt: 

2s  cos  z  =  (cos  2z  -f  1)  +  (cos  ?>z-\-  cos,z)-\-  (cos4;s +  cos  2/j  -f  •  ■  •  348 

+  [cos  («  -f  1)2  -f  cos  {n  —  l)z^ 

=  1  -f  C0S2  +  2cos2^;-f  2cos3^;H [-2cos{n  —  l)z-\-GOS,nz 

+  cos(w4-l)2. 

*)    { In  der  2.  Auflage  von   1892  auf  S.  254,  255. } 
**')    {  Gemeint  ist,  daß  sin  nx  und  cos  nx  in  einer  Hälfte  eines  Inter- 
valles    von    der   Größe    2  jt  .•  n    entgegengesetztes   Vorzeichen   als   in   der 
andern  Hälfte  haben.  ] 
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Demnach  wird: 

2s  (l  —  cos  2)  =  —  1  +  cos  z  +  cos  nz  —  cos  \n  ■\-  \)z 

oder: 

1        C08W2 — co8(«-(-l)2  1         sin  (» -j- i)'^ 

^  ^  ~  2  "'  2Ör^^cos«)"        ^  ~  2'    '        2  sin  \z     ' 

also  ist: 

1    I         /  \   I  o,  \   I  I  /  \       8in(«-|-|)(a— x) 

i  +  cos(a — a;)  +  cos2(a  — a;)i \-Q,o%n[a—x)  =    ^   .    '   .    r-^ 

■2   '         ^  ^  '  ■  •  ^         2  8in  ■!(«  —  aj) 

und: 

"^  jc^/  '       -       2  8m4-(Q:  —  X) 

—  n 

Es  ist  zu  untersuchen,  ob  der  Wert  dieses  Integrals  bei  be- 
liebig wachsendem  Werte  von  n  nach  f{x)  konvergiert.  Dasselbe 
zerlegt  sich  in  zwei  Teile;  es  ist: 

c  r  \      1    Cj^f  NsinwCa  — a;)co8  4(o:  — x)  ,     ,     1     C .,  .  .  ^  , 

Ä„(^)=,j  M 2sini(.-.:) ^"  +  2^J  M^O^n{a-x)da. 

—  n  —71 

Das  zweite  Integral  konvergiert  mit  beliebig  wachsendem 
W^erte  von  n  nach  Null.  Denn  wie  im  §  3  bewiesen  wurde,  kon- 
vergieren die  einzelnen  Teile 


+  71  +7t 

X  j  /"(a)  cos  na  da       und       sin  nx  I  f(a)  sin  na  da 


nach  Null.  In  dem  ersten  Integrale  ist  die  zu  integrierende  Funk- 
tion an  der  Stelle  a  ^=  x  irregulär,  weil  der  Nenner  für  diese 
Stelle  Null  wird.  Bestimmt  man  aber  ein  beliebig  kleines  Inter- 
vall von  a  =  X  —  ö  bis  a  ^  x  -\-  6  (wir  betrachten  dabei  zu- 
nächst den  Fall,  daß  x  innerhalb  des  Integrationsintervalles  und 
nicht  an  den  Grenzen   desselben  gelegen   ist),    so    ist    die  Funktion 

.  .    cos4-(ß  — a;) 


2  sin  4  (a  —  x) 


außerhalb   desselben  durchaus  endlich,  und  mithin  konvergiert  auch 

X-Ö  +71 

,^    1    /  ,./      sin«(o:  —  rc)cos-i-(a  —  x)  ,      ,    1    /   ,,   sSinH(a  —  x)COsUa  —  x)  j 

349  —  /  f(a) '    .    ■ ^-T -da-\ —  1  f(a) ■    ,  . ^^ da 

itj  '^  '  2sin4.(o:  — a;)  TtJ  '^  ^  2sm|(a  — a;) 

—  7t  '  x  +  d 
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bei   beliebig   wachsendem   Werte    von   n   nach  Null.     Also  ist  nur 

noch  der  Grenzwert  des  Integrales 
x  +  6 
1    /\/  N  sin  n(cc  —  x)  cos  4  («  —  x)   , 
«  J  ^W 2sinH«-A ^" 

X— J 

zu  betrachten,  und  damit  ist  zugleich  der  Satz  bewiesen: 

Der  Wert  dir  Fourierschen  Reihe  hängt  an  jeder  Stelle  nur 
ab  von  dem  Verhalten  der  Funktion  in  der  unutittelharen  Umgehung 
dieser  Stelle. 

Bemerkung.  Der  Satz  gilt  überhaupt,  sobald  die  Funktion 
/■(ic),  auch  wenn  sie  im  Intervalle  unendlich  wird,  die  Eigenschaft 
hat,  daß 

lim    1  /"(«)  sin  n ada    und     lim    /  /"(«)  cos  7iada 
—  7t  —n 

Null  werden,  d.  h.  sobald  diese  zur  Bildung  der  Fourierschen 
Reihe  unerläßlichen  Bedingungen   erfüllt   sind. 

5.  {Umformung  des  Integrals.}  Wir  setzen  nun  in 
dem  {  noch  zu  untersuchenden  zuletzt  erwähnten }  Integrale  a  —  3;  =  jS, 
da  ^  (i/3,  so  daß  es  die   Form  erhält: 

~ö  0 

Der  Grenzwert  dieses  Integrals,  in  welchem  <J  eine  beliebig 
klein  fixierte  {positive}  Größe  bezeichnet,  für  n  =  oo  entscheidet 
über  den  Wert  der  Reihe  an  der  Stelle  x. 

Auch  dieses  Integral  kann  man  noch  vereinfachen.  Bildet 
man  das  Integral 

i/w- + ß + rt-  -  m  (ö^  -  ^)  -n «/'  A^. 

0 

so  hat  dasselbe  zufolge  des  früheren  Satzes  {in  §  3  }  den  Grenz- 
wert Null;  denn  die  mit  sin  Wj3  multiplizierte  Funktion  {d.  h.  der 
Integrand,  abgesehen  von  sinw/3}  bleibt  auch  für  /3  =  0  endlich. 
Mithin  folgt:  Wenn 

0 


\,JW  +  ^)  +  A'^  -  ^)]  ^^^  sin  n^d^ 

0 
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für  n  =  oc    einen  bestimmten   Grenzwert  hat,   so  hat  auch 
d 

0 

für  n  =  oc   denselben  Grenzwert,   und  umgekehrt.     Demnach  lautet 
das  Ergebnis: 

Die  Fouriersche   Reihe   hat   an  der  Stelle  x  einen  bestimmten 
Grenzwert^  falls  das  Integral 

d 


^J[fi-+ß)+f(''-ß)r-^ 


dß 


für  w  =  oo   einen  bestimmten    Wert  besitzt,  \md  ztvar  ist  der  Grenz- 
wert dieses  Integrals  zugleich  der   Wert  der  Reihe  an   der  Stelle  x. 

Handelt  es  sich  um  den  Wert  x  =  +  :i:  oder  x  =  —  tt,  so 
lehrt  dieselbe  Betrachtungsweise,  daß  man  aus  der  Summe  Sj^(x) 
in  beiden  Fällen  nur  die  Grenzwerte   der  Terme*) 

—  n  +  d  n 

1    /  /•/   N8inn(o;4-5r)c08  4(a  +  jr)  ,      ,    1    /  ../      sin«''a  —  jr)cos4(a  —  n)  , 

/  /(«) o    •     /, — ~^—^da-\--  I  f(u) ^^-—r-, ^ -da 

■xj  '  ^  ^  2  sin  -^  (a  -|-  TT )  '  nj  '  ^  ^  2  sin  |  (a  —  ä) 

—  Ä  7t -d 

zu  betrachten   hat,  also   den   Grenzwert  des  Integrals: 


'  li">  i-  /  [/■(+  ^-ß')  +  f(-^  +  ß)] 


'^^dß. 


6.  [  Hinreichende  Bedingungen  für  die  Darstellbar- 
keit einer  Funktion. }  Die  Funktion  f(x  -r  ß)  -{-  fix  —  ß) 
konvergiert  für  ß  =  0  nach  dem  Werte  f{x  +  O)  +  f{x  —  O),  da 
wir    angenommen    haben,    daß    unsere    Funktion    f{x)    allenthalben 


*  I  { Daß  diese  beiden  Terme  nicht  einzeln  zu  betrachten  sind, 
vielmehr  ihre  Summe  gebildet  werden  muß,  folgt  daraus,  daß  die 
Fouriersche  Reihe,  falls  sie  überhaupt  gilt,  nicht  nui-  auf  das  Intervall 
von  —  TT  bis  -)-  TT  beschränkt  ist,  vielmehr  für  jedes  x  aufgestellt  werden 
kann,  da  cos^-a;  und  sin  Ä'x  periodische  Funktionen  mit  der  Periode  2nr 
sind.  Die  Umgebung  der  Stelle  7t  geht  also  von  n  —  «5  bis  it  -\-  8.  In 
dem  Intervalle  von  ir  bis  ti  4-  ä  hat  aber  die  Fouriersche  Reihe  dieselben 
Werte  wie  im  Intervalle  von  —  tt  bis  —  7t  -\-  6.  Also  ist  die  Summe 
der  auf  die  Intervalle  —  n  bis  —  n  -\-  8  und  n  —  8  bis  7t  bezüglichen 
Integrale  zu  bilden. } 
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bestimmte  Werte  f{x  -\-  O)  und  ({j:  —  O)  besitzt.*)  An  einer  Stelle, 
an  welcher  die  Funktion  stetig  ist,  sind  diese  Werte  einander 
gleich,  an  den  Unstetigkeitsstellen  sind  sie  verschieden.  Setzt  man 
die  Differenz: 

.   [fix  +  §)  +  f{x  -  ß)]  -  [f{x  +  0)  +  f(x  -0)]  =  X  (ß) ,  351 

so  ist  k(ß)  eine  stetige  Funktion,  welche  für  (3  =  0   den  Wert  Null 

hat,  und  es  wird: 

6  Ö 

0  0 

Es  ist  nun: 

6  nd 

/sin»?/?  Ain^'j 

0  0 

also  (§  494  {jetzt  (6)  in  Nr.  493}): 

,.       AinwjJ                     fsinZj          A^^'^j  i 

lim  I  — ß     "P  =  liDi  /  dz  =  l dz  =  ^TT. 

0  0  0 

Mithin   wird:  .^ 

limSS^)  =  Wix  +  0)  +  t\x  -  0)]  +  l\\mjx{ß)^-^dß. 

0 

Der  W^ert  der  Fourierschen  Reihe  wird  also  an  einer  Stelle, 
wo  die  Funktion  stetig  ist,  gleich  f{x)  und  an  einer  Stelle,  wo 
die  Funktion  eine  spningweise  Wertändening  erleidet,  gleich  dem 
Mittel  aus  diesen  Werten,  wenn 

0 

bei  noch  so  großen  Werten  von  n  durch  Wahl  von  6  beliebig 
klein  bleibt. 

Es  ist  bisher  nur  gelungen,  Bedingungen  für  das  Verhalten 
der  Funktion  X{ß)  anzugeben,  welche  hinreichend  sind,  damit 
diese    Forderung    erfüllt   ist,    und   es   ist  durch  Beispiele  bewiesen 

*)  { Unter  fix  -\-  0)  und  f{x  —  0)  werden  die  Grenzwerte  von 
f{x  -\-  ß)  und  f{x  —  ß)  für  lim  ß  =  0  unter  der  Annahme  posUivr  Werte 
von  ß  verstanden.  Nach  den  Voraussetzungen  von  s  1  kann  es  ja 
Stellen  x  geben,  an  denen  diese  beiden  Grenzwerte  verschieden  sind. } 

[6 
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worden,  daß  die  Voraussetzung  der  Stetigkeit  der  Funktion  f(oo) 
oder  allgemeiner  der  Funktion  A(j3)  für  sich  allein  nicht  genügt. 
Ich  führe  im  folgenden  nur  die  für  die  Anwendung  der  Fourier- 
schen  Reihe  wichtigsten  Fälle  an. 

Erstens:  Besitzt  die  stetige  Funktion  A(|3),  welche  für  /3  =  0 
verschwindet,  in  der  Umgebung  der  Stelle  /3  =  0  nicht  unendlich 
viele  Maxim a  und  ^Minima,  so  kann  man  nach  dem  zweiten  Mittel- 
wertsatze (§  463  {jetzt  Satz  24  in  Nr.   424})  schließen: 

0  e  (5  II  ed 

{  wobei   6  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet } . 
352  Denn    man    kann   das   Intervall    d    so    klein   machen,    daß  die 

Beträge  der  Funktion  A(|3)  nur  wachsen,  wäkrend  ß  das  Intervall 
von  0  bis  6  durchläuft.  Nun  läßt  sich  aber  8  von  vornherein 
so  klein  wählen,  daß  A(ö)  beliebig  klein  ist;  ferner  ist  das  Inte- 
gral rechts,  wie  gi'oß  auch  n  werden  und  welchen  Wert  auch  d 
haben  mag,  {nach  Nr.  469}  stets  endlich.  Also  ist  der  Wert 
des  Integrals 


/ 


m'^äß 


unabhängig   von    n,   lediglich    durch    Wahl    von    6    beliebig     klein, 
d.  h.  es  wird 

lim<Sjx)  =  \[fXx  +  0)  +  f(x  -  0)]. 

Insbesondere  gilt  das  Resultat  auch  dann,  wenn  die  Funktion 
f(x)  zu  beiden  Seiten  der  betrachteten  Stelle  nicht  unendlich  viele 
Maxima  und  Minima  hat,  denn  dann  läßt  sich  die  Funktion  A(/3) 
in  die  beiden  Teile  f{;x  -f  /3)  —  f{x  -f  0)  und  f{x  —  ß)  —  f(x  —  0) 
zerlegen,  und  auf  jeden  derselben  kann  der  nämliche  Schluß  an- 
gewandt werden.      (Bedingung  von  DiricMet.) 

Ztiritcns:  Sind  die  Beträge  (absoluten  Werte)  der  Funktion 
k(ß)  :  ß  integrabel  in  der  Umgebung  der  Stelle  j3  =  0,  so  ist: 

\       d  6 


I   /  —sin  nßdß       kleiner  als       /     - 


dß. 


Dieses  Integral  kann  der  Voraussetzung  nach*)  durch  W^ahl 
von  6  beliebig  klein  gemacht  werden,  wodurch  wiederum  die  Kon- 
vergenz der  Reihe   nach  dem   gewünschten  Werte  bewiesen  ist. 


*)    { Nämlich  weil  Ä  (ß)  :  ß  absolut  integrabel  sein  soll. } 
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Ist  insbesondere  l(ß)  dem  Betrage  nach  stets  kleiner  als  das 
Produkt  Cß",  wobei  C  eine  Konstante,  a  irgend  eine  positive 
Zahl  ist,  so  ist  die  Bedingung  der  absoluten  Integrierbarkeit  er- 
füllt.*)    (Bedingung  von  Lipschits?) 

Hieraus  folgt:  Wenn  die  Funktion 

m  _  f{x  +  ß)-f{x  +  0)        f(x-ß)-f{x-0) 
ß  ß  "^  ß 

endlich   bleibt   auch   für   /?  =  0,   vpas  besonders  dann  der  Fall  ist, 
wenn    die    Funktion    /"(a?)    an    der    betrachteten    Stelle    einen    be- 
stimmten endlichen  Wert  des  vorwärts    gebildeten    und    ebenso  des 
rückwärts     gebildeten     Differentialquotienten     besitzt  **) ,     so     kon-  353^ 
vergiert    die   Fouriersche   Reihe   an   d^'eser   Stelle   nach  dem  Werte 

l[f{x -h  0) -\- fix  ~  0)1 

Drittens:  Das  letzte  Resultat,  daß  die  Reihe  allenthalben 
konvergent  ist,  wenn  für  die  Funktion  f(x)  der  vorwärts-  und 
der  rückwärts  gebildete  Differentialquotient  allenthalben  endlich  sind, 
läßt  sich  noch  verallgemeinern.  Es  genügt,  daß  der  Differential- 
quotient der  Funktion  f(a;),  auch  wenn  er  unendlich  wird,  doch 
absolut  integrierbar  sei***).  Denn  es  besitzt  alsdann  die  Funktion  A((5) 
eine  absolut  integrierbare  Ableitung:  A'(/3)  =/"'(«;+  ß)  —  f'(x  —  ß), 
und  es  wii'd  nach  dem  Satze  der  teilweisen  Integration  :-j-j 


*)  {Denn  dann  ist  j  !(/?;:  |i  |<  C/3""\  so  daß  die  Schwankung 
von  ^(^):^|  für  jedes  Stück  des  Intervalles  von  U  bis  <J  kleiner  als 
Cö"~^  ist.  Folglich  ist  die  Summe  der  Produkte  aller  Teile  dieses 
Intervalles  mit  den  zugehörigen  Schwankungen  kleiner  als  CS".  Diese 
Größe  aber  strebt  mit  S  nach  Null,  weil  a^O  ist.  Mithin  erfüllt 
\X{ß) :  ß    die  unter  A,  S.  525,  aufgestellte  Bedingung  der  Integrierbarkeit. } 

**)    { Hierunter  sind  die  Grenzwerte  von 

f{x-\-ß)-fiX-\-0>  hx  -ß)-  fix  -  0) 

ß  -  -  -ß        ~ 

für  positives  ß  und  lim  ß  =  0  verstanden.  } 

***j  {Bei  den  Betrachtungen  unter  B  setzten  wir  voraus,  daß  die 
zu  integrierende  Funktion  überall  endlich  sei.  Hier  werden  nun  auch 
solche  Stellen  x  zugelassen,  an  denen  sie  unendlich  wird.  Eine  solche 
Stelle  ist  bei  der  Untersuchung  der  Integrierbarkeit  wie  in  Nr.  470  u.  f. 
zunächst  durch  ein  kleines  Intervall  auszuschließen.  Darauf  ist  der 
Grenzwert  zu  untersuchen,  der  sich  für  das  Integral  ergibt,  wenn  dies 
Intervall  nach  Null  strebt. } 

f )    { Die  teilweise  Integration  ist  auf 
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ö  0  6  ö  nö 

fx{ß)'^dß  =  fx'{a)da  f'^^dß  ^fx'U)da  f'^'dz. 

0  0  «  0  na 

Wenn    nun    die    absoluten    Werte    der    Funktion    X'(cc)    integrierbar 
sind,  so  ist: 

d  nd  n  6 

fx'(a)dap^'''-'dz    <p^dz  -Jlk'ia)  \  da, 

0  na  0  0 

denn  der    { absolute }    Wert  des  Integrals 

nd 

sin  z 


ß 


dz 

z 


ist  bei  jedem   {positiven}  Werte  von  u  und  n  nie  größer  (§  466, 
Beispiel  2    {jetzt  Nr.  469})  als: 


ß 


sin  z  , 
dz. 


Die  rechte  Seite  kann  nun  dui'ch  Wahl  von  S  von  vornherein 
beliebig  klein  gemacht  werden,  ganz  unabhängig  von  n,  daher 
ist  auch    { der  absolute  Betrag  von } 

d 

^  sin  n  ß 

T  ' 


0 


durch  Wahl  von  6  bei  allen  Werten  von  n  beliebig  klein,  womit 
wiederum  die  Konvergenz  bewiesen  ist.  (Bedingung  von  du  Bois- 
Beymond.) 

auszuführen.     Dadurch  verwandelt  sich  das  Integral  in 

a  =  6 


. ,  .    /sin  nß  -,.1    ,      r.  .  .sin  na 
^(«)  /  —ß^f^ß     +    /  X{a)—^-  da. 


Der  Inhalt  der  ersten  Klammer  ist  für  a  =  ö  gleich  Null,  weil  darin  das 
von  a  bis  d  erstreckte  Integral  auftritt.  Er  verschwindet  aber  auch 
für  a  =  0,  weil  Z(0)  =  0  ist.     Mithin  kommt: 

(J  p        ()  -|  d 

/.,,  A      rsinnß  ^.     ,  r        sin  na 

\   J       ß^  ^    da=jUa)—^da. 
0  Lß  J  0 

Rechts  können  wir  ß  statt  u  setzen.  Vertauschung  beider  Seiten  der 
Gleichung  liefert  die  Gleichung  des  Textes. } 
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Als  das  für  die  Anwendung  der  Fourierschen  Reihe  in  der 
Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  wichtigste  Resultat 
heben  wir  hervor,  daß  jede  im  Intervalle  von  —  n  bis  -\-  n 
irgendwie  dehnierte  Funktion,  deren  Ableitung  entweder  endlich  35-I: 
und  integrierbar  oder  absolut  integi-ierbar  ist  (an  den  Sprungstelleu 
der  Funktion  sind  immer  die  vor-  und  rückwärts  gebildeten  Ab- 
leitungen gesondert  zu  betrachten),  durch  eine  allenthalben  kon- 
vergente Fouriersche  Reihe  darstellbar  ist,  derart,  daß  an  den 
Sprungstellen  der  Funktion  die  Reihe  den  mittleren  Wert  annimmt. 
Dadurch  allein  schon  erhält  diese  Reihenentwicklung  eine  be- 
sonders wichtige  Bedeutung  im  Vergleiche  mit  den  gewöhnlichen 
Potenzreihen;  denn  diese  setzen  die  Stetigkeit  nicht  nur  der  ersten, 
sondern  überhaupt  aller  Ableitungen  voraus. 

Endlich  bemerken  wir  noch,  daß  an  den  Stellen  x  =  -\-  tv 
oder  —  7t  die  Reihe  nach  dem  Werte  -|  [/'(+  tt  —  0)  +  /"( —  7t  -f  O)] 
konvergiert,  sobald  die  Funktion  an  den  Stellen  x  =  +  7t  eine 
der  drei  Bedingungen  erfüllt.  Ist  also  die  willkürliche  Funktion 
so  beschaffen,  daß  ihre  Werte  an  den  beiden  Grenzen  des  Inter- 
valles  verschieden  sind,  so  kann  durch  die  Fouriersche  Reihe  immer 
nur  der  mittlere  Wei't  dieser  beiden  ausgedrückt  werden. 

Bemerkung.  Wird  die  Funktion  f{x)  an  einzelnen  Stellen 
unendlich,  so  jedoch,  daß  die  notwendigen  Bedingungen  (§  3) 
erfüllt  sind,  so  konvergiert  die  Fouriersche  Reihe  sicherlich  an 
jeder  anderen  Stelle,  welche  eine  der  drei  entwickelten  Bedingungen 
erfüllt.  Wie  sie  sich  an  der  Unendlichkeitsstelle  verhält,  ist  eine 
minder  wichtige  Frage;  sie  kann  dort  möglicherweise  sogar  kon- 
vergieren, doch  stellt  sie  dann  mit  diesem  Werte  nicht  die  Funktion 
dar.  Ferner  erkennt  man,  daß  punktuell  hebbare  Unstetigkeiten*) 
der  Funktion  f{x)  gar  keinen  Einfluß  haben  auf  die  Reihe  und 
daher  auch  niemals  durch  dieselbe   dargestellt  werden. 

7.  { Stellung  eines  neuen  Problems. }  Der  Beweis, 
"welchen  wir  geführt  haben,  gibt  uns  Bedingungen  an,  unter  denen 
die  Fouriersche  Reihe  nach  dem  Werte  j[^f(x  -|-  0)  -|-  f(x  —  0)] 
konvergiert.  Es  ist  daher  die  Frage  nicht  ohne  Bedeutung,  ob 
die  Reihe  an  einer  bestimmten  Stelle  x  nicht  auch  konvergieren 
kann,  ohne  daß  sie  gerade  diesen  Wert  annimmt.  Die  Antwort, 
aber  lautet:  Wenn  die  Fouriersche  Reihe  an  einer  Stelle  konver- 
giert, an  welcher  \[f{x  -|-  0)  -f-  f{x  —  0)]  einen  bestimmten  Wert- 
hat,  so  konvergiert  sie  auch   immer  nach   diesem    Werte.     Der   Be- 


*)  { Ist  f{x)  in  einem  Intervalle  stetig,  schi'eiben  wir  nun  aber  f{x) 
an  einer  Stelle  a  des  Intervalles  nicht  den  Wert  /"(a),  sondern  irgend- 
einen andern  Wert  zu,  so  hat  die  Funktion  daselbst  eine  punktuell  heb- 
bare Unstetigkeit. } 

S  e  r  r  e  t ,  Diff.-  u.  lutegral-Kechnung.    II.    ;!.  Aufl.  35  VQ     "J" 
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weis  dieses  Satzes  ergibt  sieb,  wenn  man  zuvor  auf  zwei  allgemeine 
Eigenschaften  der  trigonometrischen  Reihen  ühfrhaiqd  eingebt,  von 
denen  die  eine  im  wesentlichen  von  Herrn  G.  Cantor,  die  andere 
von  memann  aufgestellt  wurde.  Dieselben  sind  zugleich  wichtig 
für  die  Beantwortung  der  Frage:  Ist  jede  trigonometrische  Reihe, 
355  welche  eine  Funktion  t\x)  definiert,  eine  Fouriersche?  Man  er- 
kennt von  vornherein  die  Beschränkung  des  Satzes:  Die  Funktion 
/'(a;),  welche  durch  eine  trigonometrische  Reihe  definiert  ist,  muß, 
falls  die  Koeffizienten  der  Reihe  die  Fouriersche  Integralform 
haben  sollen,  jedenfalls  eine  integrierbare  sein.  Sonach  kommen 
wir  auf  das  in  den  §  502  flg.  {hier  B,  S.  528 — 531  )  nur  unter 
einer  bestimmten  Annahme  gelöste  Pi-oblem: 

Haben  in  jeder  trigonometrischen  Reihe: 

\Aq-\-  ^^(^„  cos  nx  -\-  B^  sin  nx), 

n  =  l 

wenn  sie  im  Intervalle  von  —  n  bis  -\-  n  eine  FiinTdion  f(x)  de- 
finieit,  welche  integrierhar  ist,  die  Koeffizienten  A^  und  B^  die 
Werte: 

—n  —71 

Diese  Frage  ist  im  Avesentlichen  zu  bejahen.  Der  Weg  zu 
ihrer  Beantwortung  ist  von  Herrn  du  Bois-Beymond  zuerst  an- 
gegeben worden.  Im  folgenden  soll  der  Beweis  geliefert  werden 
unter  der  Einschränkung,  daß  f(x)  zugleich  eine  im  allgemeinen 
stetige  Funktion  ist,  d.  h.  eine  solche,  die  nur  an  einzelnen  Stellen 
eine  sprungweise  Wertänderung  erleidet. 

8.  { Verallgemeinerung  des  Satzes  in  §  3. }  Wenn 
eine  trigonometiische  Reihe 

jÄq-\-  ^{A„  cos  nx  +  B„  sin  nx) 

n  =  1 

überhaupt  in  einem  noch  so  kleinen  Intervalle  konvergieren  soll, 
so  muß  sie  notwendig  die  Eigenschaft  haben,  daß  lim  Ä^  und 
lim  B^  für  n  =  cx)  verschwinden.  Diesem  von  Hm.  Gantor  auf- 
gestellten Satze  (Math.  Ann.  Bd.  4  u.  5)  können  wir  eine  er- 
weiterte Fassung  geben,  indem  wir  folgende  allgemeine  Erkenntnis 
über  Konvergenz  und  Divergenz  unendlicher  Reihen  voranstellen. 
Die    Stellen,    an    denen    eine    imendliche    Reihe    divergiert,    können 
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von  zweierlei  Art  sein.  Entweder  wächst  die  Summe  der  ßeihen- 
glieder  über  jede  Grenze,  die  Reihe  wird  alsdann  an  dieser  Stelle 
in  bestimmter  oder  unbestimmter  Weise  unendlich,  oder  es  os- 
zillieren die  Werte  dieser  Summe  zwischen  endlichen  Grenzen. 
Im  ersten  Falle  kann  das  Maß  der  Divergenz  ein  unendliches 
genannt  werden,  im  zweiten  läßt  sich  ein  endliches  Maß  fixieren. 
Denn  bezeichnet  man  mit  S^  die  Summe  der  Glieder,  welche  den 
Index  0,  1,  ■  •  •  bis  n  —  1  besitzen,  und  bildet  man  die  Folge  »S'^, 
(S  , , ,  S  ,  0 ,  •  ■  ■ ,  so  existiert  eine  obere  Grenze  G„  und  eine  untere  356 
,9j,,  welche  von  den  Gliedern  in  dieser  Folge  nicht  überschritten 
wird.  Läßt  man  den  Index  n  beliebig  wachsen,  so  erhält  (r„,  in- 
dem es  entweder  konstant  bleibt  oder  nur  abnimmt,  einen  Grenz- 
wert G',  und  ebenso  bekommt  ^„,  indem  es  entweder  konstant 
bleibt  oder  nur  zunimmt,  einen  Grenzwert  //'.  Diese  Werte  G' 
und  //'  sind  alsdann  die  äußersten  Grenzen  für  die  schließ- 
liche Oszillation  der  Reihensumme,  und  ihre  Differenz  soll  das 
Maß  dn-  Bivergrn:  an  der  betrachteten  Stelle  heißen.  Ist  dieses 
Divergenzmaß  Null,  so  konvergiert  die  Reihe  daselbst.  Be- 
zeichnet man  die  Differenz  S„_^_^  —  S^^  mit  J/„;.,  so  hat  die  Folge 
der  Reste  R^^,  i2„  g  ?  "  '  '  ^^^  Eigenschaft,  daß  ihr  { absoluter } 
Betrag  niemals  größer  sein  kann  als  G^  —  g^.  Wird  also 
das  Divergenzmaß  schließlich  { d.  h.  für  hinreichend  großes  n  ] 
kleiner  als  eine  Zahl  d,  so  kann  man  eine  Stelle  n  ausfindig 
machen,  von  der  ab  die  Beträge  sämtlicher  Reste  It^,^  unabhängig 
von  h  stets  kleiner  bleiben  als  d.  Eine  Reihe  soll  in  einem  Inter- 
valle im  aUgemeiiicn  koticergent  heißen,  wenn  alle  die  Stellen,  an 
denen  das  Divergenzmaß  größer  ist  als  eine  bestimmte,  beliebig 
zu  fixierende  Zahl  6,  in  keinem  noch  so  kleinen  Teilintervalle 
überall  dicht  sind.  Dies  besagt,  daß  man  in  unmittelbarer  Nähe 
einer  jeden  Stelle  ein  Intervall  bestimmen  kann,  so  daß  für  sämt- 
liche Stellen  in  diesem  Intervalle  das  Divergenzmaß  gleich  oder 
kleiner  ist  als  8.  Der  Satz,  welchen  wir  beweisen  wollen,  lautet 
nun:  Eine  trigonometrische  Reihe,  welche  in  einem  belichigen  Inter- 
valle im  allgemeinen  konvergent  ist,  muß  schließlich  verschwindende 
Koeffizienten  haben,  d.  h.  es  muß  lim  ^„  =  0  und  lim  5„  =  0 
werden. 

Eine  trigonometrische  Reihe,  für  welche  die  Koeffizienten  A^^ 
und  B^  nicht  verschwindende  Grenzwerte  haben,  kann  zwar  auch 
bei  unendlich  vielen  Werten  von  x  konvergieren;  es  gibt  aber  in 
jedem  noch  so  kleinen  Intervalle  Stellen,  an  denen  sie  divergiert, 
und  zwar  mit  einem  Divergenzmaße,  das  größer  ist  als  eine  be- 
stimmte endliche   Zahl. 

An  jeder  Stelle,  wo  das  Divergenzmaß  kleiner  wird  als  ö, 
kann  man  eine  untere  Grenze  für  den  Index  n  bestimmen,  so  daß 
sämtliche  Reihenglieder,   deren  Index  gleich  oder  größer  als  n  ist, 

35*  [-8 
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dem  { al)soluten  }  Betrage  nach  kleiner  werden  als  d.  Da  nun  die 
Punkte,  an  denen  das  Divergenzmaß  größer  ist  als  6,  in  keinem  noch 
so  kleinen  Intervalle  überall  dicht  sein  sollen,  so  kann  man  in  un- 
mittelbarer Nähe  einer  jeden  Stelle  ein  Teilintervall  bestimmen, 
in  welchem  kein  Punkt  liegt,  an  dem  das  Divergenzmaß  größer  ist 
als  8.  Solch  ein  Intervall  habe  die  Länge  2  c  und  erstrecke  sich 
von  X  —  e  bis  x  -\-  s. 

Man  kann  dann  also  einen  Wert  für  n  bestimmen,  so  daß  für 
diesen,  sowie  für  alle  größeren  Werte  die  Glieder: 

357  J.„  cos  n(x  -\-  s)  -\-  B^  sin  n {x  -f  e) 

=  {Aj^  cos  nx  +  -B„  sin  nx)  cos  m  —  (A^^  sin  nx  —  B^  cos  nx)  sin  ne, 

A^  cos  nix  —  t)  -\-  B,^  sin  n{x  —  t) 
=  {A^  cos  nx  4-  J5„  sin  no^  cos  m  -\-  (^^  ■iva.nx  —  B^  cos  nx)  sin  ne 

beide  dem  { absoluten }  Betrage  nach  um  eine  bestimmte  Größe 
kleiner  werden  als  8.  Es  bedeutet  dabei  x  einen  Wert  in  beliebiger 
Kühe  einer  jeden  Stelle,  £  irgend  einen  Wert  innerhalb  des  kon- 
striiierten  Intervalles.  Zu  jedem  Werte  von  £  kann  eine  andere 
Grenze  füi'  n  gehören;  es  ist  noch  nicht  gesagt,  daß  bei  jedem 
Werte  von  f  derselbe  Wert  von  n  ausreicht. 

Durch    Addition    und    Subtraktion    der    beiden    vorstehenden 
Größen   erkennt  man,  daß  auch  jede  der  Größen 

(^„cos>?rr  +  jB^sinw.t;)  cos  m.     und     (^4„sinna;  —  5^cos Wicj  sin*?c 

{ ihrem  absoluten  Betrage  nach }  jedenfalls  kleiner  sein  muß  als 
2d.  Multipliziert  mau  die  erste  Größe  mit  sinwa;sin«£,  die 
zweite  mit  cos  n  x  cos  n  £,  so  findet  man  durch  Subtraktion,  daß 
.B„sin2w£,  und  analog,  daß  J.^cos2w£  {absolut  genommen} 
kleiner  werden  als  4d  =  8\  also  kurz  gesagt  kleiner  gemacht 
werden  können  als  eine  beliebig  vorgegebene  Zahl  8' .  Setzt  man 
2£  ^  a,  so  wird  also  für  alle  Werte  von  a  in  einem  bestimmten 
Intervalle,  dessen  Grenzen  wir  mit  a  und  h  bezeichnen  wollen, 
{  der  absolute  Wert  von  }  lim  B^  sin  n  u  und  lim  A^  cos  n  a  kleiner 
als  8' .  Für  jeden  Wert  von  a  innerhalb  des  angegebenen  Inter- 
valles muß   also  die   Reihe: 

-B^sinwK  ,  •  •  •   ;5„^^sin(«  -f  A')«!,  •  •  • 

schließlich  nur  Glieder  enthalten,  deren  Betrag  kleiner  ist  als  8\ 
und  dies  kann,  wie  nun  bewiesen  werden  soll,  nicht  anders  erfüllt 
sein,  als  wenn  von  einem  bestimmten  Werte  von  n  an  sämtliche 
Koeffizienten 

dem    { absoluten }    Betrage  nach  kleiner  sind  als   8' . 
8] 
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Denn  nehmen  wir  an,  daß  dieses   nicht  der  Fall  ist,  so  kann 
man  aus   dieser  Reihe  eine   andere  herausheben: 

^^^  -^'V   '      '  ^n^^  ■  •  ■  ^ 

deren  Glieder  ( absolut  genommen }  sämtlich  gleich  oder  größer 
sind  als  ö' .  Dann  ließe  sich  aber  auch  in  dem  angegebenen  Inter- 
valle ein  Wert  a  fixieren,  für  welchen  lim  |i?,^sin><o:  nicht  kleiner 
wird  als  ö' .  Aus  der  Reihe  der  wachsenden  ganzen  Zahlen  ??j, 
*^2'  ■■'.%'■■  ■  ^^^^  °^^^  {nämlich}  eine  neue  Reihe  heraus: 
^1'  ^'2')  ■  ■  ■  ^^ki  •  •?  so  daß  die  Produkte  w/a,  Wg'a,  •  •  •  n^a,  ■  •  • 
insgesamt  von  einem  ungeraden  Vielfachen  von  -i-;r  um  weniger 
als  eine  beliebig  kleine  Größe  >;  abweichen.  Wenn  dieses  mög- 
lich ist,  so  differiert  auch  sin«'«  beliebig  wenig  von  dem  Werte  358 
+  1  und  also  der  (absolute)  Betrag  von  ^^, sinw'a  beliebig 
wenig  von  einem  Werte,  der  gleich  oder  größer  ist  als  6'. 
Man  setze    |  um  zu  beweisen,  daß  dies  möglich  ist }  : 

«1 «  >  2/1  Y  ~  ^     ^^^^     "^ ''  <  ^1  f  +  n 
oder: 

y-i  o  —  ^  Vi  2  +  ^ 

— -^-  <«<„,— ; 


«/j  bezeichnet  eine  ganze  ungerade,  zunächst  noch  unbestimmte  Zahl. 
Der  Wert  von   a  fällt  in  das  gegebene  Intervall  von   a  bis  &,  wenn: 


■T  7t 

a  < , —  ,        b  >  — ^ 


ist,   oder 


2 

(n'ia  +  ^^)  -  <  ^1  <  (>:i&  —  v) 


Dieses  Intervall  enthält  sicherlich  eine  ungerade  Zahl  i/^,  wenn 
[ni{b-a)-2r}]~^^a,     also    <^^^^^ 

gewählt  ist.  Durch  diese  Forderung  ist  nur  eine  untere  Grenze 
für  die  zu  bildende  Reihe  {der}  n'  fixiert,  und  in  diesem  Umstände 
liegt  der  Kern  des  ganzen  Beweises.  Hat  man  also  aus  der  Reihe 
>2j^ ,  «2  7  ■  ■  ■  di^  Zahl  %  und  demgemäß  y^  diesen  Ungleichungen 
entsprechend  fixiert,  so  ist  a  auf  das  Intervall  beschränkt,  das 
kurz  mit 

TT  7t     , 

Vi^  —  V              ^        ^1^"*"^ 
a'= 7 — ,        b' = ; — 


bezeichnet  sei  und  die  Länge  2  jj  :  tii  hat. 

[8 
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In  diesem  Intervalle  können  wir  nun  wiederum  a  so  aussuchen, 
daß  für  einen  Wert  n-2,  welcher  größer  ist  als  nl  und  in  der 
Reihe  n^,  n^,  ■  ■  ■  »^,  •  •  •  vorkonmit,  die  Ungleichung  besteht: 

TT  n 

y*  "2  ~  ^  y*  2  +  "^ 

<  «<  —r 


ni 


Die  ungerade   Zahl  y^  ^^^  ^^^  Bedingung  genügen: 

2  ,    ,  2 

(w2  a  -]-  7])  _^  <  y^  <  (w2  b'  —  1])-, 

und  dieses  Intervall  enthält  sicherlich  eine  ungerade  Zahl  y^»  sobald: 
869         [w2  (5'  -  a')  -  2  >,J   ^  >  2    oder    n^  >  l^^,  =  ^^"^  n,' 

gewählt  ist.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  nur  eine  untere  Grenze, 
nach  welcher  »2  aus  der  ursprünglichen  Reihe  n^,  n^,  ■  •  ■  zu  wählen 
ist,  und  nachdem  >/.,  der  obigen  Ungleichung  gemäß  fixiert  ist, 
bleibt  der  Wert  von  a  noch  innerhalb  eines  Intervalles  von  der 
Länge   2r}  :  n^  willkürlich. 

In  diesem  Intervalle  kann  man  ein  neues  bestimmen,  so  daß 
für  eine  Zahl  W3  >  n^  das  Produkt  «3«  von  einem  ungeraden  Viel- 
fachen i/g  von  1 7t  um  weniger  als  £  differiert,  und  indem  man 
diesen  Prozeß  fortsetzt,  gewinnt  man  als  Grenze  eine  Stelle  a, 
für  welche: 

»1  a,       ^2  K,       ''3  ß,     •  •  • 

der  aufgestellten  Forderung  stets  genügen,  so  daß  auch  die  {  absoluten  } 
Beträge  von 

Bn/  sin  pi  a,        Bn^-  sin  »2  «,        ^n/  ssin  W3  «,    •  •  • 

um  eine  beliebig  kleine  Größe  von  8'  unterschieden  sind.  Es  wird 
also  {  der  absolute  Betrag  von  }  lim  B^  sin  na  nicht  um  eine  bestimmte 
Größe  kleiner  als  ö' ,  d.  h.  die  Reihe  müßte  in  jedem  noch  so 
kleinen  Intervalle  ein  Divergenzmaß  besitzen,  das  gleich  oder 
größer  ist  als  d';  sie  wäre  dann  nicht  unserer  Definition  entsprechend 
im  allgemeinen  konvergent.  In  derselben  Weise  ist  der  Beweis 
für  die  Koeffizienten  A„  zu  führen. 

Soll  eine  Funktion  f{x)^  welche  durch  eine  trigonometrische 
Reihe  definiert  ist,  zugleich  auch  integrierbar  sein,  so  muß  diese 
Reihe  auch  im  allgemeinen  konvergieren.  Denn  anderen  Falles 
würde  die  Funktion  fix)  in  jedem  kleinsten  Intervalle  unbestimmt 
werden,  imd  die  Schwankungen  der  Funktion,  d.  h.  die  Differenz 
der  verschiedenen  Werte,  welche  man  an  solch  einer  Stelle  durch 
fortgesetzte  Summation  der  Reihenglieder  erhält,  bliebe  dabei 
größer  als   eine  endliche  Zahl  6' .    Bei  einer  integrierbaren  Funktion 

8J 
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aber  müssen  alle  die  Stellen,  an  denen  die  Schwankungen  größer 
sind  als  eine  endliche  Zahl  ö\  sich  in  Intervalle  einschließen  lassen, 
deren  Summe  beliebig  klein  wird;  sie  können  also  nicht  überall 
dicht  über  ein  noch  so  kleines  endliches  Intervall  verteilt  sein. 
Sonach  hat  man  den  Satz:  In  jeder  irigonomctrischrn  Reihe  werden, 
tccnn  sie  eine  integrierhare  Funktion  definiert,  die  Koeffizienten 
zuletgt  imendlich  Mein,  d.  h.  es  ist  lim  Ä^  =  0  und  lim  B^^  =  0 
für  n  =  oo. 

9.  {Zweimalige  Integration  der  trigonometrischen 
Reihe. }  Die  zweite  von  Biemann  i  Ges.  Werke,  S.  231  Üg.  {  2.  Aufl. 
S.  245  flg- } )  erkannte  Eigenschaft  einer  jeden  trigonometrischen 
Reihe,  deren  Koeffizienten  zuletzt  unendlich  klein  werden,  ist  die 
folgende: 

Bildet  man  aus  der  Reihe:  360 

n  =  ao 

jÄq  -{-  y",   (^I^coswx  -f  B^sinnx), 

n  =  l 

deren  Wert  an  jeder  Stelle,  wo  sie  konvergiert,  mit  f(x)  bezeichnet 
sei.  durch   zweimalige  gliedweise  Integration  die  Reihe: 

71  =  00 

T'^0^^  —2  ^«(^nCosnx  +  B„sin»rr), 

n  =  l 

SO  konvergiert  diese  Reihe  bei  aUen  Werten  von  x  und  stellt  im 
Intervalle  von  —  tt  bis  -f-  ;r  eine  stetige  Funktion  F(x)  dar. 
Diese  stetige  Funktion  hat  erstUch  die  Eigenschaft,  daß: 

..       F(x  -^  2a)  —  2  F[,x)  -\-  F{x  —  2a)         .,  . 
hm — ^ =  f[x) 

a  =  0  *" 

wird  bei  allen  Werten  von  a',  an  denen  f{x)  einen  bestimmten 
Wert  hat,  und  daß  dieser  Grenzwert  jedenfalls  innerhalb  der 
Schwankungen  des  Reihenwertes  liegt  an  einer  Stelle,  an  welcher 
die  Reihe   divergiert;  ferner  die  Eigenschaft,  daß: 

,.       F{x^2a^  —  2Fyx)^F{^x  —  2a)         _ 
lim  — =  ü 

wird  bei  allen  Werten  von  x. 

Die  Konvergenz  der  neuen  Reihe  und  ihre  Stetigkeit  erkennt 
man,  wenn  man  die  Summe  aller  Glieder  bis  einschließlich  derer 
mit  dem  Index  n   durch  A',  den  Rest  der  Reihe,  d.  h. 

—  ^  772 (A-  COS  Ux  ■\-  B^  sin  lix) 

A-  =  n  -I-  1 

[8,9 
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mit  R  und  den  größten  Wert  { des  absoluten  Betrages }  von 
Ä^(iO?,Tcx  -\-  Bf^sin'kx  für  Ic'^n  mit  s  bezeichnet.  Alsdann  bleibt 
der   {absolute!    Betrag  des  Restes  offenbar  kleiner  als: 


1.1.1 


+  (n-f2)«  +  (n+3)*^  ]^ 


1*) 


L(w4-1)*    '    (n+2)«    '    (n+S)*    '  J  ^  w 

und  kann  also  in  beliebig  kleine  Grenzen  eingeschlossen  werden, 
wenn  man  nur  n  hinreichend  groß  nimmt.  Die  trigonometrische 
Reihe  ist  demnach  bei  allen  Werten  von  x  eine  gleichmäßig  kon- 
vergente, und  daraus  folgt  dann  auch,  daß  F(x)  stetig  ist.  Denn 
man  kann  die  Differenz  F(x  +  Jx)  —  F(x)  beliebig  klein  machen, 
wenn  man  zuerst  n  so  groß  wählt,  daß  7?,  welche  Werte  auch 
X  und  X  +  /ix  haben  mögen,  { absolut  genommen }  beliebig  klein 
ist,  xmd  alsdann  /ix  .so  fixiert,  daß  auch  die  Differenz  der 
{ absoluten  Beträge  der }  Werte  von  N  für  x  und  x  +  /ix  beliebig 
klein  ist. 
361  Man  bilde    { zweitens }    den  Quotienten : 

F{x  +  2k)  —  2F{x)  +  F{x  —  2k); 
4«* 

rt  =  sc 

=  I  ^0  +  2^C^n  COS  nx  +  B^  sin  nx)  (^~~)  ' 

Wenn  nun 

rt  =  « 

\Aq-\-^  (A„  cos  nx  +  B^  sin  nx)  =  f{x) 

n  =  \ 

ist,  wobei  f{x)  entweder  einen  bestimmten  Wert  bezeichnet  oder 
einen  imbestimmten  Wert,  der  innerhalb  des  Wertevorrates  der 
Reihensumme  an  der  Stelle  x  liegt,  so  muß  sich,  wenn  man  die 
Reihe  , 

\Äq  +^,  {^k  cos  Ä-x  +  B^  sin  lix)  =  f{x)  +  e^ 

setzt,  für  eine  beliebig  gegebene  { positive }  Größe  6  ein  Wert  m 
von  n  angeben   lassen,   so    daß,   wenn   n^m  wird,    {der  absolute 


*)    {  Es  ist  nämlich 
1 


< 


{n-\-ky^{n-^J:—l)(n-\-k)       n-\-k—l       n -j- Ä  ' 

so  daß,  wenn  mau  /.•  =  1,  2,  3,  .  .  .  setzt  und  alle  Ungleichungen  addiert, 
sofort  hervorgeht: 

1    ,+      '„_,,  + ,^,_L^,.<' 


(n  -f-  1)-    '    {n  -f  2)*    '    {n-\-3y    '  ^n 

9] 
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Betrag  von }  f,,  <  6  wird.  Wir  nehmen  nun  { die  positive  Zahl } 
«  so  klein  an,  daß  ina  <  n  wird,  und  bringen  ferner  mittels  der 
Substitution 

Ä„  cos  HX  +  £„  sin  >'^  =  f„  +  1  —  fn 

die  obige  Reihe    {für  den  Quotienten}    auf  die  Form:*) 

„/  N     ,    ""^^      r/sin (w  —  l)a\2        /?mna.\^'] 

n  =  l 

Diese  Reihe  teilen  wir  {  abgesehen  von  ihrem  ersten  Gliede  f{x) } 
in  drei  Teile,  indem   wir 

1.  die  Glieder  vom  Index   1   bis  m  einschließlich, 

2.  die    Glieder   vom  Index  m  +  1  bis  zur  größten  unter 
7t :  ß  liegenden  ganzen   Zahl,  welche  s  heiße, 

3.  die  Glieder  vom  Index  s  +  1  bis   oo 

zusammenfassen.  Der  ei'ste  Teil  besteht  aus  einer  endlichen  An- 
zahl stetig  sich  ändernder  Glieder  und  kann  daher  seinem  Grenz- 
werte Null  beliebig  genähert  werden,  indem  man  a  hinreichend 
klein  werden  läßt;  der  zweite  Teil  ist,  da  der  Faktor  von  £„ 
beständig  positiv  ist,  indem  sinx:a;  in  den  ersten  beiden  Quadranten 
eine  durchaus  abnehmende  Funktion  ist,  offenbar  dem  { absoluten } 
Betrage  nach  kleiner  als: 


r  /sin  m  a\  2        /sin  s  a\  2~| 


{ also    auch  kleiner  als  ö] .     Im  dritten  Teile  endlich  zerlege  man 
das  allgemeine  Glied  in 


und 


Ksin  {n  —  1)  a\  2       /sin  (n  —  1)  cc\  2"j 
(«— 1)«    /    ~~  \         ni         /  J 

r/sin  (w—l)a\2        /ainna\^  sin  (2 »i  —  1)  k  sin  a: 


*)    {Zunächst  kommt  die  Form: 

n  =  l 

71  =r  cc 

"VT      r/sin  »taX ' 


n=2  '  n=l 

r  darf  nun  die  erste  Summe  von  m  =  1  an  erstreckt  we: 
auftretende  Faktor  von   s^  für  n  =  1  gleich  Null  wirc 
Vereinigung  beider  Reihen  gibt  alsdann  die  des  Textes. } 


Hier  darf  nun  die  erste  Summe  von  m  =  1  an  erstreckt  werden,  da  der  in 
ihr  auftretende  Faktor  von   s„  für  n  =  1  gleich  Null  wird,  nach  Nr.  26. 
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so  leuchtet  ein,  daß  dieses  Glied   |  absolut  genommen }  kleiner  ist  als 

und  folglich  die  Summe  von  n  =  s  -\-  \   bis  »2  =  cx>  kleiner  ist  als 

4-/-.  +  -1- 

Dieser  Wert  geht,  da  s  die  größte  unter  n  :  a  liegende  ganze  Zahl 
bedeutet,  für  ein  unendlich  kleines  u  über  in 

Die  Reihe 

n  =  » 

^T      r /sin  (w  —  1)  a\  2       /sin  «  a\  ^ 
-tf^   ^"L\    (w  — l)a    /   ~  l^«W  J 

7!  =  1 

nähert  sich  daher  mit  abnehmendem  a  einem  Grenzwerte,  der    { ab- 
solut genommen }    nicht  größer  als 


^[i+^+:j 


sein  kann,  also,  da  6  beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  Null 
werden  muß,  und  folglich  konvergiert 

■F(a;+2a}  —  2  F{x)  +  Fiac  —  2a) 

welches  gleich 

.s         "^      r/8in(w  — l)ci:\2       /sin  n o:\2-] 

H  =  1 

ist,  wenn  a.  nach  Null  konvergiert,  gegen  fix)^  womit  die  auf- 
gestellte Eigenschaft  bewiesen  ist;  fix)  bedeutet  dabei  einen  Wert 
innerhalb  des  Wertevorrates  der  ursprünglichen  Reihe  an  der 
Stelle  .r,  also,  wenn  die  Reihe  an  dieser  Stelle  konvergiert,  diesen 
bestimmten  Wert. 

Es  soll  nun    {drittens}   noch  gezeigt  werden,  daß 

F{x  -f  2o:)  —  ^F{x)-\-F{x—  2«) 

a  =  0 

Null  wird  und  zwar  gleichmäßig  nach  Null  konvergiert,  d.  h.  bei  allen 
Werten  von  x  durch  Wahl  eines  hinreichend  kleinen  Wertes  von  a 
{ absolut  genommen }  kleiner  gemacht  werden  kann  als  eine  beüebig 
vorgegebene  Zahl.  Um  dieses  zu  beweisen,  teile  man  die  {  Glieder  der } 
Reihe 

71=  X 

363  i  ^0  +^  (^„  cos  nx  4-  5„  sin  n  x)  (^)' 

n  =  l 
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in  drei  Gruppen,  von  denen  die  erste  alle  Glieder  bis  zu  einem 
festen  Index  m  enthält ,  von  dem  an  die  ( absoluten  Beträge  der } 
Koeffizienten  A^  und  B^  immer  kleiner  als  e  bleiben,  die  zweite 
alle  folgenden  Glieder,  für  welche  na  gleich  oder  kleiner  ist  als 
eine  feste  Größe  c,  die  dritte  den  Rest  der  Eeihe  umfaßt.  Die 
Summe  der  ersten  endlichen  Gruppe  bleibt  endlich,  d.  h.  sie  ist 
bei  allen  Werten  von  x  kleiner  als  eine  endliche  Zahl  Q.  Die 
Summe    der   zweiten    Gruppe    ist    { absolut   genommen  1    kleiner  als 


2£ 


■^1 /sin  na\- 
ji^  \    na    J 


Die  Anzahl  der  Glieder  in  dieser  Summe  ist  kleiner  als  s,  und 
daher  ist  diese  Summe  kleiner  als  2  f  c  :  c*).  Die  dritte  Summe 
endlich  ist    { absolut  genommen }    kleiner  als 

2e  V(«^--")V  2e  V^,  <  '-^**) 
.^ij  \    na    I  ^jn-a'         ac       ^ 

•>  + 1  .■<  + 1 

Polglich  bleibt***) 

F(x  +  2a)  —  =lF{x)  +  F{x- 


^'|<2[9„+2.(o+i)] 


2a 

bei  allen  Werten  von  x^  woi-aus  der  behauptete  Satz  folgt. 

10.  [  Problem  der  Integration  des  zweiten  mittleren 
DifTerentialquotienten. }  Auf  Grund  des  Ergebnisses  in  dem 
letzten  Paragraphen  hat  man  nun  das  Problem  zu  behandeln  {du 
Bois-Beymond,  Abhandlungen  der  k.  bayerisch.  Akad.  der  W.,  II.  KL, 
Bd.  12):  Wenn  man  von  einer  in  einem  bestimmten  Intervalle 
stetigen  Funktion  F(^x)  weiß,  daß  ihr  zweiter  mittlerer  Differential- 
quotient, nämlich: 

, .      Fix  4-  z/a?)  —  2 Ffx)  4~  F(x  —  dx)        ,.       J^Fix) 
lim  — ^ -T^ ^ =  lim  — :r^^ 


*)  {Hier  bedeutet  s  die  größte  ganze  Zahl,  die  nicht  größer  ala 
c:  a  ist,  und  überdies  ist  sin*(wa)  <^(na)^  woraus  sofort  die  Behauptung 
des  Textes  folgt.  | 

**)    {  Denn  es  ist  nach  der  Anmerkung  zu  S.  552 : 


-^    -  9  4  M       -^    J  tt      ^-^  O  1        j 


und  außerdem  s  -|-  1  >  c  :  a. } 
***)    {  Zunächst  ergibt  sich 

I  F(a;  +  2  a)  —  2  F{x)  +  F{x  —  2  a)  |  2£C       2g 

4a-  ;        ^"'"    a    "^  ac 

und  hieraus   durch  Multiplikation  mit   2  a  die  Behauptung  des  Textes,  j 

[»,10 
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an  jeder  Stelle  gleich  ist  einer  integrierbaren  Funktion  fix),  d.  h. 
an  allen  Stellen,  wo  die  Funktion  f{x)  einen  bestimmten  Wert 
hat,  ebenfalls  diesen  Wert  besitzt,  an  denjenigen  dagegen,  wo  /"(a;) 
unbestimmt  zwischen  endlichen  oder  imendlichen  Grenzen  ist,  einen 
bestimmten  oder  unbestimmten  Wert  besitzt,  der  innerhalb  der 
nämlichen  Unbestimmtheitsgrenzen  Hegt,  kann  man  dann  um- 
gekehrt von  der  Funktion  Fix)  behaupten,  daß  sie  sich  durch 
zweimalige  Integration  aus  f{x\  ableiten  läßt,  daß  also  die 
Gleichung  besteht: 

F{x)  =  F^  {x)  +  Ca;  +  C\ 
wobei 


364 


^i{^)  =J  f{y)  (x  -  y)  dy 


{ ist } ,    C  und  C'    bestimmte  Konstanten    sind  und  y   eine  willkür- 
lieh fixierte  Größe  bezeichnet?*) 

Die  aufgeworfene  Frage  ist  leicht  zu  entscheiden,  wenn  wir 
annehmen,  daß  die  Funktion  f{x)  eine  im  allgemeinen  stetige 
Funktion  ist,  die  nur  an  einzelnen  Stellen  eine  sprungweise  Un- 
stetigkeit  erleidet:  für  den  allgemeinsten  Fall,  in  dem  von  f(x) 
nur  bekannt  ist,  daß  es  eine  integrierbare  Funktion  ist,  die  also 
auch  unendlich  werden  kann,  ist  die  Beantwortung  schwieriger. 

11.  (Bill  Hilfssatz.}  Wir  stellen  folgenden  Hilfssatz 
voraus: 

Weiß  man  von  einer  stetigen  Funktion  cp(x),  daß  innerhalb 
eines  gegebenen  Intervalles  der  zweite  mittlere  Differentialquotient 
an  allen  Stellm  den  Wert  Null  hat,  so  ist  <f(x)  eine  ganze  lineare 
FunMion  von  x.**) 

Das  gegebene  Intervall  erstrecke  sich  von  x  =  a  bis  a:  =  &; 
man  bilde: 

i/;(a;)  =  (p{x)—  ^(a)—  f^"  [cp{b)-  cp{a)] 

und  ,  .  /  1     /  X  N 

ZW  =  ±  ^'  {^')  —  i'^  (a;  —  a)  [b  —  x), 

wobei  6  eine   beliebig   kleine   positive  Zahl   bedeutet.     Es   ist  nun 

X{x-^Jx)  —  2xix)  +  x{x—z]x)  _       cp{x-j-dx)  —  2€p{x)-^q){x—^x) 

dx^  ±  j^i  i-o 


*)  {Harnack  hat  u  statt  •/;  da  aber  u  in  §  12  in  anderer  Bedeutung 
auftritt,  mußte  hier  ein  anderes  Zeichen  gewählt  werden.  Daß  in  der 
Tat  die  hier  angegebene  Funktion  F^  (x)  bei  der  Integration  heraus- 
kommt, wird  in  §  12  verifiziert. } 

**)    {Geänderter    Wortlaut    des    ursprünglichen    Textes:    cp{x)    eine 
lineare  Funktion  von  x  mit  konstanten  Koeffizienten.  ] 
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eip  Wert,  der  an  jeder  Stelle  des  für  cp^x)  gegebenen  Intervalles 
schließlich  positiv  wird  für  {lim}  zfa;  =  0,  denn  der  Differenzen- 
quotient der  Funktion  g}{x)  wird  durch  Wahl  von  /Ix  beliebig 
klein.  Hieraus  folgt,  daß  die  stetige  Funktion  x{x),  welche  au  den 
beiden  Endpunkten  des  Intervalles  a  und  h  den  Wert  Null  hat, 
im  Innern  des  Intervalles  kein  Maximum  besitzen  kann.  Denn 
wenn  ic^  eine  Stelle  bezeichnet,  an  welcher  dieses  Maximum  liegt, 
so  ist 

x{x^  +  Jx)  -  '/(xj  ^  0,        x(x^  -  Jx)  -  lix^)  <.  0; 
es  wird  dann: 

Xi^i  +  ^x)-2x(x,)  -f  xi^i  -  ^x)£0, 

nicht  aber  positiv.  Daraus  folgt,  daß  die  stetige  Funktion  xi^) 
im  ganzen  Intervalle  von  a  bis  b  nicht  positiv  werden  kann; 
also  ist: 

±^ix)—\ö  (x  —  a)  {b  —  x)<0  365 

oder 

±tp{x)<^d{x  —  a)  (b  —  x)<  l  ö{b  —  all 

Da  6  beliebig  klein  ist,   so  folgt  hieraus,    daß  auch  der  Be- 
trag von  i|;(a;)   beliebig  klein  wird,  d.  h.  daß 

cp{x)  =  q}(a)  +  ^^  [cp(b)  -  <p(a)] 

ist.    { Also  ist  q)  (x)  in  der  Tat  eine  ganze  lineare  Funktion. } 

12.    { Integ'ratiou   des   zweiten  mittleren  Differen- 

tialquotienten. }     Bezeichnet    man    nun    die    Differenz    zwischen 

den    im    §    10    definierten  Funktionen,    F(x)  —  F^[x),    mit    cp{x), 

so  ist: 

,.     z/V(ic)        T      ^^F{x)       ,.      ^^F^{x) 

hm  ~:r^    =  lim  — ^    ^      —  lim  ^^ — , 

Jx^  dx^  Jx*     ' 

und  es  wird:*) 


*)    { Zunächst  kommt 

X  +  J  X 

J'F,  {X)  ^ßiy)  (x  +  dx-  y)  dy 

Y 

X  X  —  /l  X 

—  '^Cfiy) {x  —  y)dy  -{-Jfiy)  {x  —  /lx  —  y)dy. 

Y  Y 

Die   drei  Integrale   heben   sich,    soweit  sie  sich  auf  das  Intervall  von  y 
his  X  erstrecken,  gegenseitig  fort,  so  daß  bleibt: 
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Jx 


0 

fijx  +  QAx)  +  t\x  —  6Jx) 


0 


wenn  man  mit  f{x  +  d/dx)  und  f{x  —  B^x)  mittlere  Werte  be- 
zeichnet, welche  innerhalb  der  Werts  der  Funktion  f{x)  in  den 
Intervallen  von  x  bis  a;  +  z/j-  und  x  bis  x  —  Jx  gelegen  sind.*) 
Betrachtet  man  zunächst  solche  Intervalle,  in  denen  die  Funktion 
fix)  keine  sprungweisen  Wertänderungen  erleidet,  vielmehr  durch- 
aus  stetig  ist,  so   wird  für  jede  Stelle  in   denselben: 

lun  ^'  =  lim  ^7(^'  -  lim  -^'J' <^> 
/ix^  zSx^  jdX^ 

_  ^.^^  _  ^^  ax^ejx)yix-ejx) ^ 

also  gleich  Null;  mithin  ist  in  jedem  dieser  Intervalle  die  Differenz 

F{x)-F,{x) 

eine  lineare  Funktion:   Cx -{-  C'    {nach  §  ll}. 

Betrachtet  man  aber   ein  Intervall,   in  welchem  die  Funktion 
/'(j;)  eine  sprimgweise  Wertänderung  erleidet,  während  sie  zu  beiden 

Seiten  dieser  Stelle  stetig  ist,  so  wii-d  auch  hier  überall  lim  -—  ^ 
gleich  Null;    denn  an  der  Sprungstelle  x  =  c  ist  lim  -   .  \     gleich 

i  [f{c  +  0)  -f  f{c  —  0)],  lind  denselben  Wert  erhält  auch  lim  ^~i^  • 

{Hiermit  ist  gezeigi,  daß  die  §  10  aufgeworfene  Frage  bejahend 
zu  beantworten  ist.  ; 


X+  J  X  X—  J  X 


zJ*Fi  (x)  ==ß{y){x  -\-Jx-ij)  dy  -^j}{y)(x  -Jx-y)  dy. 

X  X 

Wird  die  neue  Veränderliche  a  im  ersten  Integrale  vermöge  der  Sub- 
stitution )/  =  rc  -(-  a  und  im  zweiten  vermöge  der  Substitution  y  =  x  —  a 
eingeführt,  so  folgt: 

Jx 

J-F^  {x)  =  I  [fix  +  ar)  4-  fix  —  a)]  [Jx  —  a]  du 


und  hieraus  durch  Division  mit  Jx-  die  Formel  des  Textes. } 

echt( 
13] 


*)    {  Die  beiden  ö  sind  jedoch  im   allgemeinen  verschiedene  positive 
echte  iBrüche.  } 
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13.   I  Beweis  dafür,  daß  die  trigonometrische  Reihe  366 
die  Fouriersche  sein  muß. }     Diese  Ergebnisse  führen  zu  dem 
Satze:   Ist  durch  die  trigonometrische  Reihe 

\Äq  +^(A  coswx  +  5„  sinnx) 

n  =  \ 

eine  im  Intervalle  von  —  tt  bis  +  tt  im  allgemeinen  stetige  Funk- 
tion f{x)  definiert,  welche  nur  an  vereinzelten  Stellen  sprungweise 
UnStetigkeiten  erleitet,  so  besteht  bei  allen  Werten  von  x  die 
Gleichung:*) 

1^^^2_2'-J,(Acoswx  +  £„sinwa^)=  /  f{y){x- ii)dy  +  Gx-^C . 

Bezeichnet  man  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  kurz  mit 
F^ix),  so  folgt,  weil  die  auf  der  linken  Seite  stehende  Summe 
eine  periodische  Funktion  mit  der  Periode   2%  ist: 

F^{x  +  27rl  +  C{x  +  27t)  +  C  -  \A^(x  +  27r)2 
=  F^{x)  +  Cx-\-G'  -\A^x^ 

oder 

F^{x  +  27r)  =  J\(.r)  -  2  Ctt  +  A^{x%  +  Tt«), 

und  weil  iüv  x  =  —  n  die  Funktion  F^  {x)  verschwindet,  so  ist 
j'j  (tt)  =  -  2  C%. 

Aus  derselben  Gleichung  folgt,  wenn  man  sie  nach  x  diffe- 
renziert: 

F'^{x+  2  7t)^F[{x)^  Aq%, 

also  für  X  =  —  7c: 

F[{7t)  =  F[{—  n)  -f  A^n  =  A^n. 

Da  die  neu  gebüdete  Reihe  eine  gleichmäßig  konvergente 
ist,  so  kann  sie  güedweise  integriert  werden.  Man  findet  sonach 
die  Relationen: 


j 


+  n 

1 


\F^{x)  -\-  Cx+  C]  sinnxdx^  —  ^^^JS^n, 


*)    {Unter    F{x)    wird    nämlich    nun  wieder  die  in   §  9    definierte 
Funktion  verstanden,  j 
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denn  es  ist: 

+  Ä  ^„  i-n 

/9    .            ,          r — x^coanxl    ,     2   /  , 

x^  Sin  nx  dx  =  \ -J —  Ix  cos  nx  dx 

—  n  —n         —  n 

+  n  +71  ^f^ 

r — a;*C08wa;"I    ,     2  ficsin  na;")         2    /    .  ,  .    ., 

=  L n J  +  nl-^r-]  -  nj  ^^°^^^^*'  ==  ^'  ^ 

—  n  —n         —n 

und: 


+  « 
367 


denn  es  ist: 


J,              -,        rx*  sin  nx'\        2   /        . 
a;''coswa;«a;= \  x  sm  nxdx 

—  n  —  n        —  71  . 

+ «  +  ;r  + '^ 

ric*  sin  Wien    ,     2ra;co8na;'l         2    /  ,  4«.         v„  ^. 

=    +  - i  /  coanxdx  =  -j(—  1)".*) 

L       w       J        « L      n       J        w-^  w*  ^         ^      '^ 


—  ff  —TT 


Die  Funktion  F^ix)  besitzt  eine  stetige  Ableitung,  und  sonach 
wird  vermittels  teilweiser  Integration  das   erste  Integral**)  gleich: 

[-  "^-[F,{x)  -^Cx+  G']]  +  IJ  [F[{x)  +  C]  cosnxdx. 


—  7t  —7t 


Aber  auch  dieses  Integral  läßt  die  teilweise  Integration  zu,  weil 
F[(x)  stetig  ist  und  die  integrierbare  Ableitung  f(x^  besitzt;  dem- 
nacti  folgt: 


gl  f{x)  sinnxdi 


*)    {Außerdem   sind   die  Formeln  (2)  und  (3)  unter  B,    S.  5-29,    zu 
berücksichtigen. } 

+  71 

**)    {  Gemeint    ist    /  \F^  {x)  -\-  Cx-\-  C]  sin  nxdx.  ] 

—  7t 
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Die  Werte  in  den  Klammern  verschwinden*),  und  man  erhält: 


—  n 

Auf  ähnliche  Weise  findet  man: 

A„  =  —  /  fix)  cos nxdx. 


Sonach  ist  der  Satz  bewiesen:  Ist  durch  eine  trigonometrische 
Bcihe  eine  im  allgemeinen  stetige  FunTäion  f{x)  definiert^  welche 
nur  an  vereinzelten  Stellen  eine  sprungweise  Wertänderung  besitzt^ 
so  ist  die  Reihe  eine  Fouriersche. 

Bemerkung.  Um  den  Satz  in  seiner  allgemeinsten  Fassung  368 
zu  beweisen,  d.  h.  nur  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Funktion 
f{x),  welche  durch  die  trigonometrische  Reihe  definiert  ist,  inte- 
grierbar ist,  woraus  nach  §  8  hervorgeht,  daß  die  Koeffizienten 
der  Reihe  zuletzt  unendlich  klein  werden,  muß  man  wiederum 
den  Nachweis  fühi-en,  daß  die  durch  zweimalige  gliedweise  Inte- 
gration der  gegebenen    { Reihe }    abgeleitete  Reihe  gleich 


3 


f{y){x  -  y)dy  +  Cx  i- C 


wird.  Alsdann  bleiben  die  weiteren  Schlüsse  des  letzten  Para- 
graphen bestehen.  Zu  dem  Zwecke  hat  man  den  Satz  zu  be- 
weisen: Wenn  eine  stetige  Funktion  die  Eigenschaft  hat,  daß 
ihr  zweiter  mittlerer  DifFerentialquotient  lim  ^^i^(ic)  :  Jx^  gleich 
■wird  einer  integrierbaren  Funktion  f(x),  die  zugleich  auch  Stellen 
besitzen  kann,  an  denen  sie  unendlich  wird,  so  ist  F(x)  durch  zwei- 
malige Integration  aus  f{x)  bis  auf  eine  {additive}  lineare  Funktion 
darstellbar.  Dieser  Satz  läßt  sich  in  der  Tat  beweisen,  wenn,  was 
hier  der  Fall  ist,  die  Bedingung  hinzukommt,  daß  lim  /i^F(x)  :  Jx 
allenthalben  gleich  Null  wird,  und  wenn  noch  die  Voraussetzung 
gemacht  wird,  daß  die  Unendlichkeitsstellen  der  Funktion  f{x) 
isoliert  sind  oder  nur  eine  „abzählbare"  Menge  bilden.  (Math. 
Annal.  Bd.   23,  S.  266,  Bd.   24,  S.   246.) 

Ebenso  kann  man  den  in  §  7  erwähnten  Satz  beweisen: 
Wenn  eine  Fouriersche  Reihe,  deren  Koeffizienten  mit  den  Inte- 
gralen einer  Funktion  f{x)  gebildet  sind**),  schließlich  verschwindende 


*)    { Weil  F,  (tt)  =  —  2  Crt  und  F^  (—  ir)  ==  0  ist. } 
**)    { D.  h.  die   obigen  Werte  A    und  B^  haben. ) 

Serret,  Diff-.  u.  Integral-Rechnung.    II.    3.  Aufl.  36  rj3 
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Koeffizienten  erhält,  so  stimmt  der  Wert  der  Reihe  überall,  wo 
sie  konvergiert,  mit  dem  Werte  \[f{x  +  0)  +  f(x  —  0)]  überein, 
vorausgesetzt,  daß  dies  überhaupt  ein  bestimmter  Wert  ist;  und  an 
jeder  Stelle,  wo  die  ursprüngliche  Reihe  divergiert,  jedoch  mit  end- 
lichem Divergenzmaße,  liegt  der  Wert  von  |[/'(x  -|-  0)  -f  f{x  —  0)] 
innerhalb  der  Schwankungen  der  Reihe  an  dieser  Stelle,  oder  die 
Unbestimmtheitsgrenzen  dieses  Ausdruckes  fallen  nicht  außerhalb 
der  Schwankungen  der  Reihe. 

Endlich  kann  man  auch  das  allgemeine  Theorem  beweisen: 
Eine  Funktion  f{x),  welche  durch  eine  trigonometrische  Reihe, 
deren  Koeffizienten  zuletzt  unendlich  klein  werden,  definiert  ist, 
kann  nicht  durch  eine  andere,  von  dieser  verschiedene  trigono- 
metrische Reihe  dargestellt  werden,  wenn  man  von  diesen  beiden 
369  Reihen  entweder  verlangt,  daß  sie  bei  allen  Werten  von  x  über- 
einstimmen sollen,  oder  auch  nur,  daß  ihre  Differenz  im  allgemeinen 
Null  ist  und  erstlich  nur  an  Stellen,  welche  eine  diskrete  Menge 
bilden,  endlich  und  dem  Betrage  nach  größer  ist  als  eine  beliebig 
kleine  endliche  Zahl  6  (resp.  zwischen  Unbestimmtheitsgrenzen  liegt, 
deren  Beträge  größer  sind  als  S),  zweitens  nur  an  Stellen,  welche 
eine  reduzible  Menge  bilden,  unendlich  wird  (resp.  zwischen  Un- 
bestimmtheitsgrenzen  liegt,  deren  Betrag  unendlich  groß  wird). 

14.  { Die  Fouriersche  lutegralformel.  |  In  §  6  haben 
wir  gewisse  Bedingungen  erkannt,  unter  denen  eine  im  Intervalle 
von  —  Tt  bis  +  n  irgendwie  definierte  integrierbare  Funktion  fix) 
durch  eine  Fouriersche  Reihe  von  der  Form: 

-—  I  f{a)da-\-    ■/     coskx  1  f(a)cosTccida-\-smkx  j  f{a)  sinkada 

—  7t  ^^"^    ^  -n  —n 

dargestellt  werden  kann,  so  daß  bei  jedem  Werte  von  x  inner- 
halb dieses  Intervalles  die  Reihe  entweder  den  Wert  fix)  oder 
den  Wert  |-[f(-^  +  ^-*)  +  fix  —  0)]  erhält.  Kehren  wir  nun  zu 
der  in  §  2  genannten  allgemeineren  Voraussetzung  zurück,  daß 
eine  Funktion  fiz)  im  Intervalle  von  —  l  bis  +  /  gegeben  ist, 
so  erhalten  wir  für  diese  Funktion  unter  denselben  Bedingimgen 
eine  tiigonometi-isehe  Darstellung,  indem   wir 


m-fi^i)-^{^) 


substituieren.     Alsdann  wird 


(p{x)  =  \Äq  +  ^  (A  COS  kx  -\-  B^  sin  kx) 

A  =  l 
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und 

—n  —n  —l 

+  ft  +71  +1 

-4.^=-=  -  1  <p(x)  cos kxdx  =      jf{~)  coskxdx=  j  1  f {0)co&-^ dz, 

—n  —n  —i 

By=      I  (p[x)  sin  kxdx  ="  /  f{)  ^^^kxdx  =  j  1  f(x) sin -^j" dz^ 


folglich : 

+  1 


1)  { 


M  =  lfK")dc^  +  370 

-/ 

1  -^n  kTiz  r  ,  .        ^^^  j     ,    •    k-nz  (*..    , 

j    >     (^o?,-j    I  t{ci)  cos    y    aa+Sin  y     /  f{a] 


kncc   ,     1 
sin  — ,     da  \. 


Ist  die  Funktion  f(z)  so  beschaffen,  daß  sie  im  Intervalle 
von  —  Z  bis  0  dieselben  Werte  wie  im  Intervalle  von  +  Z  bis  0 
hat*j,  so  werden  die  Integrale  B^  =  0,  und  die  Gleichung  re- 
duziert sich  auf  die  Form: 


(2)       f{z)  =  \Jf{u)da+  ]^cos^ ffia) 


kna   , 
COS  ~ j     da. 


Ist  aber  f( —  ^)  =  —  f{z),  so  werden  die  Integrale  A^^  =  (>, 
und  man  erhält: 

_  i 

(3)  f(z)  =  J^sm^-rjf(a)  sin  ^"  da. 

*=1  0 

Diese  Darstellungen  einer  sogenannten  willkürlichen  Funktion 
beziehen  sich  immer  auf  ein  endUrhrs,  wenn  auch  beliebig  großes 
Intervall.  Es  entsteht  daher  schließlich  noch  die  Frage,  ob  man 
auch  für  eine  Funktion,  die  für  das  ganze  Intervall  x  =  —  oo 
bis  X  ==  -\-  oc  irgendwie  definiert  ist,  eine  einheitliche  analytische 
Darstellung  dieser  Art  gewinnen  kann.     In  der  Tat  läßt  sich  die- 


*)  {Exakter:  es  soll  f{—z)  =  f{z)  sein.} 

36*  [14 
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selbe  zunächst   durch   eine   naheliegende  Schlußfolgerung   vermuten 
und  sodann  streng  beweisen*'.     Man  setze: 
+1  +1 

j  f{a)  cos  {qci)du  =  q) (q) ,       /  /(a)  sin  (qa) da  =  tp (q) , 


femer: 


^  =  ö,     also     T  =  ^ 
l  In 


so  erhält    die    Reihe   (l),    in    welcher  x  statt  z  geschrieben   wird, 
die  Form: 

^'^^)  =  -2^  9'(0)  -}-  ^^  [cos  (kxS)  cp{kd)  +  sin  (JcxS)MkS)]. 

k  =  i 

Läßt  man  nun  /  unbegrenzt  wachsen,  wobei  6  nach  Null 
konvergiert,  so  steht  zu  erwarten,  daß  die  Summe  rechts  übergeht 
in  das  bestimmte  Integral  **j: 


371 

71 
Ö 

oder,  weil  für  l  ==  oo 


OD 

-J  [cos  {qx)(p{q)  +  sin  {qx)it;(q)]dq 


<p{q)  =^   I  f{cc)  cos  (qa) da ^  ^(^q)  =    j  f{u)  sin  (qa) da 

—   OD  —  OD 

wird,  daß  die  Gleichung  besteht: 

f(x)=  —  I  dq\  cos{qx)  1  f(a)cos{qa)da-\-sixx(qx)  1  f{a)sin(qa)da 


ö         L 
das  heißt: 


f{x)  =  — jdq  I  f(a)  cos  q{x  —  a)da. 


Diese    Gleichung,    die    Fouriersche  Integralformel,    ist    zu   be- 
weisen. 


*)  Ich  befolge  dabei  im  weseptlichen  die  Methode,  welche  Herr 
C.  Neumann  in  seiner  Schrift:  Über  die  nach  Kreis-,  Kugel-  imd 
Zylinder -Funktionen  fortschreitenden  Entwicklungen  (Leipzig  1881), 
S.  54 — 70,  ausgebildet  hat. 

**)    {  Denn    wenn   q  =  Jcd,   z/g  =  (ä;  -f  1)^  —  kö  =  6    gesetzt    wird, 
hat  die  Summe  die  Form  der  Summe  .7  in  Nr.  404.  j 
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15.  {Verallgemeinerung  des  G-renzwertes  in  §  5.} 

Der  in  §  3  bewiesene  Satz,  welcher  das  Fundament  für  alle  diese  Unter- 
suchungen bildet,  läßt  sich  in  allgemeinster  Weise  so  aussprechen: 
Ist  f{x)  eine  in  einem  beJiehigen,  aber  endlichen  Intervalle  von 
a  bis  b  überall  endliche  und  integrirrbare  Funktion,   so  wird: 

b  f> 

lim  /  f{x)  cos  nxdx       und       lim  /  f{x)  sin  nxdx 

a  a 

für  w  =  cx)  gleich  Null,  wenn  die  Zahl  n  in  beliebiger  Weise  über 
jeden  Betrag  hinaus  tcächst. 

Denn  da  früher  dieser  Satz  bewiesen  wurde,  falls  n  die  Reihe 
der  ganzen  Zahlen  durchläuft,  so  erkennt  man  leicht,  wenn  n  von 
der  Form  m  -f  ß  ist,  wobei  ni  eine  { positive }  ganze  Zahl,  ß  eine 
{positive]    Zahl  kleiner  als  Eins  bedeutet: 

fc  /.  b 

1  f(x)sinnxdx  =  /  f{x)smmxeosßxdx  -\-  1  f{x) cosmxsmß xdx 

a  OL  a 

und 

b  b  b 

f  f{x)cosnxdx=  f  f(x)cosinxcosßxdx  —  j  f(x)smmxsinßxdx, 

a  a  a 

und  die  rechten  Seiten  konvergieren   mit  wachsenden  Werten   von 
m  nach  Null. 

Daraus  folgt   nun    wie  früher:    Der    Grenzwert    des    Integrals  372 


1    r  sin^(x-xj  ^^ 

JtJ   '  ^    ^  X  —  x^ 


für  q  =  oo  hängt  nur    ab  von    dem    Verhalten   der  Fmiktion  f{x) 
in  unmittelbarer   Umgebung  der  Stelle  x-^*). 

*)  I  Liegt  nämlich  x^  nicht  im  Intervalle  von  a  bis  fe,  so  ist  der 
Grenzwert  nach  dem  Vorhergehenden  gleich  Null.  Liegt  dagegen  x^ 
im  Intervalle,  so  wählen  wir  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl  S  und 
zerlegen  das  Integral  in  die  Summe: 

X,  —  6  ^1  +  ä 

1    /*        sin  g(a;  —  a;,)  1    C     .  8ing(a;  — a;J 

nj  ^(^)       x-x,        ^^  +  ^J  ^(^''       x-x,       ^^ 
a  oTi  —  6 

b 

,     1    r       Binq{x  —  Xi)   , 

Die   Grenzwerte   des  ersten    und    dritten  Integrals   für  lim  2=00   sind 

[15 


566  Anhang  von  Harnack  über  die  Fouriersche  Reihe. 

Liegt  iCj  außerhalb  des  Intervalles  von  a  bis  b,  so  wird  dieser 
Grenzwert  gleich  Null;  liegt  dagegen  a:^  innerhalb  des  Intei-valles, 
so  wird  der  Grenzwert  gleich: 

i[A^i  +  o)  +  /-(^i-o)], 

vorausgesetzt,  daß  eine  der  im  §  6  als  hinreichend  erkannten  Be- 
dingungen erfüllt  ist.  Fällt  endlich  Xj  mit  einer  der  Grenzen  a 
oder  b  des  Integrationsintervalles  zusammen,  so  ist  unter  denselben 
Bedingungen  der  Grenzwert  des  Integrals  gleich  -^/'(a  +  O)  oder 
\fib-0). 

16.  (Verallgemeinerung'    auf  endlose   Intervalle.} 

Der  vorstehende  Satz  besteht  aber  auch  unter  gewissen  Bedingungen, 
wenn  die  Grenzen  des  Integrals  unendlich  werden.  Läßt  man  zu- 
erst b  unendlich  werden,  betrachtet  also  das  Integral 


w 


{ für  beliebig  großes  iv  ] ,  so  muß,  damit  der  obige  Satz  seine  Geltung 
behält,  erstlich  dieses  Integral  bei  jedem  endliehen  Werte  von  q  einen 
bestimmten  Wert  haben,  zweitens  muß,  nachdem  u^^x^  angenommen  ist. 


w 


^^Bing(^-a;.)^^ 


entweder  bei  festem  Werte  von  u  durch  Wahl  von  q  oder  durch 
Wahl  von  ?f  unabhängig  von  q  kleiner  als  eine  beliebig  kleine 
Größe  S  gemacht  werden  können,  wie  groß  auch  w  >■  u  gewählt 
werden  mag. 

Für  diese  Forderungen  lassen  sich  hinreichende  Bedingungen 
angeben,  die  in  einfacheren  Aussagen  über  die  Funktion  f{x)  be- 
stehen. 

Erstens:   Wenn   f{x)    bei   beliebig   wachsenden  Werten    von  x 
schließlich    keine    Oszillationen    mehr    macht,    sondern    von    einem 
373  bestimmten  Werte  für  x  an  entweder  beständig  wachsend  oder  be- 
ständig abnehmend  einer  bestimmten  endlichen  Grenze  für  x  =  oo 
zustrebt,  so  ist  nach  dem  zweiten  Mittelwertsatze  (§  463):*) 


gleich  Null,  da  hier  x^  nicht  in  den  Intervallen  liegt.  Es  bleibt  also  das 
zweite  Integral  übrig,  das  sich  nur  auf  die  Umgebung  der  Stelle  Xj^  be- 
zieht.    Analog  ist  zu  schließen,  wenn  x^  in  o  oder  b  liegt. } 

*)  {Jetzt  Satz  24,  Nr.  424.  Daß  nämlich  dieser  Satz  für  endliche 
und  integrierbare  Funktionen  überhaupt  gilt  (nicht  nur  für  stetige),  läßt 
sich  leicht  beweisen,     ö  bedeutet  wieder  einen  positiven  echten  Bruch. } 
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^  «  4- e  (('■-«) 

falls  die   Beträge   der   Funktion   f{x)    im   Intervalle   von  n  bis  oo 
nicht  zunehmen,  und 


u  +  e{w-ii) 


falls  die  Beträge  der  Funktion  f{x)  in  dem  Intervalle  von  u  bis  oo 
nicht  abnehmen.  Die  beiden  Integrale  rechts  aber  werden,  wenn 
u  fixiert  ist,  durch  Wahl  von  q  beliebig  klein,  wie  groß  auch  w 
gewählt  ist.*) 

Zweitens:  Wenn  f{x)  zwar  für  a;  ^  oo  unendlich  viele  Maxima 
und  Minima  hat,  aber  f{x) :  {x  —  x^  absolut  integrierbar  ist.  Denn 
es  ist  alsdann**): 

i    u  I  " 

und  dieser  Ausdruck  wird  durch  Wahl  von  u  bei  jedem  Werte 
von  q  beliebig  klein. 

Drittens:  Wenn  f{r)  f ür  o"  =  c»  endlich  bleibt  und  eine  Ab- 
leitung besitzt,  die  im  Intervalle  bis  x  =  oo  absolut  integrierbar 
ist.     Denn  es  ist***): 

*)    {Es  ist  nämlich,  wenn  ci{x—Xi)=-z  gesetzt  wird: 

u  +  eim-u)  qiu■lre{w-u)-x,^ 

r.inq{x-x,)   ^^^ß^d,^ 

J        x-x,  J     s 

u  q{u-xi) 

und  dies  Integral  hat  nach  Nr.  469  für  lim  g  =  oü  den  Grenzwert  Null. 
Ebenso  ist  der  Schluß  für  das  zweite  Integral  zu  machen. , 

**)    {Im  Original  fehlt  links  die  Angabe  des   absoluten  Betrages.} 
***)    (In   dem  Doppelintegrale    rechts   auf  folgender  Seite  tritt   die 
Veränderliche  x  in  zweierlei  Bedeutung  auf.    Es  wäre  besser,  dies  Doppel- 
integral so  zu  schreiben: 


fri.{pj^j^^']ä.. 


Die  Formel  ergibt  sich,    indem  man   auf  dieses  Integral  die  teil- 
weise Integration  ausführt. } 

[16 
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«c  X  IV  w  X 

/\f  V  8ing(a;  — x,)  j         \  .,  .    f'smq{x  —  x.)   ,   1        /*„,.   ,  ,      Ain  o(a;  —  a;,)  , 
f(x) ^^^ ^^dx=   fix)  I ^-^- ^-dx  \—  I  f  (x)dx  I ^ ^—dx, 
'^  ^      x  —  x,                i'^'J        x  —  x,             \     J'    -^      J        x-x,  ' 


also: 


OD  cc  a.  X 

j  X      Xj  ^        x      a^j  ^J  j        X  —  Xy 

w  u  u  u 

oder  gleich: 

»  ce  9(2- a-,) 

.^      V    /Bing(x  —  X,)  Z'^'/  \j      /*BiD2rj_ 


9(u-a:i) 
V(a:-ar,) 


874  Das    Integral  1 dz  ist  {  absolut  genommen  }  jedenfalls  nicht 


9("-^i) 


größer    als    der   Wert    r^'^^dz   (§  466,   Nr.   2    {jetzt   Nr.   469}). 

0 

Bezeichnet   man    diesen  Wert   mit  a ,   so  ist  der  { absolute }  Betrag 
des  zweiten  Integrals  kleiner  als 


«/  \f{^)\dx; 


er  wird  also  ebenso  wie  das  erste  Integral  der  rechten  Seite  durch 
Wahl  von  u  [  absolut  genommen }  beliebig  klein,  wie  groß  auch  q 
werden  mag. 

Unter  gleichartigen  Bedingungen   für  die  untere  Grenze  —  oo 
besteht  dann  der  Satz: 

+  00 

—  00 

für  jeden  endlichen   Wert  von  x^. 

17.     {  Übergang  zum  Fourierscheu  lutegfral. }     Von 

dem  behandelten  einfachen  Integrale  kann  man  nun  leicht  zu  einem 
zweifachen  Integrale  übergehen.     Es  ist: 

j  cos  q{x  -  x,)dq  -  "°^^~^'^ , 

0 
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also  ist: 

(>  3  ^        ■     ,         ^ 

/  f{x)dx  \  cos  q{x  -  x,)dq  =j  fix)  -^ZTiT-^*- 

Auf  der  linken  Seite  kann  man,  da  f{x)  integrierbar  ist,  die 
Folge  der  Integrationen  vertauschen,  und  demnach  wird: 

//*  i     ,  .  sin5(a;  —  ^i)j 

dqj  fix)  cos  qix  -  x,)dx  =  j  fix)  — ^n^^^^  ^ 

Ol  " 

und  folglich  besteht   {nach  §  15}   der  Satz*): 

lim-  I  dq  I  fix)  cos  qix  —  x^)dx 

^  0  a 

isf  oZric/^  Ntdl  wenn  x,  außerhalb  des  Intervalles  von  a  ^^sb  liegt 
dagegen  gleicl^  i[fe  +  O)  +  fe  -  0)],  wenn  x    mnerhalb  d^eses  375 
Intervalles  liegt     Ist  x,  =  a  oder  h,  so  ^st  der  Grenzwert  lezu^hch 
gleicli  \fia  +  O)  oder  \fih  -  0). 

Diese  Formel  gut  auch,  wenn  a  und  l  unendlich  werden 
vorausgesetzt,  daß  die  Funktion  fix)  im  Unendlichen  die  m  ^  Ib 
als  hinreichend  erkannten  Eigenschaften  besitzt;  es  ist  alsdann: 

i  VfU   +  0)  4-  fix,  -  0)]  =  lim     lim  ^  Cd  q  ffix)  cos  q  ix  -  x,)  dx. 

/T  =  _  «1      0  a 


Hierbei  ist  die  Reihenfolge  der  Grenzprozesse  zu  beachten  Es 
ist  zuerst  das  zweifache  Integral  zwischen  endlichen  Grenzen  zu  bilden, 
sodann  sind  a  und  h  unendlich  und  schließlich  q  unendlich  zu  setzen. 
Man  kann  auch  zuerst  q  unendlich  werden  lassen,  wenn  man  a 
und  b  so  bestimmt  hat,  daß  der  Punkt  x,  eingeschlossen  wird; 
wesentlich  nach  dem  bisherigen  Beweisgange  aber  ist,  daß  zuerst 
das  Doppelintegral  mit  endlichen  Grenzen   gebildet  wird. 

18  1  Gültiffkeitsbedingungen  für  die  Pouriersche 
Integralformel.}  Schließlich  bleibt  nur  noch  die  Frage:  Unter 
welchen  Bedingungen   gilt  nun  auch  die  Gleichung: 

Lj-^(^^  +  0)  +  fi:x,  -  0)]  =  ijä^iffi^)  cosg(^  -  x,)d^, 

0         — * 
welche  wir  oben   {in   §  14}   als  die  Fouriersche  Integralformel  be- 
zeichnet haben?     Setzt  man: 

*)    [  Im  Original  fehlt  der  Faktor  l-.n.] 
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fdqjf(x)  cosq{x  -  x,)dx  =  CT,        Jfix)  «^fc^  dx  =  F, 

0  a  a 

SO  ist    {nach  §17}    bei  jedem  endlichen  Werte  von  b: 

Setzt  man  ferner: 
fdqffix)  O03qix-x,)dx=  U\         J K^^^^l^f^  ^  x  ^  V\ 


0 

so  ist; 


F'  =  lim  F    für    6  =  oo  . 


Damit  nun  auch  die  Gleichung  TJ'  =■=  V  bestehen  bleibe,  muß 
U'  =  lim  TJ    für    6  =  oo 


sein,  d.  h.  es  muß  sein 
376 


o  CO  q  b 

I  dq  I  f{x)  cos  q{x  —  a;i)da;  =  lim    l  dq  j  f{x)  cos  g(a;  —  ajjia;. 

0  a  0  a 

Diese  Gleichung  erfordert  einerseits,  daß  die  rechte  Seite  über- 
haupt eine  bestimmte  Grenze  hat,  was  der  Fall  ist,  sobald  sich 
eine  untere  Grenze  u  ausfindig  machen  läßt,  so  daß  für  jeden 
Wert  w  >  u' 

q  w 

I  dq  I  f(x)  cos  q(x  —  x^) dx 

0  u 

{ absolut  genommen }  kleiner  wird  als  eine  beliebig  vorgegebene 
{ positive  }    Größe   8 ;  andererseits   daß 


/ 


fix)  cosg(a;  —  x^)dx 


ein  bestimmter  Wert  ist,  dessen  Integral  nach  ^  beliebig  klein  ist, 
wenn  u  hinreichend  groß  gewählt  wird.  Unter  q  ist  dabei  eine 
endliche  bestimmte   Größe  zu  verstehen. 

Auch  hierfür  lassen  sich  wiederum  hinreichende  Bedingungen- 
augeben,   durch    welche    die    zuletzt     (in    §  16}    gefundenen    drei 
eingeschränkt  werden. 

Erstens:  Wenn  /'(a;)  bei  beliebig  wachsenden  Werten  von  x 
schließlich  keine  Oszillationen  mehr  macht,  sondern  von  einem 
bestimmten    Werte    von    x    an    entweder    beständig   wachsend   oder 

18] 
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beständig  abnehmend  für  x  =  oo  nach  Null  konvergiert  und  dabei 
integrierbar  ist.     Denn  alsdann  ist: 


Ix 


ff{x)  cosq{x  -  x^)  dx  =  f{u)J  cos  q{x  -  x^)  d: 

,  .  rsin2(a;  — aji)-] 
also: 
I  dqj  f{x)cosqix-x,)dx^f{u)J\_ '  3         J'' 


0 

q[uJr»[w-u)-Xi\ 

r 

dz. 

qiu  -  X,) 

Dieser    Wert    ist,    wie    groß    auch    w    werden    mag,    {absolut   ge- 
nommen)   jedenfalls  kleiner  als*) 

0 

und  wird  also  mit  mit  f{u)   {absolut  genommen)    kleiner  als  jede  377 
vorgegebene  Größe.     Desgleichen  ist  auch  nach  dem  ersten  Mittel- 
wertsatze  {jetzt  Satz  21,  Nr.  420)**): 

OD 
00  /» 

Cf{x)  cos  q{x  -  X,)  dx  =  M[cos  3(rt  -  x,)'\j  f(x)  dx, 

u 

also  dem   {absoluten)   Betrage  nach  nicht  größer  als 

CO 

\ff{x)dx\. 

u 

Zweitens:  Wenn  f(x)  zwar  für  x  =  oo  unendlich  viele 
Maxima  und  Minima  hat,  aber  dabei  absolut  integrierbar  ist. 
Denn  alsdann  ist***): 

I  ff{x)  cos  q{x-  x^) dx  <J  \  f{x)  \  dx. 

U 

u 

'  ^Hlm  Original  fehlt  die  Angabe  des  absoluten  Betrages  } 

**)    {Hierbei    bedeutet    M[cos  q{x  -  x,)]    einen    der   Werte,    die 

^^^^^f**7riL'0r?:Stllt^^^^       Angabe  des  absoluten  Betrages.) 
^   ^  °  [18 
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Drittens:  Wenn  f(x)  eine  stetige  Funktion  ist,  die  für 
rc  =  oo  nach  Null  konvergiert  und  deren  Ableitung  f'(x)  absolut 
integrierbar  ist.     Denn  es  ist: 

w  u- 

also: 

0  u  0  0 

g  w 

—   /  —  f  f'{^)  sing(a:;  —  ajjjdic. 

0  u 

Die   beiden  ersten  Terme  rechts  werden    { absolut  genommen }    mit 

f(u)  und  f{iv)  beliebig  klein,   der  dritte  ist  gleich: 

w  q 

u  6 

also    ( absolut  genommen }    kleiner  als  das  Produkt  von 

w  n 

\\f  {x)\dx     mit     / dz., 

u  0 

welches  durch  Wahl  von  u  beliebig  klein  wird. 
Desgleichen  ist: 

*                                                                                      _  oc  * 

/  r~  Slll  Q  { 1* OT  ^~1  1       / 

378    j f{x)cosq{x  —  Xj)dx=  \j{x) — -^J j f'{x)smq{x—Xj)dx. 

u  u  u 

Der  absolute  Wert  von  — — ist   bei    allen    Werten    von   q 

q 

nicht  größer  als  Eins;  also  wird  die  rechte  Seite   dem    {absoluten} 
Betrage  nach  nicht  größer   als*) 

f{u)\-\-J\f\x)\du. 

u 

Ist  solch  eine  Bedingung  auch  für  x  =  —  oc  erfüllt,  so  be- 
steht die  Gleichung: 

9+00  +00 

^Jf^y  A'^)  cos  q{x-  x,)dx  =J  /■(^)~^—  dx 


*)    {Im  Original  steht  f{u) +f\f' ix)\dx.} 
18] 
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Konvergiert  nun  g  nach  Unendlich,  so  geht  die  rechte  Seite 
in  den  Wert  \[f{x  +  0)  -\- f(x  —  O)]  über,  weil  mit  den  Be- 
dingungen dieses  Paragi-aphen  zugleich  die  Bedingungen  im  §  16*) 
erfüllt  sind.     Sonach  wird  auch 

«  +    X 

^JdyK^)  cos  q(x-  x,)dx  =  ^[f{x,  +  0)  +  f(x,  -  O)]. 

0         —  X 

Unter  den  als  ausreichend  erkannten  Bedingungen  für  die 
Gültigkeit  dieser  Gleichung  wollen  wir  die  beiden  nochmals  hervor- 
heben, die  füi'  die  Anwendung  am  wichtigsten  sind.  Die  Fouriersche 
Integralformel  gilt  bei  jedem  Werte  von  x: 

1.  für  jede  stetige  Funktion,  die  im  Intervalle  von  —  oo 
bis  +  cx)  an  keiner  Stelle,  auch  nicht  im  Unendlichen, 
unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat  und  im  ganzen 
unendlichen  Intervalle  integrierbar  ist  (solch  eine  Funk- 
tion verschwindet  für  a;  =  +  oo); 

2.  für  jede  stetige  Funktion,  die  für  a;  =  ^  oo  den  Wert 
Null  hat  und  deren   Ableitung  absolut  integrierbar  ist. 

19.  { Spezialisierung-  der  Formel. }  Die  allgemeine 
Formel  erhält  eine  speziellere  Form,  sobald  f(x)  entweder  eine 
paare  oder  eine  unpaare  Funktion**)  ist;  denn  schreibt  man  dieselbe 
in  der  Form: 

'    -"  =  i[/"K  +  0)  +  fe  -  0)], 

so  folgt: 

Ist  f{x)  ==  /■(  —  x),  so  wii-d  für  a;j  >  0: 

—  I dqeos  qx^  j  f(x)  cos  qxdx  =  \\f{x^  +  0)  -|-  f(x^  —  0)], 

0  0 

und  ist  fix)  =  —  f[ —  x),  so   wird  für  x^^  0: 

00  OD 

-  jdq  sia  qxijf{x)  sin  qxdx  =  ^[f(xi  +  0)  +  f(xj^  —  O)]. 


*)    { Im  Original  steht  §  17. } 
**)    {  D.  h.  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Funktion. } 
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Die  Zahlen  bedeuten  nicht  die  Seiten,  sondern  die  Nummern  des  Textes, 
insbesondere  die  kursiven  Zahlen  die  Nummern  des  Harnackschen 
Anhanges,   während  A   und  B   die  Abschnitte   der  Einleitung  zu  diesem 

Anhange  bezeichnen. 
In  der  Regel  gehen  unter  ein  und  demselben  Stichworte  die  allgemeineren 

Begriffe  den  spezielleren  voran. 
.'\bkurzungen:    Fkt.  =  Funktion,  kompl.  ^  komplex,   Koord.  =  Koordi- 
naten^ Log.  =  Logarithmus,  mon.  =  monogen,  rat.  =  rational,  Veränd.  = 

Veränderliche. 


A. 

Abbildung  derEbene  stetig  593, 
im  kleinen  594,  596,  599,  gleich- 
sinnig 595,  insb.  Abbildung  d. 
Richtungen  595,  konform  oder 
mittels  mon.  Fkt.  siehe  konforme 
Abb.,  winkeltreu  626,  627. 

Ableitung  des  bestimmten  Inte- 
grals 410,  einer  Fkt.  einer  kompl. 
Veränd.  621,  622,  einer  gleich- 
mäßig konvergenten  Reihe  427, 
428,  646,  höherer  Ordnung  einer 
mon.  Fkt.  643,  des  Integrals  einer 
mon.  Fkt.  633,  des  Arkussinus 
658,  der  Bogenlänge  542,  543, 
der  Gammafkt.  500,  des  Log.  d. 
Gammafkt.  502,  504,  508,  526, 
siehe    auch    Differentialquotient. 

Absolute  Integrierbarkeit  A. 

Absoluter  Betrag  d.  bestimm- 
ten Integrals  414,  bei  beliebig 
engen  Grenzen  419,  im  kompl. 
Bereiche  630. 

Additiv eKonstante  beimlnte- 
gral  400,  651,  652. 

AlgebraischeFunktionen  inte- 
griert 429 — 450,  von  elementaren 
Fktn.  integriert  451. 

Algebraische  Summe  von  Inte- 
gralen 413. 

Amplitude  vielwertig  653. 

Amslers  Planimeter  541. 

Analytische  Fortsetzung  einer 
Fkt"  660. 


Analytische  Funktion  als  mon. 
Fkt!  623,  Umkehrung  643. 

Anfangsecken  569. 

Anfangs  wert    des  Integrals   400. 

Anwendungen  des  Cauchy sehen 
Satzes  640,  643—646,  648,  649, 
651. 

ArithmetischesMittel  der  Ordi- 
naten  419. 

Arkusfunktionen  beim  Inte- 
grieren rat.  Fktn.  432,  433. 

Arkussinus  im  kompl.  Bereiche 
658. 

Arkustangens  als  Integral  638, 
als  mon.  Fkt.  625,  ausgedrückt 
durch  Log.  638.  unendlich  viel- 
deutig 052. 

Astroide  534. 

Asjmp  totisch  er  Wert  der  Fakul- 
tät 517. 

B. 

Bedingung  für  Ableitungen  im 
kompl.  Bereiche  622,  für  Dar- 
stellbarkeit durch  Fouriersche 
Reihe  bzw.  Integralformel  6,  16, 
18,  für  Integrierbarkeit  A,  für 
Multiplikatoren  612,  für  rat  In- 
tegrale rat.  Fktn.  431,  558,  für 
Unabhängigkeit  des  Integrals  vom 
^ege  619,  620,  für  Tollständige 
Differentiale  608—611. 

Berechnung  der  Ableitung  des 
Log.  d.  Gammafkt.  504,  526,  der 
BernouUischen   Zahlen  522,   529, 
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der  Eulerschen  Konstanten  503, 
527,  der  Gammaf  kt.  503,  des  Log. 
d.  Gammafkt.  503,  523,  525,  von 
X  428,  481. 

Bereich  siehe  einfach  zusammen- 
hängender Ber.  u.  Integrationsber. 

Bernoullische  Zahlen  522 — 527, 
independent  berechnet  529. 

BestimmtesIntegrai41Ü, 412,  A, 
abgeschätzt  413,  Beispiele  469, 
477—480,  492  —  495,  berechnet 
aus  unbestimmtem  411,  477  bis 
480,  differenziert  410,  A,  differen- 
ziert nach  einem  Parameter  488, 
490,  491,  dividiert  durch  das 
Intervall  401 ,  eingeschlossen  in 
beliebig  engen  Grenzen  419,  ein- 
geschlossen zwischen  zwei  Werten 
412 — 414,  als  Funktion  der  oberen 
Grenze  410,  mit  den  Grenzen  -\-  CX) 
oder  —  oc  464—469,  474,  Haupt- 
wert 476,  integriert  nach  einem 
J^arameter  489—491,  in  Mittel- 
wertsätzen siehe  Mittelwertsätze, 
singulär  476,  stetig  410,  A,  als 
stetige  Fkt.  der  oberen  Grenze 
und  eines  Parameters  487,  mit 
Sprungstellen  475,  bei  Substitu- 
tion neuer  Veränd.  417,  41S,  462, 
482  —  485,  bei  teilweiser  Inte- 
gration 415,  mit  unstetigem  Inte- 
granden  470 — 476,  mit  villkür- 
Bcher  oberer  Grenze  verwandelt 
in  eines  mit  bestimmter  oberer 
Grenze  485,  einer  positiven  Fkt. 
412,  berechnet  mittels  der  Gamma- 
fkt. 512 — 514,  von  Fourier  14 
bis  19,  dessen  Grenzwert  die 
Fouriersche  Reihe  ist,  4,  5,  für 
den  Rest  der  Taylorschen  Reihe 
421,  422,  spezielle  siehe  im  In- 
haltsverzeichnisse, siehe  auch  In- 
tegrale und  Kurvenintegrale. 

Beweis  des  Fundamental- 
satzes der  Algebra  650. 

Beziehung  zwischen  den  Um- 
fangen von  Ellipsen  552. 

Bildpunkte  bei  Abbildung  der 
Ebene  593,  626. 

Bilineare  Gleichung  für  ent- 
sprechende Richtungen  bei  Ab- 
bildungen 595. 

Binom  als  mon.  Fkt.  623. 

Binomialformel  im  kompl.  Be- 
reiche 657. 

Bogenelemente  der  Parameter- 
linien 600. 


Bogenlänge  definiert  542,  543, 
als  Integral  401,  542,  543,  des 
Integrationsweges  630,  642,  siehe 
auch  Rektifikation. 

jB(P,  q)  siehe  Eulersche  Integrale. 

Bruch  aus  mon.  Fktn.  624. 

C. 

Cartesisches  Blatt  534. 

Cassinische  Kurven  554,  555. 

Cauchyscher  Fundamental- 
satz 639,  Zusatz  dazu  645,  ange- 
wandt 640,  643—646,  648, 649, 651. 

Cauchysche  Restform  422. 

Gauchy  -  Riemannsche  Glei- 
chungen 623. 

Cavalierisches  Prinzip  563. 

D. 

Darstellbarkeit  durch  die 
Fouriersche  Reihe  5,  6. 

Definition  der  Ableitung  im. 
kompl.  Bereiche  621,  des  be- 
stimmtenlntegrals410,  derBogen- 
länge  542,  543,  des  Doppelinte- 
grals 568,  569,  573  —  575,  577, 
des  dreifachen  Integrals  603,  der 
elliptischen  Integrale  440,  der 
Eulerschen  Integrale  496,  der 
Fläche  in  der  Ebene  409,  der 
Gammafkt.  496,  506,  507,  der 
gleichmäßigen  Konvergenz  425, 
641,  der  gleichmäßigen  Stetig- 
keit 486,  des  Integrabilitätsfaktors 
612,  des  Integrals  als  invers  zum 
Differentialquotienten  399,  des 
Integrals  als  Grenzwertes  einer 
Summe  404,  410,  des  Integrals 
im  kompl.  Bereiche  629,  des  Inte- 
grationsweges 617,  der  Integrier- 
barkeit  A,  des  Kurvenintegrals 
615,  616,  der  mon.  Fktn.  623,  des 
Multiplikators  612,  des  »«-fachen 
Integrals  606,  der  Oberfläche  584, 
der  Periodizitätsmoduln  651,  652, 
der  Potenz  im  kompl.  Bereiche 
654,  der  Schwankung  405,  570,  A, 
des  Volumens  578 

d (p  oder  yi  —  Z;*sin^(f)  448,  546, 
548,  549,  siehe  auch  elliptische 
Integrale. 

Differential  608,610,  durchMulti- 
plikator vollständig  gemacht  612 
bis  614,  des  Integrals  401,  410, 
desIntegrals  bei  Einführung  neuer 
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Veränd.  417,  siehe  auch  voll- 
ständiges Diff. 

Differentialquotient  siehe  Ab- 
leitung u.  Differentiation,  vor- 
wärts und  rückwärts  gebildet  6, 
zweiter  mittlerer  10 — 12. 

Differentiation  einer  Fkt.  im 
kompl.  Bereiche  621,  622,  insbes. 
einer  Fkt.  von  einer  Fkt.  624, 
einer  gleichmäßig  konvergenten 
Reihe  427,  508,  646,  eines  Inte- 
grals 401,  410,  eines  Integrals 
nach  einem  Parameter  487,  490, 
491,  des  Integrals  einer  mon. 
Fkt.  633,  invers  zur  Integration 
401 ,  einer  mon.  Fkt.  623,  einer 
mon.  Fkt.  wiederholt  64:!,  des 
Arkussinus  im  kompl.  Bereiche 
658,  der  Potenz  im  kompl.  Be- 
reiche 658,  siehe  auch  Ableitung 
und  Differentialquotient. 

Differenz  von  mon.  Fktn.  624. 

Dimensionen  des  Raumes  605. 

Dirichletsche  Formel  für  gewisse 
Doppelintegrale  5«0,  für  ein 
n-faches  Integral  607. 

Divergenz  siehe  Konvergenz,  der 
Stirlingschen  Reihe  523. 

Divergenzmaß  8. 

Doppelintegral  als  Grenzwert 
einer  Summe  mit  rechteckigem 
Bereiche  573,  mit  beliebigem  Be- 
reiche 575,  in  allgemeinerer  Auf- 
fassung 577,  ausgewertet  durch 
zwei  einfache  Integrationen  573, 
576,  transformiert  597 — 599,  mit 
bestimmten  Grenzen  573,  mit 
speziellem  Bereiche  580,  für  die 
Komplanation  bzw.  Kubatur  siehe 
diese,  statt  eines  Kurvenintegrals 
618 — 620,  zui"  Berechnung  eines 
einfachen  Integrals  5b3,  für  sta- 
tisches Moment  602. 

Doppelter  Grenzübergang  621. 

Dreiecksfläche  530. 

Dreifaches  Integral  603,  trans- 
formiert 604. 


E. 

Einfach  zusammenhängender 
Bereich  einer  mon.  Fkt.  632, 
einer  gleichmäßig  konvergenten 
Reihe  von  mon.  Fktn.  647,  her- 
gestellt durch  neue  Grenzlinien 
635  —  639,  für  1  :  (1  -f  2^  632, 
638,  für  1  :  /'  635. 


Einfache  geschlossene  Linie 
651. 

Eingeschriebenes  Polyeder 
569. 

EingeschriebenesPolygon  404 . 

Einschluß  des  Integrals 
zwischen  zwei  Werten  412,    414. 

E  [k,  cp)  u  n  d  £'j  siehe  elliptische 
Integrale. 

Elementare  Funktionen  401, 
429,  integriert  429. 

Ellipse  quadriert  564,  rektifiziert 
546,  rektifiziert  mittels  der  Hyper- 
bel 551. 

Ellipsenumfänge  552. 

Ellipsoid fläche  592,  insbes.  Ro- 
tationsfläche 588. 

Ellipsoidvolumen  564,  607. 

Elliptische  Integrale  440— 450, 
546,  reduziert  441—444,  E(k,(p) 
und  F{k,  cp)  546—550,  592,  Ej^ 
und  i^j  547 — 549,  552,  angewandt 
zur  Rektifikation  546 — 556,  siehe 
auch  elliptische  Normalintegrale. 

Elliptische  Normalintegrale 
erster  Gattung  445,  446,  472,  485, 
546 — 556,   zweiter   Gattung   445, 

446,  546—552,    dritter   Gattung 

447,  reduziert  auf  anderen  Modul 
548—550,  mit  Modul  Eins  450, 
mit  Modul  Null  449,  mit  Modul 
1  :  yf  553. 

Eulersche  Integrale  erster  Gat- 
tung B{p,  q)  496,  499,  607,  re- 
duziert auf  die  Gammafkt.  497, 
zweiter  Gattung  siehe  Gammafkt. 

Eulersche  Konstante  502,  be- 
rechnet 503,  527. 

Eulersche  Kurven  560. 

Eulerscher  Multiplikator  612. 

Evolventen  und  Evolute  561, 
562. 

Existenzbeweise  fürintegrale 
403,  406-408,  410,  569,  571,  572, 
574,  575,  577,  615—617,  629. 

Exponentialfunktion  als  mon. 
Fkt.  623,  integriert  634,  ange- 
wandt zur  Definition  der  Potenz 
654. 

Exzeß,  sphärischer  590. 

F. 

Fakultät  im  Zusammenhange  mit 
d.  Gammafkt.  498,  502,  506,  509, 
516,     ihr    asymptotischer    Wert 


SackregiBter. 
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517,  eingeschlossen  zwischen  zwei 
Fktn.  518. 

F{k,  cp)  und  JP,  siehe  elliptische 
Integrale. 

Fläche  in  der  Ebene  als  Integral 
401,  403,  411.  als  Grenzwert  einer 
Polygonfläche  404,  406—409,  pro- 
jiziert auf  eine  andere  Ebene  414, 
584,  ihr  Vorzeichen  409,  411, 
530,  540,  541,  ihre  statischen 
Momente  602,  überstrichen  durch 
eine  Strecke  540,  541,  siehe  auch 
Quadratur. 

Fläche  krumm  ersetzt  durch  an- 
genäherte Fläche  563,  568,  578, 
ersetzt  durch  Polyeder  563,  569, 
571.  572.  578,  584. 

Flächen  grenze  in  der  PJbeue 
ersetzt  durch  benachbarte  Linie 
404,  406—409,  531. 

Flächenintegral  siehe  Doppel- 
integral. 

Flächenstreifen  für  näherungs- 
weise Quadratur  535. 

Formel  von  Wallis  für  rr  481, 
511,  517. 

Fouriersches   Integral   14 — 19. 

Fouriersche  Koeffizienten 
siehe  Koeffizienten  der  Fourier- 
scbcn  Eeihe. 

Fouriersche  Reihe  B.  1-7  IS, 
14 — 16,  Grenzwert  ihrer  Koeffi- 
zienteno,  reduziert  auf  den  Grenz- 
wert eines  Integrals  4,  5,  nur  ab- 
hängig vom  Verhalten  der  Fkt. 
in  der  Umgebung  4,  an  den  Inter- 
vallgrenzen 6',  Cmkehrung  der 
Problemstellung  7,  identisch  mit 
trigonometrischer  Reihe  13,  um- 
geformt in  das  Fouriersche  Inte- 
gral 14.  17—19. 

Functio  integralis  410. 

Fundamentalgrößen  einer 
Fläche  600.  in  Polarkoordinaten 
601. 

Fundamentalsatz  der  Alge- 
bra 650. 

Fundamentalsatz  von  Cauchy 
639,  Zusatz  645,  angewandt  640. 
643—646,  64H,  649,  651,  insb.  zur 
Berechnung  reeller  Integrale  640. 

Funktion  absolut  intesrierbar  A, 
analytisch  623,  dargestellt  durch 
Fouriersches  Integral  14 — 19,  dar- 
gestellt durch  Fouriersche  Reihe  B, 
1,  2,  6,  13.  dargestellt  durch 
trigonometrische     Reihe     7,    13, 

Serret,  Diff- u.  Integral-Rechnung.    II. 


elementar  401,  429,  gerade  467, 
B,  14,  19,  gleichmäßig  stetig  486, 
611,  integrierbar  A,  einer  kompl. 
Veränd.  621,  einer  kompl.  Veränd. 
mit  Ableitung  62."i ,  einerkompl. 
Veränd.  integriert  6-_'9,  mehr- 
deutig oder  mehrwertig  654  bis 
658,  660,  monogen  siehe  mon. 
Fktn.,  ihre  Schwankung  405,  570, 
A,  stetig  längs  einer  Kurve  616, 
mit  Sprungstellen  475,  A,  1,  2, 
unendlich  vieldeutig  651,  652, 
willkürlich  1,  mit  zweitem  mittle- 
ren Differentialquotienten  gleich 
Null  11,  mit  iutegrierbarem 
zw  eiten  mittleren  DifFerentialquot. 
10.  12,  siehe  auch  die  Stich- 
worte für  spezielle  Fktn. 
Fu  nktioualdeterminante  bei 
Abbildung  der  Ebene  593,  599, 
626 ,  als  Grenzwert  des  Verhält- 
nisses ebener  l'lächen  598,  bei 
konformer  Abbildung  626,  in 
krummlinigen  Flächenkoord.  600, 
in  krummlinigen  Haumkoord.6«)6, 
in  räumlichen  Polarkoord.  604, 
bei  Transformation  von  Doppel- 
integraleu598.  bei  Transformation 
von  dreifachen  Integralen  604, 
bei  Transformation  von  »i-fachen 
Integralen  606. 

G. 

Gamma  funktion  definiert  für 
positive  Veränd.  496,  definiert 
im  kompl.  Bereiche  5U6,  darge- 
stellt   als    unendliches    Produkt 

502,  506,  507,  als  Verallgemeine- 
rung der  Fakultät  498,  506,  509, 
ihr  Verlauf  fitr  positive  Veränd. 

503,  ihr  Verlauf  für  negative 
Veränd.  528,  berechnet  für  po- 
sitive Veränd.  503,  differenziert 
500,  ihre  erste  Eigen.'ichaft 
rix  -\-l)  =  x  r(x)  498,  509,  ihre 
zweite  Eigenschaft  r(x)  r(l  —  x) 
=  Ttx  :  sinjra;  499,  510,  ihre  dritte 
Eigenschaft  511,  Wert  von 
rijj)  r(j5 -f  I)  499,  für  positive 
Veränderliche  in  ZAvei  Grenzen 
eingeschlossen  524,  ihr  Log.  als 
bestimmtes  Integral  501,  ihr  Log. 
als  Gudermannsche  Reihe  519, 
ihr  Log.  als  Stirlingsche  Reihe 
523,  525,  ihr  Log.  als  unendliche 
Reihe  502,    606,    507,   ihr  Log. 

3.  Aufl.  37 
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diflferenziert  für  positive  Veränd. 
502,  ihr  Log.  differenziert  im 
kompl.  Bereiche  508,  für  die  Be- 
rechnung der  Eulerschen  Integrale 
1.  Gattung  497,  für  die  Berechnung 
bestimmter  Integrale  512 — 514, 
für  die  Berechnung  eines  >t-fachen 
Integrals  607. 

Ganze  rationale  Funktion  inte- 
griert 414,  42'J,  monogen  623, 
ihr  Verschwinden  650. 

Gaußische  Koordinaten  (500. 

Gebrochene  rationale  Funk- 
tion integriert  430 — 433,  mono- 
gen 624. 

Geometrische  Deutung  der 
Einführung  neuer  Veränd.  in 
Doppelintegralen  597,  des  Multi- 
plikators 613. 

Gerade  bei  Transformation  durch 
reziproke  Radien  628. 

Gerade  Funktion  467,  B,  14,19. 

Gewichte  von  Näherungswerten 
536. 

Gleichmäßige  Konvergenz  ei- 
ner unendlichen  Reihe  im  Reellen 
425,  im  kompl.  Bereiche  641,  der 
differenzierten  Reihe  427, 428,  646, 
der  integrierten  Reihe  426 ,  428, 

642,  647.   einer  Poteuzreihe  428, 

643,  einer  Reihe  nach  den  Kosinus 
und  Sinus  der  Vielfachen  der 
Veränd.  siehe  Fouriersche  Reihe 
und  trigonometrische  Reihe,  siehe 
auch  das  nächste  Stichwort. 

Gleichmäßig  konvergente 
Reihe  von  monogenen  Funk- 
tionen 641,  differenziert  646, 
integriert  642,  647,  als  mon.  Fkt. 

644,  stetig  641. 
Gleichmäßige   Stetigkeit  486, 

611. 
Gleichseitige    Hyperbel     407, 

411,  539. 
Gleichsinnige  Abbildung  595, 

winkeltreu  626,  627,  siehe  auch 

konforme  Abbildung. 
Gliedweise     Differentiation 

427,  508.  046. 
Gliedweise     Integration     426, 

428,  642,  647,  der  trigonometri- 
schen Reihe  9. 

Goniometrische  Funktionen 
integriert  siehe  Integrale  spezieller 
Art.  als  mon.  Fktn.  623.  624,  in 
Partialbrüche  zerlegt  480,  521. 


Grenzen  des  Integrals  410,  bei 
Einführung  neuer  Veränd.  417, 
41«,  482,  483,  485,  unendlich  groß 
463—469,  474,  vertauscht  412, 
617,  629,  A. 

Grenzlinie  zur  Herstellung  ein- 
fach zusammenhängender  Be- 
reiche 632,  635—639,  651,  ihre 
positive  Seite  651,  652 — 653. 

Grenz wertte)  der  Integrale  mit 
endlosen  Intervallen  464 — 469, 
der  Integrale  mit  unstetigen  Inte- 
grandeu  47o — 477,  482,  der  Inte- 
grale mit  unstetigen  Integranden 
u.  endlosen  Intervallen  474,  482, 
der  Integrale  mit  Sprungstellen 
d.  Integranden  475.  eines  Integrals 
als  Summe  der  Fourierschen  Reihe 
4,  .0,  15,  IG,  der  Koeffizienten  der 
Fourierschen  Reihe  .j,  der  verall- 
gemeinerten Koeffiz.  der  Fourier- 
schen Reihe  15,  der  Koeffiz.  der 
trigonometrischen  Reihe  8,  der 
Polyederfläche  584,  des  Polyeder- 
inhaltes 568,  569,  571,  572,  578, 
des  Polygoninhaltes  404,406—410, 
einer  einfachen  Summe  als  be- 
stimmtes Integral  404.  410,  einer 
einfachen  Summe  als  Integral  im 
komjsl.  Bereiche  629,  einer  ein- 
fachen Summe  als  Kurvenintegral 
615,  616,  einer  Doppelsumme  als 
Doppelintegral  573,  .■)75,57  7,einer 
dreifachen  Summe  als  dreifaches 
Integral  603,  des  Verhältnisses  d. 
Bogens  zur  Sehne  544,  des  Ver- 
hältnisses zweier  Dreiecke  bei 
Abbildung  d.  Ebene  596,  des  Ver- 
hältnisses zweier  Flächen  bei  Abb. 
d.  Ebene  599 ,  des  Verhältnisses 
der  Zunahme  der  Fkt.  u.  der  Ver- 
änd. im  kompl.  Bereiche  621,  622, 
f[X  -f-  Ol  und  f^x  —  Ol  6. 

Gudermannsche  Reihe  519. 

Guldinsche  Regel  für  Rotations- 
flächen 589,  für  Rotationskörper 
567. 

H. 

Hauptwert  des  bestimmten  Inte- 
grals 476,  des  Log.  506,  507,  636, 
651,  des  Log.  als  mon.  Fkt.  623, 
des  Log.  zur  Darstellung  des 
Arkustangens  638. 

Hilfsfunktionfi  ix)  in  der  Theorie 
der    Gammafkt.    515 — 518,    520. 
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Hilf ssatz  über  positive  Zahlen 

423. 
Hyperbel  rektifiziert  546,  mittels 

Ellipsen    551,    gleichseitig    407, 

411,  539. 
Hyperbolische  Kurven  534. 
Hyperbolisches     Paraboloid 

665,  Ö79. 

I. 

Independente  Darstellung  der 
Bernoullischen  Zahlen  529. 

Integrabeler  Differentialaus- 
druck (ill. 

Integra bilitätsbedingung 
eines  Diöerentialausdrucks  611, 
für  eine  Fkt.  A. 

Integrabilitätsfaktor  812. 

Integrale  allgemein  399,  410, 
A,  bestimmte  siehe  bestimmtes 
Integral,  als  Fktn.  mit  gegebenen 
Differentialquotienten  399—402, 
als  Grenzwerte  von  Summen  410, 
A,  als  stetige  Fktn.  der  oberen 
Grenze  410,  als  stetige  Fktn.  der 
oberen  Grenze  u.  eines  Parameters 
487,  von  derselben  Fkt.  400,  von 
Fktn.  mit  konstanten  Faktoren 
414,  von  Produkten  415, 416, 420, 
424,  von  Summen  413,  von  voll- 
ständigen Differentialen  610,011, 
längs  Kurven  siehe  Kur -euinte- 
gral,  von  vollständigen  Differen- 
tialen längs  Kurven  619,  620,  im 
kompl.  Bereiche  629,  630.  in  ein- 
fach zusammenhängendem  kompl. 
Bereiche  6:52 .  in  einfach  zu- 
sammenhängendem Bereiche  als 
Fktn.  der  oberen  Grenze  633,  von 
mon.  Fktn.  631,  von  mon.  Fktn. 
als  mon.  Fktn.  633,  von  mon.  Fktn. 
unabhängig  vom  Wege  631 ,  im 
Zusammenhange  mit  Multiplika- 
toren 612 — 614,  differenziert  410, 
633,  multipliziert  mit  Konstanten 
414,  als  unendlich  vieldeutige 
Fktn.  651,  652,  der  absoluten 
Beträge  der  Integrauden  414,  A, 
siehe  auch  Doppelintegral,  drei- 
faches Integral,  Grenzwerte,  mehr- 
faches Integral,  Integration  und 
die  nächsten  beiden  Stichworte. 
Integrale  spezieller  Art:  von 
algebraischen  Fktn.  429—450,  von 
algebraischen  Fktn.  elementarer 
Fktn.  451,  einfachste  402,  von 
elementaren  Fktn.  429.  elliptische 


siehe  elliptische  Integrale  und 
Normalintegrale,  Eulersche  siehe 
Eulersche  Integrale  u.  Gammaf  kt., 
Fouriersche  14 — 19,  von  ganzen 
rat.  Fktn.  414,  429,  von  ge- 
brochenen rat.  Fktn.  430 — 433, 
558,  von  goniometrischen  Fktn. 
452,  455—460,  von  Potenzen  402, 
von  Produkten  von  Kosinus 
linearer  ganzer  Fktn.  455,  von 
rat.  Fktn.  goniometrischer  Fktn. 

452,  von  rat.  Fktn.  von  ^a  -\-  hx 
434,  von  rat.  Fktn.  von  x  und 
ya-\-hx  435,  von  rat.  Fktn.  von 
X  und  yar-\-'bx-{-  cx^  436— j438, 
von  rat.  Fktn.  von  x,  y« -f  hx 
und  ya-^-fx  439,  von  rat.  Fktn. 
von  .r  und  einer  Quadratwurzel 
einer  ganzen  Fkt.  3.  od.  4.  Grades 
siehe  elliptische  Integrale,  von 
transzendenten  Fktn.  451 — 462, 
von  u"v  453,  von  1  :  x  402,  von 
1  :  (1  +  x^)  402,  von  (a  +  hxf 
418,  von  1  :  {x^  ^  px  -\-  q)  418, 
von  {Px  -]-  Q)  :  (x^  -f  poc  -\-  ^ 
433,   von    1  :  \/^—  a*   402,   von 

1  :  ]/l  —  x^  413,  von  sin  x  und 
cos  X  402,  von  tg  x  und  ctg  x  452, 
von  1  :  sin  x  und  1  :  cos  x  452, 
von  cos"  «und  sin" a;  456,459,  von 
sin"*  x  cos"  X  457  ,  458  ,  von 
1  :  {a  sra.  X  -{-  h  cos  X  -\-  c)  460, 
461,  von  a?"  cos  x  453,  von  e^  402, 
von  x"e~''  416,  von  a;"e"*cosa; 
und  a;"  e" ^  sin  x  454,  von  e" ""  cos  b  a; 
und  e""^  sin  bx  416,  454,  von  Inx 
416,  von  (In  x)^  :  X  418,  von 
{lnx)"x"'~'^  418,  von  (arc  sin«)" 
453,  siehe  auch  das  nächste  Stich- 
wort. 
Integrale  spezieller  Art  im 
komplexen  Bereiche:   von  z^ 

631,  von  2"  und  1  :  «"  635,  von 
1  :  z    6S6,    651,    von    1  :  (^  —  c) 

637,  651,    von    1  :  (1  -|-  2")    632, 

638,  652,  von  1  :  (z  —  c)"  651, 
von  e',  sin  z,  cos  z  634,  mit  Perio- 
dizitätsmoduln  651,  652. 

Integralrechnung  399. 
Integralzeichen  401,   403,  410. 
Integrand    401,    größer    als    ein 
anderer  413,  positiv  412,  rationali- 
37* 


580 


Sachregister. 


siert  434—439,  452,  460,  unstetig 
470 — 47  7, 48-2,  A,  von  der  Form  wii' 
415,  416,  von  der  Form  u"  v  453. 

Integration  399,  410,  411,  al- 
gebraischer Summen  413,  be- 
zeichnet als  Quadratur  530,  von 
gleichmäßig  konvergenten  Reihen 
426,  4-28,  642,  647,  eines  Integrals 
nach  einem  Parameter  489 — 4'Jl, 
invers  zur  Differentiation  401,  im 
kompl.  Bereiche  629—633,  durch 
Rationalisieren  des  Integranden 
434—439,  452,  460,  reeller  Fktn. 
mittels  des  Imaginären  432,  454, 
640,  durch  Substitution  417,  418, 
462,  482—485,  teilweise  415,  416, 
A,  teilweise  wiederholt  453,  un- 
endlicher Reihen  426,  428,  642, 
643,  647,  um  Unstetigkeitsstellen 
herum  639,  645,  651,  652,  des 
zweiten  mittleren  Differential- 
quotienten 10, 12,  siehe  auch  Inte- 
gi'ale  und  Integrationsmethoden. 

I  n  t  e  g  r  a  t  i  o  n  s  b  e  r  e  i  c  h  bzw. 
-intervall  410,  573—577,  598, 
603,  604,  606,  609—611,  618. 

Integrationsmethoden  für  al- 
gebraische Fktn.  429 — 450,  für 
bestimmte  Integrale  477 — 480, 
482  —  484,  486,  492—502.  512  bis 
514,  607,  für  rat.  Fktn.  430,  432, 
433,  für  spezielle  Fktn.  siehe 
Integrale  spezieller  Art  und  Inte- 
grale spezieller  Art  im  kompl 
Bereiche,  für  transzendente  Fktn. 
451  —  462,  für  unbestimmte  Inte- 
grale 413—418. 

Integrationsweg  617,  629,  in 
einfach  zusammenhängendem  Be- 
reiche 632,  635 — 639,  geschlossen 
618.  631.  <'.39.  aus  mehreren  Teilen 
bestehend  617,  618 

Integrier  barkeit  eines  Diffe- 
lentialausdrucks  611,  einer  Fkt. 
A,  unendlicher  Reihen  426,  428, 
642,  643,  647. 

Intervall  siehe  Integrationsbe- 
reich, der  Fourierschen  Reihe  B,  2. 

I  n  V  e  r  s  e  Operation  401 ,  Substitution 
417,  482. 

K. 

Kegelvolumen  563. 

Kehlkreis  587. 

Koeffizienten  der  Fourier- 
schen Reihe  B,  ^,  ?,  ihre  Grenz- 
werte 3,  verallgemeinert  15. 


Koeffizienten  der  trigono- 
metrischen Reihe  8. 

Komplanation  584  —  592,  in 
ebenen  Polarkoord.  586,  in  krumm- 
linigen Koord.  600,  in  räumlichen 
Polarkoord.  601,  durch  Zerlegung 
in  Zonen  592,  des  allgemeinen 
Ellipsoids  592,  von  Kugelteilen 
590,  591,  601,  von  Rotations- 
flächen 587 ,  des  Rotationsellip- 
soids 588,  von  sphärischen  Drei- 
ecken 590. 

Komplexer  Bereich  und  kom- 
plexe Veränderliche  506  bis 
511,  519,  621—660. 

Konforme  Abbildung  626,  stets 
durch  mon.  Fkt.  vennittelt  627, 
mittels  Transformation  durch  rezi- 

n  — 

proke  Radien  628,  mittels  y  z  655. 

Konstante  von  Euler  502,  be- 
rechnet 503,  527. 

Konstanter  Faktor  des  Integrals 
oder  Integranden  414. 

Konstanz  einer  überall  endlichen 
und  mon.  Fkt.  649. 

Konvergenz  gleichmäßig  siehe 
gleichmäßige  Konv.  und  gleichm. 
konv.  Reihe  von  mon.  Fktn.,  von 
Integralen  mit  endlosen  Inter- 
vallen 464—469,  482,  483,  von 
Integralen  mit  unstetigen  Inte- 
granden 4' 0—477,  482.  483. 

Konvergieren  einer  Fläche  nach 
gegebener  Fläche  563,  568,  569, 
578,  einer  Linie  nach  gegebener 
Kurve  531,  532,  540 — 543. 

Koordinaten  krummlinig  auf 
Flächen  600 ,  krummlinig  im 
Räume  604,  eines  Raumes  von 
n  Dimensionen  605,  siehe  auch 
Polarkoord. 

Körperschicht  563. 

Korrektionsglied  der  Simpson- 
schen  Regel  538. 

Kosinus  als  mon.  Fkt.  623,  inte- 
griert 634. 

Kreis,  seine  Fläche  411,  orientiert 
605,  zur  Rektifikation  von  Kurven 
558—560,  rotiert  566,  bei  Trans- 
formation durch  reziproke  Radien 
628. 

Kreis  ring  566. 

KrummlinigeKoordinaten  auf 
Flächen  600,  im  Räume  604. 

Kubatur  durch  einfaches  Integral 
563,    568,    578,    durch    Doppel- 
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integral  5G8,  569,  571,  578,  durch 
Doppelintegral  bei  geschlossener 
Fläche  581,  durch  dreifaches  Inte- 
gral (504,  in  ebenen  Polarkoord. 
582,  599,  in  räumlichen  Polar- 
koord. 604,  von  Kegeln  563,  von 
Körperschichten  563,  von  Rota- 
tionskörpern 566,  567,  von  Zylin- 
dern 563,  des  Ellipsoids  564,  des 
hyperbolischen  Paraboloids  565, 
579,  des  Kreisringes  566,  eines 
gewissen  Kugelteiles  582. 

Kugel,  Komplanation  von  Teilen 
588,  590,  591,  601,  Kubatur  eines 
Teiles  582,  orientiert  605. 

Kurven  dargestellt  mittels  des 
Tangentenwinkels  562 ,  ersetzt 
durch  angenäherte  Linien  531, 
532.  540,  541,  ersetzt  durch 
Parabelstücke  537,  ersetzt  durch 
Polygone  404  —  409,  535  —  537, 
ersetzt  durch  Sehnenpolygone 
542,  543,  rektifiziert  siehe  Rekti- 
fikation, ihre  Schwerpunkte  589, 
602.  ihre  statischen  Momente  602, 
von  Euler  560,  von  Serret  556, 
558,  559. 

Kurvenbogen  u.  Kurvenlänge 
siehe  Rektifikation  u.  Bogenlänge. 

Kurvensegment  530. 

Kurvenintegral  als  Grenzwert 
einer  Summe  615,  616,  C29,  mit 
beliebigem  Integrationswege  617, 
mit  geschlossenem  Wege  618, 
unabhängig  vom  Wege  619,  620, 
über  ein  vollständiges  Differential 
619,  620,  dargestellt  als  Flächen- 
integral 618,  im  kompl.  Bereiche 
629,  631,  633. 

Kurvennetz  in  der  Ebene  577, 
584,  auf  einer  Fläche  600. 

Kurvenschar  in  der  Ebene  613. 

L. 

Lagrangesche  Restforui  422. 

Landensche  Transformation 
551. 

Lemniskate  quadriert  534,  rekti- 
fiziert  553,    verallgemeinert   556. 

Lineare  partielle  Differen- 
tialgleichung 1.  0.  für  Multi- 
plikatoren 612. 

Lineare  Substitutionen  483,  2. 

Logarithmus  als  Integral  402, 
430,  432,  433,  461,  636,  651,  als 
mon.Fkt!623,636,  651,  als  Potenz- 


reihe im  kompl.  Bereiche  507, 
unendlich  vieldeutig  651 ,  sein 
Hauptwert  506,  507,  623,  636, 
638,  651,  zur  Darstellung  von 
Arkussinus  658,  zur  Darstellung 
von  Arkustangens  638,  zur  Defi- 
nition der  Potenz  im  kompl.  Be- 
reiche 654. 
Logarithmus  der  Gammafunk- 
tion  501,  502,  differenziert  502, 
508,  519,  als  Gudermannsche 
Reihe  519,  im  kompl.  Bereiche 
506 -- 508,  519,  als  Stirlingsche 
Reihe  523. 

M. 

Maß  der  Divergenz  H. 

Maxima  u.  Minima  der  (ramm a- 
funktion  505,  528. 

Mechanische  (Quadratur  540, 
541. 

Mehrdeutigkeit  oder  Mehr- 
wertigkeit einer  Fkt.  654 — 658, 
660.  bei  konformer  .Abbildung 
655,  von  Potenzen  654,  vonWurzeln 
654,  655,  siehe  auch  unendlich 
vieldeutige  Fkt. 

Mehrfaches  Integral  606,  von 
Dirichlet  607. 

Methoden  siehe  Integratious- 
methoden. 

Mittel  der  Ordinaten  419,  von 
zwei  Werten  mit  Gewichten  536. 

Mittel  wert  Sätze  für  bestimmte 
Integrale  419,  420,  424,  im  kompl. 
Bereiche  630. 

Modul  eines  elliptischen  Nor- 
malintegrals 445,  447,  trans- 
formiert 548,  gleich  Eins  450, 
gleich  Null  449. 

Moivresche  Formel  mit  belie- 
bigem reellen  Exponenten  655,  für 
kompl.  Winkel  510. 

Momente,  statische  602,  607. 

Monogene  Funktionen  definiert 

623,  als    analytische    Fktn.  643, 

659,  660,    analytisch   fortgesetzt 

660,  in  einfach  zusammenhängen- 
den Bereichen  632,  gebildet  durch 
Addition,  Subtraktion, Multiplika- 
tion oder  Division  von  mon.  Fktn. 

624,  integriert  631—633,  für  kon- 
forme Abbildungen  626,  627,  von 
mon.  Fktn.  625,  verglichen  mit 
einfacheren  mon.  Fktn. 648, überall 
endlich  649,  die  längs  Wegstücken 
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verschwinden  659,  siehe  auch  die 
Stichworte  für  spezielle  Fktn. 
Multiplikator  612 — 614,  geome- 
trisch gedeutet  613. 

N. 

Näherungsweise  Quadratur 
535—539. 

Neue  Veränderliche  in  ein- 
fachen Integralen  417,  418,  482 
bis  485,  in  Doppelintegralen  597 
bis  599 ,  in  der  Ebene  gedeutet 
als  Abbildung  593,  in  dreifachen 
Integralen  604,  in  w-fachen  Inte- 
gralen 606. 

Normalformen  des  Radikan- 
den eines  elliptischen  Integrals 
443. 

Normalintegrale  siehe  ellip- 
tische Normalintegrale. 

0. 

Oberfläche  ersetzt  durch  ange- 
näherte Oberfläche  563,  568,  578. 
ersetzt  durch  Polyeder  563,  569, 
571,  572,  578,  584. 

Oberflächenintegral  u.  -mes- 
sung  siehe  Komplanation. 

Orientier  teKreiseundKugeln 
605. 

P. 

Parabeln  für  näherungsweise 
Quadratur  537. 

Parabolische  Kurven  534. 

Paraboloid,  hyperbolisches  565, 
579. 

Parameter  eines  Integrals  486, 
wonach  diiferenziert  wird,  488, 
490,  491.  wonach  integriert  wird, 
489,   490,  491. 

Parameter  des  elliptischen 
Normaliutegrals  3.  Gattung 
447. 

Parameterlinien  auf  Flächen 
600. 

Parmentiersche  Formel  für 
näherungsweise  Quadratur  536. 

Partial  bruchzerlegung  beim 
Integrieren  rat. Fktn. 430— 433,  von 
goniometrischen  Fktn.  480,   521. 

Periodizitätsmodul  eines  Inte- 
grals im  kompl.  Bereiche  651, 
652,  des  Arkustangens  652,  des 
Log.  651. 

Planimeter  540.  541. 


Polarkoordinaten  in  der  Ebene 
532.  545,  582,  586,  598,  635,  im 
Räume  545,  601,  604. 

Polarplanimeter  540,  541. 

Polyederflächen  584. 

Polyedervolumina  569 — 578. 

Polygonflächen  404.  406—410, 
535 — 538. 

Polygonlängen  542,  543. 

Polytropische  Kurven  534. 

Ponceletsche  Formel  für  nähe- 
ningsweise  Quadratur  536. 

Positive  Seite  einer  Grenz- 
linie 651—653. 

Potenzen  integriert  siehe  Integrale 
spezieller  Art,  im  kompl.  Bereiche 
definiert  654,  berechnet  mittels 
der  Binomialreihe  657. 

Potenzreihe  differenziert  u.  inte- 
griert 428,  zur  Darstellung  einer 
mon.  Fkt.  623,  643,  660,  längs 
eines  Wegstückes  gleich  einer 
andern  659,  für  [l:ri  — e~") 
—  1  :  u  —  ir]  :  cc  521. 

Produkte  von  mon.  Fktn.  624,  der 
Sinus  derVielfachen  einesWinkels 
511. 

Projektion  einer  ebenen  Fläche 
auf  eine  Ebene  414,  584. 

Punkt  im  Räume  von  n  Dimen- 
sionen 605. 

Quadratur  411.  530,  in  Polar- 
koord.  532,  bei  Anwendung  einer 
Hilfsveränd.  533,  mechanisch  540, 
541.  näherangsweise  535  —  539, 
eines  Dreiecks  von  drei  Kurven 
530.  eines  Segmentes  530,  der 
Astroide  534,  des  Cartesischen 
Blattes  534,  der  gleichseitigen 
Hyperbel  411,  539,  der  hyper- 
bolischen Kurven  534,  des  Kreises 
411,  der  Lemniskate  534,  der 
parabolischen  Kurven  534,  von 
Serretschen  Kurven  556,  der  Sinus- 
linie 411. 

Quadratwurzel  zweiwertig  im 
kompl.  Bereiche  656,  im  Inte- 
granden  siehe  Integrale  spezieller 
Art,  von  1  —  k^  sin^  cp  448,  546, 
548,  549,  siehe  auch  elliptische 
Integrale  und  elliptische  Normal- 
integrale. 

Quotienten  von  monogenen 
Funktionen  624. 
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B. 

Radikand   des  Integranden  eines 
elliptischen    Integrals    440,    441, 
443,  448. 
Rationale    ebene   Kurven   557, 

spezieller  Art  558—560. 
Rationale     Funktionen     siehe 
ganze  und  gebrochene  rat.  Fktn., 
mtegriert   siehe   Integrale   spezi- 
eller Art. 
Rationale  Integrale  von  rati- 
onalen Funktionen  431. 
Rationalisieren       von      Inte- 
granden 434—439,  452,  460. 
Raum  von  n  Dimensionen  605. 
Reelle     Integrale     ausgewertet 
mittels  des  Imaginären  432,  454, 
640. 
Regel  für  die  Differentiation 
einer  Fkt.  von  einer  Fkt.  625,  einer 
Potenz   im  kompl.   Bereiche  654. 
Reihe     siehe     unendliche     Reihe, 
gleichmäßige  Konvergenz,  gleich- 
mäßig konvergente  Reihe  und  Po- 
tenzreihe,   von   Gudermann   519, 
von  Stirling  515,  523,  von  Taylor 
421,  643. 
Rektifikation  401,  542,  543,  545, 
in  der  Ebene  542,  in  Polarkoord. 
545,   im  Räume  543,  ohne  Inte- 
gration 561,  562,  von  Kurven   die 
mittels  d.  Tangenten  winkeis  dar- 
gestellt sind,  562,  Umkehrung  des 
Problems   557,    der   Cassinischen 
Kurven  554,   555,   der  Ellipse  u. 
Hyperbel  546,  551,  552.  mittels 
elliptischer    Integrale    546 — 556, 
derEulerschen  Kurven  560,  mittels 
Kreisbogen  558  —560,  der  Lemnis- 
kate  553,    der  verallgemeinerten 
Lemniskate  554—556,  der  Serret- 
schen  Kurven  558,  559. 
Rekursionsformeln     416,     433, 
445,  447,  458,  477,  522,  549,  552, 
607. 
Rest  einer  gleichmäßig  konvergen- 
ten Reihe  425,  426,  428,  641,  der 
Stirlingschen     Formel    525,     der 
Taylorschen  Reihe   als  bestimm- 
tes Integral  421,  422. 
Reziproke  Radien  628. 
Richtungen  transformiert  bei  Ab- 
bildung 595,   bei  konformer  Ab- 
bildung 626,  627. 
Rotationsellipsoid  588. 
Rotationsfläche  587,  589. 


Rotationskörper  566,  [567,  des 
Kreises  566.  der  Zykloide  566. 

S. 
Schar  von  Kurven  in  derEbene 

613. 
Schiefwinklige    Koordinaten 

564,  604. 
Schwankung  einer  Fkt.  von  einer 
Veränd.  405,    A,   einer  Fkt.  von 
zwei  Veränd.  570. 
Schwerpunkt  einer  ebenen  Fläche 
567,   602,  eines  Körpers,  insbes. 
des  Ellipsoidoktanten  607,  einer 
Kurve  589,  602. 
Segment    einer    Kurve    530,    des 
Ellipsoid3  564,  des  hyperbolischen 
Parabüloids  565. 
Sehnenpolygon    535 — 538,    542, 

543. 
Sekans  und  Kosekans  zerlegt  in 

Parti  albrüche  481. 
Serretsche  Kurven  rektifizierbar 
mittels  elliptischer  Integrale  556, 
mittels  Kreisbogen  558,  559. 
Simpsonsche    Regel    für    nähe- 
rungsweise  Quadratur  536,   537, 
ihr  Korrektionsglied  538. 
Sinn  desUmlaufens  einer  ebenen 

Fläche  530. 
Sinus    integriert    siehe    Integrale 
spezieller  Art,  als  mon.  Fkt.  623, 
634,  als  unendliches  Produkt  510. 
Sinuslinie  411. 
Sphärische  Dreiecke  590. 
Sphärischer  Exzeß  590. 
Sprungstellen   v.   Fktn.    475,  1. 
Statische  Momente  602,  607. 
Stetige    Abbildung    siehe    Ab- 
bildung der  Ebene. 
Stetige  Funktionen  mit  stetigen 
Ableitungen  im  kompl.  Bereiche 
623. 
Stetigkeit    einer  Fkt.   von   einer 
Veränd.  405,  einer  Fkt.  von  zwei 
Veränd.  486,  einer  Fkt.  im  kompl. 
Bereiche  621—623,  einer  Fkt.  von 
zwei  Veränd.  längs   einer  Kurve 
616,    des     bestimmten    Integrals 
410,    des    bestimmten    Integrals 
als  Fkt.   der  oberen  Grenze  und 
eines  Parameters  487,   der  Inte- 
grale   von    vollst.    Differentialen 
609,  611,  der  Kurvenintegrale  im 
kompl.  Bereiche  633,  der  Ampli- 
tude 653. 
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Stirlingsche  Formel  oder 
Reihe  515,  523. 

Substitution  in  Integralen  417, 
418,  462,  482—485,  2,  Ter.=^chieden 
in  verschiedenen  Teilen  des  Inter- 
valles  484,  zur  Verwandlung  will- 
kürlicher Grenzen  in  bestimmte 
485,  in  konvergenten  Integralen 
482,  4b3,  in  elliptischen  Integralen 
440,  441,  443,  448,  siehe  auch 
Transformation. 

Summen  zur  Definition  von  Inte- 
gralen siehe  Grenzwerte,  von  Inte- 
gralen mit  verschiedenen  Grenzen 
412,  A,  von  Integralen  mit  ver- 
schiedenen Integranden  41.3,  von 
Doppeliiitegralen  598,  von  Kurven- 
integralen  617,  629,  von  mon. 
Fktn.  624.  der  Sinus  bzw.  Kosinus 
den  Vielfachen  eines  Winkels 
47S,  47'.»,  4. 

T. 

Tafel  für  die  Werte  der  Gamma- 
fkt.     505,    für    die    Werte     der 

Reihen  l:l"-f  1:2"4  1:3"-^ 

503. 

Tangens  und  Kotangens  als 
mon.  Fktn.  624,  zerlegt  in  Partial- 
brüche 480,  521. 

TangentenwinkelebenerKur- 
ven  als  unabhängige  Veränder- 
liche 562. 

Taylorsche  Formel  oderReihe 
bewiesen  mittels  bestimmten  Inte- 
grals 421,  für  mon.  Fkt.  643. 

Teilweise  Integration  415,  416, 
A,  wiederholt  453. 

Träger  von  Wertsystemen  605. 

Transformation  von  einfachen 
Integralen  siehe  Substitution,  von 
Doppelintegralen  597,  598,  von 
Doppelintegralen  durch  Ein- 
führung ebener  Polarkoord.  598, 
von  Doppelintegraleu  durch  Ein- 
führung krummliniger  Koord.  600, 
von  Doppelintegralen  durch  Ein- 
führung räumlicher  Polarkoord. 
601 ,  von  dreifachen  Integralen 
604,  von  mehrfachen  Integralen 
606,  von  Landen  551,  des  Moduls 
eines  elliptischen  Integrals  548, 
diirch  reziproke  Radien  628. 

Transzendente  Integranden 
siehe  Integrale  spezieller  Art, 
reduziert  auf  alerebraiscbe  451. 


Trapezformel  für  die  ange- 
näherte Quadratur  535,  536. 

Trigonometrische  Reihe  i,  7, 
Grenzwerte  ihrer  Koeffizienten  8, 
zweimal  integriert  9,  identisch 
mit   der   Fouxierschen   Reihe   13. 

u. 

Übereinstimmung  \onPotenz- 
reihen  659,  660. 

Umfange    dreier  Ellipsen  552. 

Umkehrung  des  Problems  der 
Diifereutiation  399,  401,  der 
Fourierschen  Reihe  T,  der  Rekti- 
fikation 557. 

ümlaufungssinn  bei  ebenen 
Flächen  530. 

Unabhängigkeit  des  Kurven- 
integrals vom  Wege  619,  620, 
des  Integrals  einer  mon.  Fkt.  vom 
Wege  631—633,  647. 

Unbestimmtes  Integral  411, 
siehe  auch  Integral  usw. 

Unendliches  Produkt  für  das 
elliptische  Integral  •i'"'i  ilr,  549,  für 
die  Gammafkt.  u.  ihren  Log.  siehe 
Gammafkt.  u.  Log.  der  Gamma- 
fkt.. für  TT  481,  511,  517,  für  den 
Sinus  510. 

Unendliche  Reihe  von  Fktn. 
425 — 428,  von  Fktn.  differenziert 

427,  von    Fktn.    integriert    426, 

428,  von  mon.  Fktn.  siehe  gleich- 
mäßige Konvergenz  und  gleich- 
mäßig konv.  Reihe,  von  Fourier 
siehe  Fouriersche  Reihe,  für  ein 
elliptisches  Integral  446,  547,  für 
die  Gammafkt.  und  ihren  Log. 
siehe  Gammafkt.  und  Log.  der 
Gammafkt. .  für  den  Log.  im 
kompl.  Bereiche  507,  für  Arkus- 
sinus  und  Arkustangens  428,  für 
eine  goniometrische Fkt.  480,  für  n 

428.  für  l:l"-f  l:2''-f  1:3"-! 

503,  siehe  auch  Potenzreihe. 

Unendlich  vieldeutige  Am- 
plitude 653. 

L'nendlich  vieldeutige  Funk- 
tion 651,  652,  insbes.  Arkus- 
sinus  658.  Arkustangens  652,  Log. 
651,  Potenz  654. 

Unstetigkeitsstellen  bei  kon- 
former Abbildung  626,  an  denen 
eine  mon.  Fkt.  in  bestimmter 
Ordnung  unendlich  groß  wird, 
651.  652. 
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T. 

Variabilitätsbereichsiehe  Inte- 
grationsbereich und  einfach  zu- 
sammenhängender Bereich. 

Verallgemeinerung  der  Lem- 
niskate  556. 

Veränderliche  beim  bestimmten 
Integral  in  zweierlei  Bedeutung 
410,  neu  eingeführt  siehe  Sub- 
stitution und  Transformation. 

Vergleichung  der  Regeln  für 
näherungsweise  Quadratur  539. 

Ve  rgleichungsfunktion  für  eine 
mon.  Fkt.  648. 

Vergleichuugs  integral  für 
die  Untersuchung  der  Konvergenz 
eines  Integrals  466,  471. 

Verhältnis  zweierMultiplika- 
toren  614. 

Verschiedene  Substitutionen 
in  verschiedenen  Teilen  des  Inte- 
grationsintervalles  484. 

Vertausc h barkeit  d er  Reihen- 
folge von  Differentiation  u.  Inte- 
gration 401,  488,  490,  491,  zweier 
Integrationen  489—491,  573,  576, 
57-J,  598,  604. 

Vertauschung  der  Integral- 
grenzen 412,  617,  629,  A.      ^  _ 

Verzweigungsstelle (n)  von  yz 
655,  einer  Quadratwurzel  6.'^6. 

Vollständiges  Differential  in 
zwei  Veränd.  608,  in  zwei  Veränd. 
integriert  609 ,  in  zwei  Veränd. 
hergestellt  mittels  Multiplikators 
612 — 614,  in  zwei  Veränd.  inte- 
griert längs  eines  Weges  619, 
620,  631,  in  /;  Veränderlichen 
610,  611,  bei  der  Integration  mon. 
Fktn.  631. 

Volumenberechnung  siehe  Ku- 
batur. 

Volumenvorzeichen  578. 


Vorwärts  und  rückwärts  ge- 
bildeter Differentialquo- 
tient 6. 

Vorzeichen  der  ebenen  Flächen 
409,  411,  530,  540,  541,  der 
Funktionaldeterminante  593,  595, 
598,  604,  606,  der  Volumina  578. 

w. 

Wallis  Formel  für  n  481,  511, 
517. 

Wesentliche  Periodizitäts- 
moduln  652. 

Wiederholte  teilweise  Inte- 
gration 453. 

Willkürliche  Funktion  1,  2. 

Willkürliche  Grenze  des  Inte- 
grals verwandelt  in  bestimmte 
485. 

Willkürliche  Konstante  beim 
Integrieren  400,  401. 

Winkel  der  Parameterlinien 
einer  Fläche  600. 

Winkeltreue  Abbildung  626, 
627. 

Wurzel  im  komplexen  Be- 
reiche 654 — 656. 

Z. 

Zusammengesetzter  Integra- 
tionsweg 617. 

Zusatz  zumCauchyschenSatze 
645. 

Zweiter  mittlerer  Differen- 
tialquotient 10,  gleich  Null  11, 
integriert  12. 

Zykloide  rotiert  566. 

Zy  klometrische  Funktionen 
beim  Integrieren  rat.  Fktn.  432, 
433,  integriert  siehe  Integrale 
spezieller  Art. 

Zylindervolumen  563. 


Berichtigungen. 


Zum  ersten  Bande. 

Seite  49,  Zeile  13  von  unten  füge  hinzu:  voratisgesetzt,  daß  F{X)=^F{Xf,)ist. 
oben  lies :   A  u  statt  u  A . 
unten    ,,      y'  {X  —  x)  statt  y  (X  —  x). 
oben  ist  das  Komma  zu  streichen, 
unten  lies:  /"     statt  f    . 

oben       „     -\-  statt  des  dritten  — . 
1  1 


56, 

„        5      ,, 

63, 

„       ö     „ 

109, 

9     „ 

114, 

1     „ 

185, 

„       9     „ 

185, 

„      13      ., 

339, 

„       4     „ 

340, 

.,     ^    „ 

587, 

„     10     „ 

"      n        "     «+1 
„    ds^      ,,     1. 

unten      „     13       „      3. 

oben  füge  hinzu:    Der  Haupticert  des  Logarithmus 

ist  überall  stetig,  abgesehen  von  den  negativen  reeUen 

Werten  von  z. 
589,      „     17     „    oben  füge  hinzu:    Der  Beweis  wird  in  Nr.  650  des 

zweiten  Bandes  gegeben  werden. 
621  schalte  im  Register  ein: 

Moivresche  Formel  358,  373. 


Zum  zweiten  Bande. 

Seite  253,  Zeile  16  von  oben  lies:    B^  statt  B-. 
„      356,  Fig.  58.     Das  krummlinige  Viereck  muß   so   klein   sein,   daß 

seine  Ausdehnungen,  horizontal  und  vertikal  gemessen,  kleiner 

als  ff  sind. 
„      466,  Fig.  87    rechts    ist  die   Reihenfolge  der  Zahlen    1.   bis   7.   zu 

ändern. 

Erst  während  des  Druckes  %vurde  bemerkt,  daß  in  diesem  Bande  J, 
dagegen  im  ersten  Bande  A  als  Zeichen  des  Dilferentials  benutzt 
worden  ist. 
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